40449444444441 





3 





人 


概率 论 基 础 及 其 应 用 


王 梓 坤 


北京 师范 大 学 出 版 社 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数 据 


概率 论 基础 及 其 应 用 / 王 梓 坤 著 . 一 北京 :北京 师范 大 学 出 版 社 ,1996. 3 
ISBN 7 一 303 一 03632 一 6 


I. 概 … 工 . 王 … 下. 概率 论 N.0211 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (96) 第 01745 号 


术 草 逢 基 克 发 其 应 用 
王 梓 坤 
北京 师范 大 学 出 版 社 出 版 发 行 

(邮编 100875 ”北京 新 街 口外 大 街 19 号 ) ， 

北京 师范 大 学 印刷 厂 印 刷 全国 新 华 书店 经 销 
开本 :787X1092 1/16 印张 :22.75 字数 :576 千 

1996 年 5 月 第 1 版 ”1996 年 5 月 第 1 次 印刷 

印 数 ;1 一 1 500 册 

ISBN7 一 303 一 03632 一 6/O，183 ”定价 :36. 00 元 


序 


本 书 的 目的 是 想 比 较 严格 地 叙述 概率 论 的 基础 知识 ， 并 介绍 它 的 一 些 应 用 。 总 共 八 
章 ， 前 三 章 是 核心 部 分 ， 其 中 包括 概率 论 的 基本 概念 和 定理 ; 第 四 章 是 随机 过 程 的 初步 导 
引 ; 后 面 四 章 分 别 介绍 概率 论 在 数理 统计 、 随 机 模拟 、 计 算 方法 以 及 可 靠 性 问题 中 的 一 些 
简单 应 用 。 

随 着 科学 和 社会 的 进步 ， 概 率 论 获得 了 新 的 生命 力 。 理 论 一 与 实际 相 结 合 ， 便 立即 呈 
现 出 “ 忽 如 一 夜 春风 来 ， 千 树 万 树 梨 花 开 ” 的 繁荣 景象 。 目 前 ， 概 率 论 已 广泛 应 用 到 许多 
实际 部 门 中 ， 要 在 一 本 书 内 叙述 各 方面 的 应 用 是 困难 的 。 因此， 本 书 所 谓 的 应 用 ， 只 不 过 
是 一 些 方面 的 一 些 应 用 。 

在 写作 过 程 中 ， 我 们 注意 了 下 列 两 点 : 

1. 为 了 使 叙述 比较 清楚 ， 我 们 广泛 使 用 了 “概率 空间 ”的 概念 。 有 了 它 才 能 明确 地 给 
出 一 些 最 基本 的 定义 ,如 事件 、 随机 变数 等 等 否则， 恺 怕 很 难 回答 象 “ 随 机 变数 的 函数 是 
否 仍 是 随机 变数 ”、“ 独 立 随机 变数 &,&2 的 函数 g(&1),g9(&2) 是 否 仍 独立 ” 等 这 样 一 些 无 法 
避免 的 问题 。 但 另 一 方面 ， 由 于 引进 了 概率 空间 ， 就 必须 用 到 一 些 最 基本 的 测度 论 知识 ， 
这 似乎 不 属 本 书 的 范围 。 不 过 我 们 发 现 ， 如 果 只 考虑 概率 论 基础 的 需要 ， 那 么 用 到 的 测度 
论 并 不 太 多 ， 在 本 书 中 完全 可 以 自给 自足 ， 而 且 所 用 的 篇 幅 很 少 。 这 样 做 还 可 以 多 少 填 平 
一 些 普 通 概率 论 与 较 高 深 的 概率 论 分 支 之 间 的 鸿沟 。 这 种 叙述 方式 也 许 还 是 一 种 新 尝试 。 

2. 对 于 基本 概念 ， 我 们 希望 能 讲 明 它们 的 背景 和 应 用 。 在 实践 中 所 体会 到 的 直观 形 
象 有 助 于 抓 住 本 质 ， 它 常常 是 理论 的 先导 ， 并 为 理论 提供 思路 、 模 型 与 方法 ; 严格 的 逻辑 
证 明和 计算 有 时 无 非 是 直觉 的 一 种 数学 加 工 和 精确 化 而 已 。 虽然 如 此 ， 严 并 的 数学 论证 仍 
是 十 分 重要 的 。 

书 中 列举 了 较 多 的 例题 ,其 中 有 些 是 著名 的 问题 , 它们 在 概率 论 的 发 展 上 起 过 一 定 的 
作用 。 前 五 章 附 有 习题 及 详细 解答 ， 有 些 习题 也 可 当 作 例题 看 ， 以 利于 自学 。 

$1.4 (三 ) 表示 第 一 章 第 四 节 第 三 段 。 凡 标 有 星 号 (*) 的 章 、 节 、 段 、 定 理 或 证 明 ， 都 
可 在 初次 阅读 时 略 去 ， 待 必要 时 补 看 。 

本 书 大 部 分 内 容 曾 在 南开 大 学 数学 系 多 次 讲授 过 .。 芦 桂 章 、 孙 再 二 位 老师 为 本 书 提供 
了 习题 及 解答 ; 吴 荣 老 师 详细 审阅 了 全 部 底稿 ， 并 提出 许多 改进 意见 ， 作 者 对 他 们 表示 囊 
心 的 感谢 。 

由 于 水 平 所 限 ， 书 中 一 定 会 有 不 少 的 错误 和 缺点 ， 奶 请 批评 指正 。 


作者 ”1976 年 


本 书 初版 于 1976 年 ， 后 连 印刷 三 次 。 承 一 些 高 等 院 校 、 科 研 单位 用 作 教 本 或 参考 书 。 
不 少 热心 的 读者 提出 了 许多 中 肯 的 批评 ， 甚 至 寄 来 勘误 表 ; 这 些 意见 在 这 一 版 中 已 全 被 采 
纳 ， 使 本 书 为 之 生 色 。 作 者 对 他 们 的 帮助 表示 最 真诚 的 感谢 。 作 者 还 衷心 地 感激 韩 丽 娟 、 
洪 良 展 、 廖 昭 构 、 范 铎 、 洪 吉 昌 等 各 位 教授 ， 他 们 关心 本 局 的 再 版 ， 并 给 于 了 许多 帮助 ， 
第 二 版 书 末 增 加 一 附录 《 论 随 机 性 》， 作 为 概率 哲学 的 初探 。 
作者 ”1992 年 10 月 


内 容 简 人 


本 书 叙 述 概率 论 的 基本 知识 和 它 的 一 些 应 用 。 总 共 八 章 ， 前 三 章 介绍 概率 论 ， 第 四 章 
是 随机 过 程 的 初步 导 引 ， 后 四 章 则 分 别 介绍 概率 论 在 数理 统计 、 随 机 模拟 、 计 算 方法 和 可 
靠 性 问题 中 的 一 些 应 用 。 读 者 对 象 为 高 等 院 校 理工 科学 员 、 教 师 及 科学 工作 者 。 
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第 一 章 事件 与 概率 
8L.1 概率 论 的 现实 背景 


(一 ) 概率 论 的 研究 对 象 . 自然 界 有 许多 现象 ， 我 们 完全 可 以 预言 它们 在 一 定 条 件 下 
是 否 会 出 现 . 例如 : “同性 的 电 互 相 排 斥 ”,“ 在 标准 大 气压 下 ,水 加 热 到 100°C 时 必定 沸腾 ” 
等 等 是 一 定 会 出 现 的 ， 而 上 述 现象 的 反面 ， 即 “同性 的 电 互 相 吸 引 ”,“ 在 标准 大 气压 下 ， 水 
加 热 到 100°C 时 不 沸腾 ”等 等 是 必然 不 会 出 现 的 . 在 一 定 条 件 下 必然 出 现 的 现象 叫 必然 事 
件 ; 在 一 定 条 件 下 必然 不 出 现 的 现象 叫 不 可 能 事件 .必然 事件 的 反面 是 不 可 能 事件 . 

然而 自然 界 还 有 许多 现象 ， 它 们 在 一 定 条 件 下 可 能 出 现 也 可 能 不 出 现 ， 这 种 现象 称 
为 随机 事件 ， 或 简称 为 事件 . 例如“ 掷 伍 分 钱 硬币 得 正面 "明年 北京 七 月 间 的 平均 温度 是 
28°? C” 等 等 都 是 随机 事件 . 

概率 论 是 数学 的 一 个 分 支 ， 它 研究 的 对 象 是 随机 事件 的 数量 规律 性 . 

我 们 常常 通过 随机 试验 来 观察 随机 事件 . 例如 : 事件 “正面 " 是 随机 试验 “ 掷 硬币 ”的 
一 个 可 能 的 结果 ， 而 事件 “28°*C” 是 随机 试验 “观察 明年 北京 七 月 间 的 平均 温度 ”的 一 个 可 
能 的 结果 ， 

一 般 地 ， 设 为 一 试验 ， 如 果 不 能 事先 准确 地 预言 它 的 结果 ， 而 且 在 相同 条 件 下 可 
以 重复 进行 ， 就 称 为 随机 试验 ， 以 w 表 它 的 一 个 可 能 的 结果 ， 称 w 为 的 一 基本 事件 ， 
全 体 基 本 事件 的 集 9 = (w) 称 为 基本 事件 空间 . 在 具体 问题 中 ， 十 分 重要 的 是 : 认 清 基本 
事件 空间 是 由 什么 构成 的 ， 我 们 来 举 一 些 例子 . 

例 1 EB- 掷 一 枚 普通 的 硬币 而 观察 所 出 现 的 面 ! ; wi- 正 ， w2- 反 ， 于 是 9 由 两 个 基 
本 事件 构成 ， 即 9 二 (wsw) 

例 2 EE- 自 标号 为 1,2,…,n 的 个 同样 的 灯泡 中 任 取 其 一 ， ww- 取得 第 i 号 ，Q = 
(wi,w2,… ,wn). 这 时 如 果 简 记 wi 为 i 则 得 Q = (1,2,…,n). 

例 3 五- 计算 某 电 话 交 换 台 在 上 午 九 点 钟 内 所 得 呼唤 次 数 ; wi- 得 i 次 呼唤 ; 9 = 
(wosw1;w2,…). 如 果 简 记 wi 为 i, 则 得 0 = (0,1,2,…). 

例 4 五- 观察 北京 十 月 间 的 平均 温度 ， wo- 平均 温度 为 a*C. 8 = (wo -co<a<co). 如 
果 简 记 wo 为 a, 则 得 Q = (-co,co), 即 全 体 实数 集 (实际 上 8 中 有 许多 点 是 多 余 的 ， 因 为 温 
度 不 可 能 低 于 -273°C, 等 等 ). 

例 5 五 -向 平面 上 某 块 有 界 区 域 9 内 随意 投掷 质点 (例如 掷 球 ) 而 观察 落 点 位 置 ， 以 
w(a,b) 表 落 点 的 坐标 为 (ae 的 一 个 试验 结果 ， 如 果 简 记 w(a,b) 为 (c, 纪 那么 基本 事件 空 
间 重 合 于 此 区 域 Q. 

基本 事件 是 事件 中 的 一 种 , 一般 的 事件 总 是 由 若干 个 基本 事件 共同 组 成 的 ， 因 而 是 8 
的 一 个 子 集 ， 壁 如 说 ， 在 例 2 中 ， 事 件 4:“ 取 得 标号 不 大 于 3 的 灯泡 ”是 由 三 个 基本 事件 


1 许多 实际 问题 与 此 问题 同类 ， 例如: 登记 新 生 婴 孩 的 性 别 ，“ 女 ”或 “ 男 ”, 产品 “合格 ”或 “不 合格 ”, 明天 天 气 
“ 晴 ” 或 “ 非 晴 ”， 射击 “中 的 ” 或 “不 中 的 ” 等 . 





“取得 第 1 号 ”“ 取 得 第 2 号 ”“ 取 得 第 3 号 ” 共同 组 成 的 ， 故 4 = (1,2,3). 同样 ， 对 事件 B:“ 取 
得 标号 为 偶数 的 灯泡 ” 我 们 有 B = (2,4,6,……,2[ 引 ), 其 中 [a] 表示 不 大 于 a 的 最 大 整数 .又 
如 在 例 4 中， 事件 C:“ 不 高 于 18*C” 可 表 为 C = (oo,18]. 由 此 可 见 ， 每 一 事件 对 应 于 9 的 
一 个 子 集 . 

当 且 仅 当 事件 4 所 含 的 一 个 基本 事件 出 现时 称 为 4 出 现 . 

(二 ) 事件 的 运算 . 试 引进 事件 间 的 一 些 重要 关系 及 对 事件 的 运算 . 以 下 4, B, 4i, B: 
都 表 事 件 . 

1. 如 果 4 出 现 必 导 致 B 出 现 ， 就 说 4 是 B 的 特 款 ， 或 者 说 B 包含 4, 记 作 4 cB; 
如 果 4cB 而 且 Bc A 就 说 4 与 B 相等 并 记 作 4 = B. 例如 4: 取得 第 2 号 灯泡 ” 是 
B:“ 取 得 偶数 号 灯泡 ”的 特 款 ; 又 如 4:“ 平 均 温度 不 高 于 18°C 是 B:“ 平 均 温度 低 于 20°C” 
的 特 款 . 
2. “二 事件 4,B 中 至 少 有 一 个 出 现 " 也 是 一 事件 ， 称 此 事件 为 4,B 的 和 ， 记 作 4U B; 
显然 ，AUB 也 是 事件 : “或 4 出 现 ， 或 B 出 现 ", 类 似 地 ， 事 件 “41,…, 4 中 至 少 有 一 
出 现 ” 称 为 41,…, 4 的 和 ， 记 为 41U…U 4h 或 U4: 事件 “41, 42,… 中 至 少 有 一 出 现 ” 


称 为 可 列 多 个 事件 的 和 ， 记 作 4 U 4zUuU… 或 U 4 其 次 ， 个 事件 44，… 4 都 出 
i=1 
现 ” 也 是 一 事件 ， 称 为 41,…, 4 的 交 ， 记 作 4in…n4n 或 4 4n 或 A 4 类 似 定 义 
4 一 二 


Ain 42n.… 并 简写 为 A414，。.… 或 Na 壁 如 说 ， 在 例 3 中 ，“ 呼 唤 次 数 为 偶数 ” 是 基本 事 


件 “2”*47*6”".… 等 的 和 和， 而 “呼唤 次 数 为 偶数 与 “呼唤 次 数 为 3 的 倍数 ”的 交 是 事件 “ 呼 
唤 次 数 是 6 的 倍数 ”. 

3.“4 出 现 而 B 不 出 现 ” 也 是 一 事件 ， 称 为 A 与 B 的 差 ， 记 作 4-B. 例如: “呼唤 
次 数 不 小 于 68?” 与 “呼唤 次 数 不 小 于 7” 的 差 是 “呼唤 次 数 为 6”; 而 “呼唤 次 数 不 小 于 6” 与 
“呼唤 次 数 为 偶数 ”的 差 是 “呼唤 次 数 为 不 小 于 7 的 奇数 ”. 

4. 不 可 能 事件 与 必然 事件 通常 也 看 成 随机 事件 ， 分 别 用 记号 和 及 9 表示 . 如 果 二 事 
件 4,B 满足 关系 

AB = 0, (1) 


也 就 是 说 ， 如 果 4,B 不 可 能 同时 出 现 ， 就 说 4, B 是 互 不 相 容 的 ， 例 如 : “呼唤 次 数 大 于 
10” 与 “呼唤 次 数 小 于 10” 是 互 不 相 容 的 . 
二 事件 4,B 如 果 满 足 关系 


AUB=0, AB=0, (2) 


也 就 是 说 ， 4,B 中 必 出 现 其 一 ， 但 4,B 不 能 同时 出 现 ， 就 说 4 与 B 互 逆 ， 或 者 说 4 是 
B( 或 B 是 4) 的 对 立 事件 ， 记 作 4 =B. 例如 “呼唤 次 数 大 于 10” 是 “呼唤 次 数 不 大 于 10” 
的 对 立 事件 ， 但 却 不 是 “呼唤 次 数 小 于 10” 的 对 立 事 件 . 

上 面 说 过 ， 事 件 4 可 表 为 基本 事件 空间 9 中 的 一 个 子 集 ， 这 子 集 仍 然 记 为 4, 于 是 
我 们 也 可 以 从 集合 论 的 观点 来 看 待 事件," 结 果 发 现 这 种 观点 非常 有 用 ， 因 为 上 面 对 事件 所 
引进 的 关系 恰好 和 通常 对 集 所 引进 的 相应 的 关系 一 致 ， 辟 如 说 ， 设 事件 4 是 事件 B 的 特 
款 ， 于 是 4 出 现 必 导 致 B 出 现 . 考虑 含 于 4 的 一 基本 事件 w, 当 w 出 现时 ，A 出 现 ， 由 假 
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定 这 时 B 也 出 现 ， 故 此 w 必 会 于 B, 从 而 证 明了 集 4,B 间 有 集合 论 中 所 定义 的 包含 关系 
A cB. 反之， 设 集 4 含 于 集 B, 4c B; 当 事 件 4 出 现时 ， 必 定 有 4 中 的 某 基本 事件 出 
现 ， 既 然 此 w e 4, 因而 we B, 故事 件 B 也 出 现 ， 这 说 明 4 是 B 的 特 款 . 由 此 可 见 ，“ 事 
件 BB 包含 事件 4” 与 集 B 包含 集 4” 二 概念 是 一 致 的 ， 类 似 地 可 以 看 到 其 他 相应 概念 的 
一 致 性 : 事件 的 “相等 ",“ 和 ”,“ 交 ”,“ 差 ”分 别 与 集 的 “相等 ",“ 和 ”,“ 交 ”,“ 差 ”一致 ， 不 可 能 事 
件 0 及 必然 事件 Q 分 别 与 空 集 0 及 全 空间 9 一 致 ， 从 而 关系 式 (1),(2) 也 可 按 集合 论 中 意 
义 来 理解 ， 因 此 ，“4 是 B 的 对 立 事件 ” 与 “ 集 4 是 集 B 关 于 的 补 集 ” 是 一 致 的 . 
事件 间 的 关系 既然 与 集 间 相应 的 关系 一 致 ， 我 们 就 可 以 用 图 形 来 表达 ， 如 下 图 : 





(AUB,4B,4A 一 B,A 分 别 为 图 中 阴影 部 分 ) 


(三 ) 概率 . 当 我 们 多 次 做 某 一 随机 试验 妃 时 ， 常 常会 察觉 某 些 事件 出 现 的 可 能 性 要 大 
些 ， 也 就 是 说 ， 这 事件 出 现 的 次 数 要 多 些 ， 而 另 一 些 事件 出 现 的 可 能 性 要 小 些 . 例如 “ 抽 
得 偶数 号 灯泡 ”的 可 能 性 大 于 “ 抽 得 第 2 号 灯泡 ”的 可 能 性 ， 因 为 后 一 事件 是 前 一 事件 的 特 
款 ， 既 然 各 事件 出 现 的 可 能 性 有 大 有 小 ， 自 然 使 人 想到 该 用 一 个 数字 P(4) 来 标志 事件 4 
出 现 的 可 能 性 , 较 大 的 可 能 性 用 较 大 的 数字 来 标志 , 较 小 的 就 用 较 小 的 数字 . 这 数字 P(4) 
就 称 为 事件 4 的 概率 . 

然而 ， 对 于 已 给 的 事件 4, 到 底 应 该 用 哪个 数字 来 作为 它 的 概率 呢 ? 就 是 说 ， 怎 样 从 
数量 上 来 规定 P(A4) 呢 ?这 决定 于 所 研究 的 随机 试验 及 4 的 特殊 性 ,不 能 一 概 而 论 . 但 
在 下 列 两 种 特殊 的 ( 即 古典 型 的 和 几何 型 的 ) 随机 试验 中 ， 事 件 的 概率 容易 合理 地 规定 ， 
并 能 满足 实际 的 需要 ， 

(A) 古 典型 ， 先 考虑 一 个 特例 ， 即 例 2. 自 标号 为 1,2,…,n 的 共 n 个 同样 的 灯泡 中 任 
取 其 一 ， 如 果 抽 取 时 把 这 些 灯泡 完全 平等 看 待 ， 不 特别 侧重 或 特别 看 轻 某 些 灯泡 ， 那 么 ，、 
每 个 灯泡 被 取出 的 可 能 性 应 该 是 相同 的 ， 也 就 是 说 ， 一 切 基本 事件 wi-“ 取 得 第 i 号 灯泡 ” 
都 是 等 可 能 的 (为 了 要 实现 等 可 能 ， 壁 如 说 可 以 这 样 做 : 在 n 张 同样 的 纸 片 上 各 写 上 一 个 
数字 ， 从 1 到 n 然后 把 纸 片 折 好 ， 并 把 次 序 随意 搅乱 ， 再 从 中 任 取 一 张 ， 它 上 面 的 数字 就 
代表 被 取 中 的 灯泡 号 码 ). 在 此 例 中 ， 只 有 个 不 同 的 基本 事件 . 

一 般 地 ， 如 果 随机 试验 至 具有 下 列 二 性 质 : 

1) 具有 有 穷 多 个 不 同 的 基本 事件 w1,w2,… ,wn， 

2) 一 切 基本 事件 都 是 等 可 能 的 . 


就 说 已 是 十 典型 的 随机 试验 . 
由 上 所 述 可 见 ， 例 2 及 例 1 中 的 都 是 古典 型 的 . 
对 古典 型 的 随机 试验 五 , 9 = (wubwa……wn), 设 事件 4 由 k(< m) 个 不 同 的 基本 事件 组 
成 ， 我 们 就 定义 4 的 概率 P(4) 为 
P(A) = (3) 


不 可 能 事件 0 的 概率 定义 为 
P(0) = 0. (4) 


璧 如， 在 例 2 中 ， 如 果 设 n= 100, 那么 事件 


4 = (取得 偶数 号 灯泡 ) = (oz os eao0)，PU) = 2 = 
B = (取得 号 数 不 大 于 10 的 灯泡 ) = (w1,w2,…, 10)，P(B) = 1 = 二 


C = (取得 号 数 为 3 的 倍数 的 灯泡 ) = (ws,w6,…,w09),，P(C) = 训 

关于 古典 型 的 定义 再 说 几 句 话 : 那里 的 第 二 个 条 件 要 求 一 切 基本 事件 都 是 等 可 能 的 ， 
即 等 可 能 地 出 现 ， 然 而 ， 所 谓 “基本 事件 等 可 能 地 出 现 " 又 是 什么 意思 呢 ? 对 此 我 们 不 能 
下 数学 定义 而 只 能 做 一 些 解释 : 当 从 问题 有 关 的 各 个 方面 来 考虑 w1,w2,… ,wi 时， 如 果 它 
们 完全 处 于 平等 的 地 位 ， 谁 也 不 比 谁 特别 些 ， 这 时 就 可 把 它们 看 成 是 等 可 能 的 ,在 目前 很 
难 用 更 简单 的 概念 来 定义 “等 可 能 ", 就 像 集合 论 中 “集合 " 的 概念 没有 明确 的 数学 定义 一 
样 ， 我们 无 需 对 此 感到 惊异 ， 因 为 如 果 概 念 甲 是 由 较 简单 的 概念 乙 来 定义 ， 那 么 乙 也 必须 
用 更 简单 的 概念 丙 来 定义 ， 如 此 下 去 ， 最 后 势必 会 遇 到 一 个 最 基本 的 概念 ， 我 们 再 不 能 也 
不 必用 其 它 概念 去 定义 它 了 ， 这 时 只 需 用 一 些 例 子 或 直观 的 语言 去 解说 它 的 含义 ，“ 等 
可 能 " 正 是 一 个 这 样 的 基本 概念 . 

附带 指出 ， 在 实际 问题 中 ， 往 往 只 能 “近似 地 ”出 现 等 可 能 ，“ 完 全 的 ” 等 可 能 是 很 难 
见 到 的 ， 以 挪 硬币 为 例 ， 严 格 说 来 ， 正 、 反 二 面 也 不 能 认为 完全 是 等 可 能 的 ， 因 为 两 面 的 
花纹 不 同 ， 凸 四 的 分 布 不 同等 . 不 过 这 些 因素 对 出 现 正 (或 反 ) 面 的 影响 很 小 ， 因 而 可 以 把 
它们 忽略 而 仍 认为 是 等 可 能 的 . 

定理 1 对 古典 型 随机 试验 B, 概率 具有 下 列 性 质 : 

G) 对 任意 事件 4 1 > P(A) > 0; 

(Gi) P(O) = 31 

(i) 设 事件 4 hm (m < nn) 互 不 相 容 ， 则 


r( U A) - > P(Ai). 有 


z 一 1 


证 .由 (3) (4) 可 见 G) 是 显然 的 由 于 Q 由 nn 个 不 同 的 基本 事件 构成 ， 故 由 (3) 


P(D) =7=1. 


下 证 ( 阁 ): 设 hi = (wo 包 oo 名 ) 含 和 (< n) 个 不 同 的 基本 事件 ; 由 (3) P(4;) = 所 显然 


Ua- 0) 


共 含 2 个 基本 事件 ; 由 于 A1, 42,…, 4 互 不 相 容 ， 这 些 基 本 事件 是 互 不 相同 的 . 因此 
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(B) 几何 型 。 几何 型 随机 试验 是 例 5 中 E 的 一 般 化 与 精确 化 设 9 是 n 维 空间 中 
的 勒 贝 格 (Lebesgue) 可 测 集 ， 具 有 有 限 的 测度 L(Q) > 0(Z(D) 表 9 的 勒 贝 格 测度 ， 直 观 地 
说 ,对 一 维 区 间 它 是 长 度 ， 对 二 维 区 域 是 面积 ， 三维 是 体积 …). 向 8 中 投掷 一 质点 M, 如 
果 MM 在 9 中 均匀 分 布 ， 那 么 就 称 这 随机 试验 ( 掷 点) 是 几 
何 型 的 . 所谓 “M 在 9 中 均匀 分 布 ” 的 详细 内 容 是 : “点 
M 必定 落 于 Q 中， 而 且 落 在 可 测 集 4(c 9) 中 的 可 能 性 
大 小 与 4 的 测度 成 正比 ， 而 与 4 的 位 置 及 形状 无 关 ”. 这 人 4 
时 9 中 每 一 点 w 是 一 基本 事件 : “M 落 于 w 上”, 故 有 无 
穷 多 个 基本 事件 而 不 能 用 (3). 如 果 以 P(4) 表 “M 落 在 4 9 
中 ”的 概率 ， 考 虑 到 均匀 分 布 性 ， 自 然 应 定义 


P(A) = i (6) 


其 中 L(4) 表 4 的 测度 ， 我 们 认为 空 集 9 也 是 可 测 的 而 且 L(9) = 0. 
注意 , 这 里 概率 P(4) 只 是 对 可 测 集 4 才 有 定义 ， 

而 不 是 对 Q 的 所 有 子 集 都 有 定义 ， 因 为 有 不 可 测 的 子 
了 集 存在 . 

例 6 (约会 问题 ) 二 人 约定 于 0 到 工时 内 在 某 地 

见面 , 先 到 者 等 t(t < T) 时 后 离 去 , 试 求 二 人 能 会 见 的 

t 0 概率 p. 

解 以 z,y 分 别 表 二 人 到 达 时 刻 ， 


Ogz<T,0gy&Y, 


y 


O t 于 


这 样 的 (z,y) 构成 边 长 为 了 的 正方 形 Q. 二 人 能 会 见 的 充分 条 件 是 |z -yl < 4, 这 条 件 决定 
2 中 一 子 集 4. 由 (6) ， 





Z(4) 72- 人 (人 一 菇 ? =1- (二 口 


?PTIQ) 7 


注意 ， 例 6 可 抽象 化 为 : 设 有 二 点 4,B 分别 几 何 型 地 落 于 0, 了 T] 中 ， 试 求 4,B 的 距 
离 不 超过 t(t < 了 7) 的 概率 p. 


例 7 在 线段 4D 上 任意 ' 取 两 点 B,C, 在 B,C 处 折 世 此 线段 而 得 三 折线 ， 试 求 此 三 
折线 能 构成 三 角形 的 概率 . 

解 设 4D 的 长 度 为 44,D 的 坐标 各 为 (0,0), (1,0). 假定 B,C 的 横 坐 标 分 别 是 zl 及 
yl, 那么 0 < z,y < 1. 由 此 可 见 B,C 二 点 与 正方 形 0< zg 1,0<y<1 上 的 点 (z,y) 是 一 一 
对 应 的 ， 先 设 z < y, 这 时 4B, BC,CD, 构成 三 角形 的 充分 必要 条 件 是 





AB+ BC > CD, BC+CD > AB, CD+AB > BC， 


其 中 4B 表 4B 的 长 .注意 4B = z1 BC = (y -zl 
CD = (1 代入 上 面 的 三 个 不 等 式 中 ， 得 





(1, 1) 
1 1 1 
y>3 T<F YL<7. (7) 


(7) 式 决 定 正 方形 内 一 三 角形 GEF, 它 的 面积 是 地. 次 设 
y < z, 同样 可 得 三 角形 BET, 面积 也 是 志 注意 z=y 时 

O H (1,0) B,C 重合 而 不 可 能 得 三 角形 ， 这样 一 来 ， 我 们 的 问题 等 

价 于 向 边 长 为 1 的 正方 形 上 均匀 分 布地 掷 点 而 求 点 落 于 

AGFE 或 AEHI 中 的 概率 ， 由 (6) 得 所 求 概率 为 2 x = 上. 注意 此 概率 与 1 无 关口 

例 8 ( 蒲 丰 [Buffon| 问题 ) 平面 上 画 有 等 距离 为 a(a > 0) 的 一 些 平行 线 ， 向 平面 任意 
投 一 长 为 Li < o) 的 针 ， 试 求 针 与 一 平行 线 相交 的 概率 p. 

解 以 M 表 落 下 后 针 的 中 点 ，z 表 M 与 最 近 一 平行 线 的 距离 ， p 表 针 与 此 线 的 交 
角 ， 易 见 


Oz 


0<wp&T. 


这 二 式 决定 zy 平面 上 一 矩形 
RR; 其 次 , 为 了 使 针 与 一 平行 线 
(这 线 必 定 是 与 M 最 近 的 平行 
线 ) 相交 ， 充 分 与 必要 条 件 是 





l 
X< 3 sin Pp. 


这 不 等 式 决定 及 中 一 子 集 G. 因此 ， 我 们 的 问题 等 价 于 向 玉 中 均匀 分 布地 掷 点 而 求 
点 落 于 G 中 的 概率 p 由 (6) 得 


™1 人 2l 
ES 一 Si dw/— = —. 0O 8 
p 5 和 ao/ 和 元 (8) 


注意 p 只 依赖 于 比值 二, 故 当 La 成 比例 地 变化 时 ，zp 的 值 不 变 ， 这 正 与 直观 符合 ， (8) 式 
提供 了 一 个 求 的 值 的 方法 : 如 果 我 们 能 事先 求 得 p, 那么 由 (8) 就 可 以 求 出 5( 续 看 82.9 
例 7) >. 

1 所 谓 “任意 ", 严格 地 说 ， 应 理解 为 “B 及 C 都 在 AD 上 独立 地 均匀 分 布 ”. 

2 此 实验 已 由 多 人 做 过 ， 例 如 ， 1850 年 Wolf 掷 针 5000 次 得 之 估 值 为 3.1596; 1901 年 Lazzerini 掷 3408 次 得 


估 值 为 3.1415929. 后 者 掷 的 次 数 少 反而 得 到 好 的 结果 ， 原 因 是 他 在 合适 的 次 数 上 停止 了 试验 ， 但 如 事先 不 知 7 的 真 
值 时 ， 应 在 何 时 停止 实验 ?” 这 是 所 谓 “ 最 佳 停止 问题 * 值得 研究 . . 
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与 定理 1 类 似 ， 可 以 证 明 下 列 定理 : 

定理 2 对 几何 型 随机 试验 互 , 概率 具有 下 列 性 质 : 
人 对 任意 可 测 集 4, 1 > P(4) > 0; 

(i) P(N)= 1; 

( 痢 ) 设 可 列 多 个 可 测 集 41, 42,… 互 不 相交 ， 则 


P(Ua4 :)= 三 Pt (9) 
证 由 定义 中 的 (6) 式 立 得 GD) 利用 测度 的 完全 可 加 性 : 对 可 列 多 个 互 不 相交 的 可 
测 集 41, 42,.…, 有 
: (Us) = 
由 此 立 得 
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(四 ) 频率 设 记 为 任 一 随机 试验 ， 4 为 其 中 任 一 事件 ， 在 同样 条 件 下 ， 把 独立 
地 重复 做 次， 以 所 (4) 表 事 件 4 在 这 次 试验 中 出 现 的 次 数 ， 比 值 


(= 


称 为 事件 4 在 这 ” 次 试验 中 出 现 的 频率 ， 而 f(4) 称 为 4 在 这 m 次 试验 中 出 现 的 频数 . 
例如 掷 100 次 硬币 中 得 到 51 次 正面 ， 那 么 “得 正面 ” 这 一 事件 在 这 100 次 试验 中 的 频率 为 
高 ; 频数 为 51. 

容易 想到 ， 一 般 地 如 4 出 现 的 可 能 性 愈 大 ， 频 率 五.(4) 也 愈 大 ， 反 之 ， 如果 Fn(4) 愈 
大 ， 那 么 可 以 设想 4 出 现 的 可 能 性 也 愈 大 . 因此 ， 频 率 与 概率 间 应 有 紧密 的 关系 . 的确， 
以 后 可 以 证 明 : 在 相当 广泛 的 条 件 下 ， 当 n 一 oo 时 ， 在 一 定 意义 下 F(4) 趋 于 4 的 概率 
P(A). 

因此 ， 当 n 充分 大 时 ， 可 以 取 频 率 作 为 概率 的 近似 值 ， 在 许多 实际 问题 中 ， 当 概率 不 
易 求 出 时 ， 往 往 就 是 这 样 做 的 . 

频率 的 重大 意义 , 这 一 方面 是 由 于 它 能 适当 地 反映 4 出 现 可 能 性 的 大 小 , 另 一 方面 ， 
频率 的 概念 比较 简单 ， 容 易 掌握 ， 我 们 常常 可 以 根据 频率 的 性 质 去 推 想 概率 的 性 质 ， 这 就 
是 我 们 为 什么 在 这 里 要 引进 频率 的 原因 ，. 

定理 3 对 任意 随机 试验 5, 频率 具有 下 列 性 质 : 

(i) 对 任意 事件 4,1 > (4) > 0; 

(ii) Fn (0 = 1; 

(iii) 对 任意 有 穷 多 个 互 不 相 容 的 事件 41, 42,…, Am, 即 4;4; = 90,i 关 j， 有 


m.(U4) 一 Dr (10) 


其 中 m 为 任意 正 整数 ， 
证 由 (4) 的 定义 () 是 显然 的 ， 既 然 9 是 必然 事件 ， (9) = mw 故 得 如 , 最 后 ， 
根据 这 些 事件 的 互 不 相 容 性 得 


fn (U 4 = > f(Ai), 


以 n 除 上 式 两 边 就 得 (10). 口 

作为 频率 的 应 用 ， 再 来 考虑 薄 丰 氏 问 题 ， 以 4 表 事 件 : “ 针 与 一 平行 线 相交 ”. 如 上 
所 述 ， 当 n 充分 大 时 ， 所 (4) 接近 于 P(4), 故 由 (8) 得 
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“es? 表 “近似 ”. 因而 我 们 可 以 用 实验 的 方法 来 求 7 的 近似 值 . 这 种 思想 在 计算 数学 的 Monte- 
Garlo 方法 中 得 到 广泛 应 用 . (参看 83.3 例 1 及 第 六 ， 七 章 ) 

关于 几何 概率 的 例 ， 还 可 见 $1.6. 

定理 1-3 启示 我 们 在 一 般 情 况 下 (不 限于 古典 型 或 几何 型 随机 试验 ) 应 该 如 何 定义 概 
率 ， 在 81.3 中 将 讨论 这 个 问题 . . 


$1.2 古典 型 概率 


(一 ) 复合 随机 试验 . 设 已 给 ”个 随机 试验 Bi,B2,…, Bs, 其 中 Ei 的 基本 事件 记 为 
w@9, 因而 ni = (wb) 是 B; 的 基本 事件 空间 ， 我 们 可 以 把 { 互 , Eo,…, En} 看 成 为 一 个 复合 
的 随机 试验 BE, 就 是 说 ， 把 豆 做 一 次 相当 于 把 轧 , Bo,… ,En 顺 次 各 做 一 次 ， 于 是 B 的 试 
验 结果 是 由 次 试验 ,EB2,…, En 的 结果 顺 次 联合 组 成 的 . 我们 称 到 为 由 Bi, E2,…, BB 
组 成 的 n 次 复合 随机 试验 ， 并 记 


EB=ExBEx...xE,= 1: (1) 


显然 ， 的 任 一 基本 事件 6 是 具有 个 分 量 的 点 : 


证 = (wD ,wD w"), (2) 
其 中 we 9;. 因此 ， 训 的 基本 事件 空间 9 由 一 切 这 样 的 点 所 构成 ， 即 
f= {wD ,wD ,wl ))}, (3) 
有 时 记 为 ，。 
f= QfxQ2 x x 0,= ||: (4) 
1 


特别 ， 当 ,2,.…, ,重合 于 一 个 随机 试验 互 时 ， 简 记名 = E", 并 称 启 为 互 的 n 次 
重复 随机 试验 ， 这 时 (2),(3) 及 (4) 分 别 化 为 


6 = (wlyw2 Wn); f= {(oiboa 7, Wn)} = 1", (5) 


其 中 w; EQ. 

例 1 设 轧 为 据 一 枚 硬币 ，Qi = (ww), wi 表 得 正面 ，w 如 表 得 反面 Ez 为 自 
标号 为 1,2,3 的 三 个 球 中 任意 抽取 一 球 ，Qa = (wo 名,o 纪 ,wo 名 ), 其 中 wt? 表 取 得 标号 为 i 的 
球 ，;i = 1,2,3. 于 是 对 2 次 复合 随机 试验 五 = Bi x Bz, 做 一 次 妃 相 当 于 先 掷 一 次 硬币 再 抽 
取 一 球 ， 故 总 = Qi x 9s 共 含 六 个 基本 事件 ， (69,w 3), (oo 人 (wD ww), (oow)， 
(人 ) (os os) 

例 2 设 瑟 为 掷 一 枚 硬币 ，Q = (wi,w2), wa(w?) 表 得 正 ( 反 ) 面 ， 将 已 重复 ”次 而 得 
n 次 重复 随机 试验 启 = E", 于 是 忘 的 一 个 基本 事件 是 由 总 共 ” 个 元 : “正面 ”或 “反面 ”， 
构成 的 ， 显 然 9" 共有 2" 个 不 同 的 基本 事件 . ， 

例 3 设 E; 共 有 m; 个 不 同 的 基本 事件 ， 则 = x Fa x.…x En 共 肛 mi 个 不 同 
的 基本 事件 ， 特别， 如 读 = EB", 且 忆 共有 m 个 不 同 的 基本 事件 ， 那 么 态 的 不 同 的 基本 事 
件 共有 mn 个 . 

设 已 给 可 列 多 个 随机 试验 轧 , Bz,…, 类 似 地 可 以 考虑 由 它们 组 成 的 可 列 次 复合 随机 
试验 

E=Ex Ex...=||E: (6) 
4 一 1 


如 果 mi = (wo9) 是 互 的 基本 事件 空间 ， 那 么 外 的 任 一 基本 事件 5 是 一 点 列 : 
& = moe (Ce € Qi). (7) 


因而 疡 的 基本 事件 空间 9 是 所 有 可 能 的 点 列 的 集 


f= {(w0,w2,...)} (8) 

有 时 记 为 _ 
$= 0 xQ2x...= I: (9) 

| i=1 


特别 ， 当 B= 二 房 时 ，(i 二 1,2,…), 简 记 语 = Em, 并 称 五 为 已 的 可 列 次 重复 随机 试验 ， 这 
时 (7) 及 (8)(9) 分 别 化 为 


B= ww); R= {ow2.°)} = 1N™, (wi € QW). (10) 


例如 ， 考 虑 例 2 中 的 , 这 时 Ew 中 任 一 点 是 由 一 列 “1- 正面 " “wz- 反面 构成 的 . 
壁 如 说 


(wwlw2wlyw2 *) 


就 是 一 基本 事件 ， 而 9” 是 所 有 这 种 序列 的 集 … 
(二 ) 排列 与 组 合 . 为 了 计算 古典 型 随机 试验 中 事件 的 概率 ， 需要 一 些 排列 与 组 合 的 
基本 知识 . | - 
三 个 数字 1,2,3 共有 6 种 不 同 的 排列 : 123,132,213,231,312,321. 一 般 地 ， 试 问 个 不 同 
的 元 共有 几 种 排列 ? 每 个 排列 共有 m 个 位 置 ， 第 一 个 位 置 上 可 以 放 进 这 个 元 中 的 任何 
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一 个 ， 共 有 种 放 法 ; 第 二 个 位 置 上 可 以 放 进 剩 下 的 nw 一 1 个 元 中 的 任何 一 个 共有 n 一 1 
种 放 法 ; .……. 因此 ， 共 有 


n=nn—o1)n—2)..2.1 (11) 


种 不 同 的 排列 . 

更 一 般 地 ， 从 个 不 同 元 a1,42,…,an 中 任 取 m(m < mn) 个 ， 并 把 它们 排列 ， 试 癌 共 
有 几 种 排列 ? 利用 类 似 的 想法 ， 第 一 个 位 置 上 可 以 有 种 放 法 ， 第 二 个 位 置 上 有 n 一 1 种 
放 法 ，…, 第 m 个 位 置 上 有 nn 一 m++1 种 放 法 ， 因 此 ， 共 有 


nl! 
n(n ~—1)...(n ml) = mm (12) 
种 不 同 的 排列 ， 
在 排列 中 , 我 们 不 仅 注 意 了 参加 排列 的 是 哪些 元 , 而 且 还 注意 了 元 的 次 序 , 例如 aiazas 
与 ciasaz 虽然 有 相同 的 元 ， 但 因 有 不 同 的 次 序 而 被 看 成 为 两 个 不 同 的 排列 . | 
如 果 从 ”个 不 同 的 元 oa1,a2,…,an 中 任 取 m(m < nn) 个 而 不 论 它们 的 次 序 ， 我 们 
就 得 到 了 一 种 组 合 ; 两 个 组 合 只 要 有 相同 的 元 ， 不 论 次 序 如 何 ， 都 认为 是 一 样 的 ， 例 如 
Q1,02. ,Um-10m 与 wmam 1，a2a1 是 同一 组 合 . 由 于 一 种 组 合 对 应 于 ml! 种 排列 ， 所 


以 共有 n(n) nn mt+1l) nl 


ml! mi!(n ~ m)! 
种 不 同 的 组 合 ， 可 以 把 组 合 问题 换 一 种 说 法 : 要 把 ”个 不 同 的 元 a1,02,…,an 分 成 两 组 ， 
一 组 m(m < n) 个 ,， 另 一 组 mn 一 m 个 ， 那 么 不 同 的 分 法 共有 A 种 . 通常 ! 把 my 
一 般 地 ， 要 把 n 个 不 同 的 元 分 成 k(1 < 上 < n) 组 ， 使 第 i 组 含 mi 个 元 ， 因 而 有 
， 天 
> mi = NN, 那么 ， 可 以 先 把 m 个 分 成 两 组 ， 甲 组 含 mi 个 ， 乙 组 含 nm 个 ， 再 把 乙 组 分 
i 二 1 








(13) 





成 两 小 组 ， 其 一 含 ma 个 ， 另 一 售 一 ma 一 ma 个， , 因而 总 共 不 同 的 分 法 种 数 是 
nl (nC— mi)! (Rem am) nl (14) 
mn—m)mln -mma) mn mm Yili me! 


这 时 ， 如 果 两 个 分 法 中 ， 第 1 组 mi 个 元 彼此 一 样 ，…, 第 天 组 ms 个 元 也 彼此 一 样 ， 那 
么 便 认为 两 个 分 法 相同 . 

(三 ) 古典 型 随机 试验 中 的 概率 计算 . 现在 举 一 些 例子 来 说 明 如 何 计算 古典 型 中 事件 
4 的 概率 ， 实际 中 许多 具体 问题 可 以 大 致 归并 为 三 类 ， 它 们 县 有 典型 的 意义 : 


(GD 抽 球 问题 (ID 分 房 问 题 ， (ID) 随机 取 数 问题 . 


以 下 的 例子 如 果 属 于 (i) 类 ， 我 们 就 标 以 (2), i =LILIIL 
计算 的 步骤 是 : 首先 应 求 出 不 同 的 基本 事件 的 个 数 mw 因而 要 弄 清 基本 事件 空间 是 什 
么 ， 其 次 须 求 出 所 研究 的 事件 4 所 含 不 同 的 基本 事件 的 个 数 k, 于 是 P(4) = 


1 为 方便 计 ， 如 m > m 定义 (2 =0. 
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例 4(D 箱 中 盛 有 a 个 和 白 球 及 8 个 黑 球 ， 从 其 中 任意 取 e+ 个 ， 试 求 所 取 的 球 恰 含 
a 个 白 球 和 6 个 黑 球 的 概率 . 
解 这 里 的 随机 试验 是 自 a+8 个 球 中 取出 a+5 个 ， 每 a+b 个 球 构成 一 基本 事件 
w, 所 以 共有 (%+8) 个 不 同 的 w. 事件 4:“ 恰 好 取 中 a 个 白 球 5 个 黑 球 "” 共 含 (2?) x (4) 个 不 
同 的 w, 故 
ay. [8 
P(A) = i (15) 


a+b 





例 5 (I) 箱 中 盛 有 a 个 白 球 和 68 个 黑 球 ， 从 其 中 任意 地 接连 取出 上 +I(R+1 和 a+D) 
个 球 ， 如 每 球 被 取出 后 不 还 原 ， 试 求 最 后 取出 的 球 是 白 球 的 概率 . 

解 这 里 巨 是 自 a+B6 个 球 中 接连 不 还 原 地 取出 +1 个 球 由 于 注意 了 球 的 次 序 ， 故 
应 考虑 排列 . 每 上 +1 个 排列 好 的 球 构 成 一 基本 事件 ， 接 连 不 还 原 取 上 十 1 个 可 看 成 一 次 取 
十 1 个， 所 以 共有 (?+6) 种 不 同 取 法 ,一 种 取 法 对 应 (k 二 1)! 个 排列 ， 故 共有 (和 (k++ 1)! 
个 不 同 的 w, 所 和 需 白 球 可 以 是 a 个 中 的 任 一 个 有 a 种 选 法 ， 其余 个 可 以 是 其 余 a+6 一 1 
个 中 的 任意 天 个 ， 有 (“19-1) 种 选 法 ， 因 而 事件 4:“ 取 出 的 上 十 1 个 球 中 最 后 -- 球 是 白 球 ” 
共 含 w(“+ 0 .&! 个 不 同 的 基本 事件 ， 于 是 

cerp a 


P(A)= (人们 . (k+ 1)! a+rp. 09) 





值得 注意 的 是 P(4) 与 上 无 关口 

以 后 还 会 遇 到 各 种 各 样 的 抽 球 问题 ， 注意， 这 里 的 “ 白 球 ”、“ 黑 球 ” 可 换 为 “ 甲 物 ”、 
“Z, 物 ”或 “合格 产品 ”,“ 不 合格 产品 ”等 等 ， 我 们 所 以 说 抽 球 问题 有 典型 意义 ， 原 因 就 在 于 
此 . 

例 6 (ID 有 个 人 ， 每 个 人 都 以 同样 的 概率 专 被 分 配 在 N(n < NN) 间 房 中 的 每 一 间 
中 ， 试 求 下 列 各 事件 的 概率 : 

A: 某 指定 n 间 房 中 各 有 一 人 ; 

B: 恰 有 7n 间 房 ， 其 中 各 有 一 人 ; 

C: 某 指定 房 中 怡 有 m(m < n) 人 ， 

解 设 巨 为 随机 试验 : “把 一 人 分 配 到 N 间 房 中 之 一 去 ”, 于 是 每 间 房 对 应 于 一 基本 
事件 而 已 共有 N 个 不 同 的 基本 事件 ， 本 例 中 的 随机 试验 五 = E", 故 由 第 (一 ) 段 知 已 有 
N" 个 不 同 的 基本 事件 %. 

今 固定 某 n 间 房 ， 第 一 人 可 分 配 到 其 中 任 一 间 ， 故 有 n 种 分 法 ， 第 二 人 可 分 配 到 余 
下 nn 一 1 间 中 任 一 闻 ， 故 有 nn 一 1 种 分 法 ，……… 因而 事件 4 共 含 n! 个 不 同 的 5. 于 是 


P(A) (17) 


= Nr 
如 果 这 n 间 房 可 自 NN 间 中 任意 选 出 ， 那 么 共有 (>) 种 选 法 ， 因 而 事件 B 共 含 (%)n! 
个 不 同 的 6, 于 是 
(FY)n! NI 





事件 C 中 的 吧 个 人 可 自 m 个 人 中 任意 选 出 , 共有 (”) 种 选 法 , 其余 m -和 mm 个 人 可 以 任 
意 分 配 在 其 余 的 N-1 间 房 里 , 共有 (N 一 1)" ”个 分 配 法 , 因而 事件 C 共有 (人 CN-D” 
个 不 同 的 必 于 是 





?1(N 一 全 ”一 于 n m 一 n—m 
POO- 人 RD 人 (人 (号 ” 0 
这 是 所 谓 二 项 分 布 的 特殊 情形 ( 见 $2.3), 注意 当 及 N 固定 时 ， P(C) 只 依赖 于 m, 如 果 
记 P(C) 为 Pw, 则 


De) CF) = H+) +o 


许多 表面 上 提 法 不 同 的 问题 实际 上 属于 同一 类 型 ， 试 看 下 例 : ， 

例 7 (ID (i) 有 "个 质点 ， 设 每 个 都 以 同样 的 概率 寺 落 于 365 个 格子 中 的 每 一 格 
中 ， 试 求 每 一 格 至 多 只 含 一 点 的 概率 p. 

(i) 有 m 个 人 ， 设 每 人 的 生日 是 任何 一 日 的 概率 为 绪 , 试 求 此 ”人 的 生日 互 不 相同 的 
概率 p"'. 

(证 ) 有 nn 个 旅客 乘 火 车 途经 365 站 ， 设 每 人 在 每 站 下 车 的 概率 为 误 ， 试 求 没有 一 人 以 
上 同时 下 车 的 概率 p”. 

在 外 (说 ( 痢 ) 中 都 假定 n < 365. 

解 这 三 个 问题 其 实 都 和 例 6 中 求 P(B) 的 问题 等 价 ( 取 那 里 的 N = 365), 只 要 把 “人 ” 
“质点 ",“ 旅 客 ” 看 成 一 样 ， 把 “ 房 "," 格 子 ?日 ",* 站 ”看 成 一 样 ， 因 而 由 例 6 的 解答 知 


365.364...(365 — n+1) 





p= = = P(B)= 5057 (20) 

例如 当 n= 30 时 ， P(B) = 0.294, 而 B 的 对 立 事件 互 的 概率 由 81.1(5) 为 
P(B)=1— P(B) = 0.706， 
这 里 三 位 以 后 的 小 数 略 去 ， 由 此 可 见 ， 30 人 中 ， 至 少 有 二 人 同 生日 的 概率 大 于 70%. 
要 准确 地 算出 P(B), 计算 量 一 般 是 很 大 的 ， 试 求 近似 值 如 下 : 改写 (20) 为 
1 2 n—1 
P(B)= (1 505)(- 505) (1 3 ) (21) 

当 n 较 小 时 ， 把 含有 一 个 以 上 因子 的 乘积 如 才 痪 等 项 略 去 ， 得 

PUB)s1 1 二 2 1 (22) 





这 里 “xs” 表 “近似 于 ”. 另 一 近似 公式 如 下 : 注意 对 小 的 正 数 z> 有 log(1-z) 交 -z, 故 由 (21) 
得 1+2+.…+( -1 n(n—1) 
365 加 730 “ 


例如 ， 当 n= 10, (21) 式 给 出 P(B) = 0.883.…, 而 (22) 给 出 P(B) ~ 0.877 . 口 





log P(B) 二 (23) 
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例 8 (ID 从 1,2,…,10 共 十 个 数字 中 任 取 一 个 ， 假 定 每 个 数字 都 以 而 的 概率 被 取 
中 ， 取 后 还 原 ， 先 后 取出 7 个 数字 ， 试 求 下 列 各 事件 4; (i = 1,2,…,5) 的 概率 : 

41: 7 个 数字 全 不 相同 ; 

42: 不 含 10 与 1; 

4s: 10 恰好 出 现 两 次 ; 

44: 至 少 出 现 两 次 10; 

45: 总 和 为 20. 

解 设 取 一 次 所 成 的 随机 试验 为 BE, 它 有 10 个 不 同 的 基本 事件 ， 因 而 还 原 地 取 ?7 次 所 
成 的 随机 试验 是 7 次 重复 的 ， 包 = B7. 避 共 有 107 个 不 同 的 基本 事件 5. 容易 看 出 
10.9.8.7:6.5.4 


Ph)= 107 


~ 0.06048, 
87 
P(4a) = Tor: 


今 计算 P(4s). 出 现 10 的 两 次 可 以 是 7 次 中 的 任意 二 次 ， 故 有 (2) 种 选择 ， 其 他 5 次 中 ， 
每 次 只 能 取 9 个 剩 下 数字 中 的 任何 一 个 ， 故 


7\ .05 
P(4s) = ue. 


一 般 地 ， 10 恰好 出 现 E < 7) 次 的 概率 pk 为 


(Wor 
107 





pk 一 (24) 
由 于 hs 是 6 个 互 不 相 容 的 事件 “10 恰好 出 现 k 次 "(k = 2,3,4,5,6,7) 的 和 ， 故 由 (24) 及 
81.1(5) 得 

7 D2 (4) 9 


P(44) = > PE 一 二 
天 一 2 


现在 计算 P(4s).4s 所 含 的 不 同 的 5 的 个 数 是 下 列 方程 的 整数 解 的 个 数 ， 


了 
》 mi=20 (1 < zi < 10), (25) 
其 中 mi 代表 第 i 次 所 取得 的 数字 . 然而 (25) 的 上 述 解 的 个 数 重合 于 (z+22 十 2 十 … 二 2)? 
中 x20 的 系数 ， 亦 即 (1+z +z2 十 … 十 z9)7 中 z3 的 系数 .由 于 
(1 十 XT 十 22 十 … 十 29) 一 (EF) = 
= (1 -7z10 十.…)(1L 二 .十 84z3 十 .… 十 27132z23 十 …)， 


可 见 zl3 的 系数 为 27132 -7x84= 26544. 所 以 


26544 


P(4s) = 二 07 
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最 后 氢 述 一 个 在 统计 物理 中 起 重要 作用 的 例 ， 这 例 还 说 明 ， 在 具体 问题 中 ， 如 何 计 算 
基本 事件 的 个 数 需 根据 实际 情况 而 定 ， 因 而 赋予 概率 的 方法 也 应 如 此 ， 

例 9 (ID 设 有 ?= 个 质点 ， 每 点 都 以 概率 方 落 于 NW(> m) 个 盒子 中 的 每 一 个 里 ， 试 求 
事件 4:“ 某 预先 指定 的 ”个 盒 中 各 含 一 点 ”的 概率 p. 

由 于 对 质点 和 盒子 所 作 的 进一步 的 假定 不 同 ， 这 题 有 三 种 不 同 的 解法 和 答案 . 相对 于 
这 些 假定 来 说 ， 每 种 解法 都 是 正确 的 . 

解 1 (Maxwell-Boltzmann) 假定 7 个 质点 是 不 同 的 ， 即 可 辨别 的 ; 还 假定 每 个 盒子 
能 容纳 的 质点 数 是 没有 限制 的 ， 根 据 例 6 得 

n! 


PT Na 


解 2 (Bose-Einstein) 假定 ”个 质点 完全 相同 ， 因 而 不 可 辨别 ;对 每 个 盒子 则 仍然 
假定 它 能 容纳 任意 多 个 质点 . 在 解 1 中 ， 分 布 法 不 仅 依赖 于 每 个 合子 中 的 质点 的 个 数 ， 而 
且 还 依赖 于 是 那 几 个 质点 ; 而 现在 则 只 依赖 于 盒 中 的 质点 个 数 ， 因 此 计算 基本 事件 个 数 的 
方法 不 同 了 ， 为 了 更 清楚 地 说 明 这 点 ， 我 们 就 NN = 3,n =2 的 情形 来 写 出 这 二 种 解法 中 的 
全 体 基本 事件 ， 以 a,b 表 这 二 个 质点 , 下面 的 记号 (ab, ,一 ) 表示 第 一 盒 中 含 二 点 ， 其 余 皆 
空 ， 其 它 记 号 的 解释 类 似 ， 于 是 解 1 中 共有 下 列 3? = 9 个 基本 事件 : 


1 (ab, 一, 一) 2 (一 ,ab 一 ) 3 (一 ,一 ,ab) 
4 (a,5b,—) 5 (6,a,—) 6 (a, —,b) 
7 (6, —,a) 8 (—,a,b) 9 (—,b,a) 


但 在 解 2 的 假定 中 ， 则 不 区 别 4,5 而 把 它们 看 成 为 同一 基本 事件 ， 因 为 a = b. 同样 ， 6,7 
与 8,9 也 如 此 ， 故 共 只 有 6 个 基本 事件 ， 而 4 则 只 含 一 个 (如 预先 指定 的 是 第 一 ， 二 个 盒 
子 ， 则 4 所 含 的 基本 事件 由 4,5 表示 ), 于 是 在 和 N=3,n==2 时， p= 译 . 

回 到 一 般 情况 ， 我 们 来 计算 基本 事件 的 个 数 . 为 此 ， 采 用 下 列 巧妙 的 直观 想法 . 把 入 
个 盒子 并 排 成 一 行 ， nn 个 点 的 一 种 分 布 法 可 表 为 下 图 : | 


这 表示 第 一 盒 有 2 点 ， 第 二 盒 1 点 ， 第 三 盒 3 点 ， 第 四 盒 空 ， 最 后 一 盒 2 点 ，* 表 氮 ， “人 
表 盒 子 的 壁 ， 当然 ， 最 外 两 端 各 有 一 壁 ， 把 每 个 壁 与 每 个 点 都 看 成 一 个 位 置 ， 则 ”个 球 的 
一 种 分 布 法 就 相当 于 n+N - 工 个 位 置 (两 端的 不 在 内 ) 被 ”个 点 占领 的 一 种 占 位 法 ， 故 共 
有 ("tN-1) 种 分 布 法 ， 亦 即 共 有 ("+X-0 个 基本 事件 ， 事 件 4 只 含 其 中 的 一 个 ， 故 
1 nil(N— 1)! 

p= (+ = (tN—1)! 





实际 中 的 确 有 许多 质点 被 认为 是 不 可 辨别 的 ， 例 如 微观 世界 中 同类 的 基本 粒子 (如 电 
子 或 光子 ), 至 少 在 目前 的 科学 水 平 上 就 是 如 此 ， 因 为 现今 还 不 能 把 两 个 电子 区 别 开 来 ， 关 
于 这 问题 的 进一步 讨论 见 第 一 章 习题 14 及 其 解答 . 解 2 是 物理 学 家 Bose 与 Einstein 于 
1924 年 提出 的 ， 它 适用 于 所 谓 玻 色 子 的 基本 粒子 . 

解 3 (Fermi-Dirac) 这 时 假定 每 个 盒子 至 多 只 能 容纳 一 个 质点 ; 而 对 质点 则 仍 设 为 
不 可 辨别 的 . 于 是 任 一 种 分 布 法 都 必须 占用 个 盒子 ， 由 于 质点 不 可 辩 , 分布 法 只 依赖 于 


.14. 


各 盒 中 的 落 点 个 数 ， 而 不 依赖 于 落 的 是 那儿 个 点 . 因而 共有 () 种 分 布 法 ， 亦 即 共 有 (*) 
个 基本 事件 .事件 4 只 含 其 中 的 一 个 ， 故 
1 ni(N—n)! 
”ON 





解 3 是 物理 学 家 Fermi 与 Dirac 于 1925 年 提出 的 ， 它 适用 于 所 谓 费 米子 的 基本 粒子 . 

上 述 各 例 表明 : 在 计算 古典 型 概率 时 ， 关键 在 于 如 何 根据 问题 的 条 件 区 分 两 个 不 同 的 
基本 事件 ; 只 有 这 样 才能 正确 计算 出 该 试验 中 所 有 不 同 的 基本 事件 的 总 数 n, 以 及 所 考虑 
的 事件 4 中 所 含 不 同 的 基本 事件 的 个 数 , 二 者 的 比 就 是 所 求 的 概率 p. 


81.3 概 率 空 间 


(一 ) 概率 的 公理 化 定义 到 现在 为 止 ， 我 们 只 对 十 典型 及 几何 型 的 随机 试验 定义 了 
概率 ， 然 而 这 两 种 随机 试验 远 远 没有 穷尽 所 有 的 随机 试验 ， 璧 如 说 ，81.1 中 例 3 与 例 4 就 
不 属于 这 两 种 类 型 ， 于 是 产生 在 一 般 情况 下 概率 应 如 何 定 义 的 问题 . 

我 们 已 看 到 ， 上 述 两 种 类 型 中 的 概率 具有 公共 的 性 质 ( 即 $1.1 定理 1 及 2), 特别 重要 
的 是 : 任 一 随机 试验 中 的 的 频率 也 有 类 似 的 性 质 ， (81.1 定理 3). 这 使 人 想到 : 可 以 用 这 
些 性 质 来 作为 一 般 的 概率 的 定义 .近代 概率 论 的 公理 结构 中 正 是 这 样 做 的 . 由 于 这 些 性 质 
中 只 涉及 空间 Q 及 其 中 的 事件 ， 所 以 在 抽象 化 的 场合 ， 我 们 甚至 可 以 摆脱 具体 的 随机 试 
验 而 直接 从 事件 的 概念 开始 . 现在 就 来 叙述 概率 论 的 公理 结构 ， 它 给 出 了 事件 与 概率 的 严 
格 定义 . ， 

定义 1 设 9 是 抽象 的 点 w 的 集 ，9 = (wo),Q 中 的 一 些 子 集 ! 4 所 成 的 集 大 称 为 9 
中 的 一 个 c- 代数 ， 如 果 大 满足 下 列 条 件 : 

(0) Nee; 

(这 如 4eF, 则 4ec 关 (=Q-4)i 

(ii) 如 可 列 多 个 4n e ,m= 1,2,…, 则 


Der 
m=1 


定义 2 设 P(A)(4 e 下 ) 是 定义 在 c- 代数 下 上 的 实 值 集 函 数 ， 如 果 它 满足 下 列 条 
件 ， 就 称 它 为 和 上 -的 概率 测度 ， 或 简称 概率 ， 

1° 对 每 AeE 了 ,有 1 P(A4)>0; 

2° P(D) = 1; 

3° 如 可 列 多 个 Am € ,4;4; = 81 去 j 则 


(D4 ) - 衬 pA) 站 


称 点 w 为 基本 事件 ， 三 中 的 集 4 称 为 事件 ， 因 而 下 是 全 体 事件 的 集 ，P(4) 称 为 事 
件 4 的 概率 ， 三 元 总 体 (9, 天 P) 称 为 概率 空间 ， 


1 空 集 0 是 任 一 集 的 子 集 ，9 也 是 的 子 集 . 





. 15 . 


例 1 设 0 = (ouua ,onm) 只 含 m 个 不 同 的 基本 事件 ,0 的 全 体 子 集 的 集 记 为 下 ,因而 
F = {0 (603), 00) (oaji(eiwsj (winws) (on on ,QQ 共 合 和 2 (3) = (1 十 1 = 2" 


个 不 同 的 集 ，((o) = 1). 由 于 三 包含 了 Q 的 所 有 子 集 ， 显 然 条 件 (i)(ij)(ii) 满足 ， 故 此 未 
是 人 中 的 一 个 o~ 代数 ， 对 任意 4e 丰 , 定义 
k 
P(A4)= n (2) 

其 中 是 4 中 不 同 的 基本 事件 的 个 数 ， 根 据 $1.1 定理 1, 可 见 条 件 1°, 2", 3° 满足 (注意 这 
时 9 中 不 可 能 有 可 列 多 个 非 空 的 互 不 相交 的 集 ), 因而 (9, 六 P) 是 一 概率 空间 ， 这 正 是 古 
典型 随机 试验 的 概率 空间 ， 

例 2 设 ? =(w) 是 ” 维 空间 中 具有 有 限 ， 正 勒 贝 格 (Lebesgue) 测度 的 集 ，9 中 一 切 
( 勒 贝 格 ) 可 测 子 集 构成 一 集 ,三 是 满足 如 ,过 ;( 考 ) 的 ， 对 4e 大 定义 


P(A) = 过 和 (3) 


这 里 L(4) 表 4 的 勒 贝 格 测 度 ， 由 $1.1 定理 2, 可见 1°,2°,3° 满足 ， 因 而 (9, 天 P) 是 一 概率 
空间 ， 这 正 是 几何 型 随机 试验 的 概率 空间 . 
例 3 设 Q= (0,1,2,…) 由 全 体 非 负 整 数 构成 ，Q 的 全 体 子 集 所 成 的 集 王 是 9 中 的 
一 代数， 对 任意 4e ,定义 


P(4) = 吕 e* 千 ，(A > 0 常数) : (@) 
kEA 


P(0) = 0. (5) 
我 们 来 验证 1°,2°,3° 满足 : 实际 上 ，1° 是 显然 的 ; 


PQ) = De = e 了 =1; (6) 


如 Am EE 天 ,m= 二 1,2,.…， A4i4; = 二 8, 由 (4)(5) 有 


oo 


AD > e 六 -Vv », .we- -二 Pd 
m=1 kel 1 4- 


一 m=1 EkE An, 


由 此 可 见 ， (0, 天, 了) 是 一 概率 空间 . 
由 c- 代数 三 的 定义 ， 可 见 任 一 概率 空间 具有 下 列 性 质 : 
(A) 0 eA7. 
事实 上 , 在 Gi) 中 取 A4=9, 立 知 6= 人 Qe 大. 
(B) 如 可 列 多 个 4m€ ,m= 1,2,…, 则 


OO 


门 Am Ef. 


?7 一 1 


事实 上 ， 如 能 证 





门 如 = LU 和 0 





(Am= UD 4m (7) 


如 we 门 4w, 也 说 是 说 w 不 属于 六 4。 因而 至 少 存在 一 所 使 "不 属于 hx, 亦 即 ws Hi 
故 we U ZAm, 这 得 证 站 An c U Am. 反之 ,将 上 述 各 步 逆转 ， 就 得 门 4m > U ZAm 


于 是 式 (7) 得 证 . 
(7') 式 是 事件 (或 集合 ) 运算 中 的 重要 关系 ， 值 得 注意 ， 它 表明 : “ 交 的 补 集 ， 等 于 补 
集 的 和 ”, 而 (7) 式 则 表明 : “和 的 补 集 ， 等 于 补 集 之 交 ” 这 两 句 话 是 等 价 的 . 


(C) 如 有 穷 多 个 4w EF m=42,.…n 则 U hm EF 站 4meE 大. 
m=1 m=1 
事实 上 ， 在 (ii) 中 取 Anti = Ant2 =.… 二 |, 即 得 U 4m & 开 , 在 (B) 中 取 An+t1 = 


An+2 = 二.… 三 2, 即 得 站 Anm & 天， 
m=1 


(D) 如 AeF,Bef, 则 4-B=ABe. 

关于 概率 空间 的 定义 ; 我 们 再 作 一 点 注解 0 中 的 一 集 4 是 否 一 事件 ， 完 全 决定 于 
4 是 否 属于 下. 在 定义 天时， 并 没有 要 求 0 的 全 体 子 集 都 属于 入, 因而 并 不 是 任何 一 集 4 
都 一 定 是 一 事件 ， 我 们 只 要 求 下 满足 (iD,(i,(i) 就 行 了 . 这 带 来 了 很 大 的 广泛 性 ， 否 则 连 
几何 型 中 所 定义 的 概率 都 不 能 纳入 一 般 的 概率 定义 中 ， 因 为 (3) 中 的 P(4) 只 是 对 可 测 集 
4 才 有 定义 ， 而 可 测 集 不 能 穷尽 Q 的 全 体 子 集 ， 那 么 ， 在 实际 问题 中 ， 应 该 如 何 选 择 ? 
也 就 是 说 ， 应 该 挑选 9 的 那些 子 集 作为 事件 ?这 决定 于 问题 的 特殊 性 ， 必 须 具体 问题 具 
体 解决 . 一般 如 只 含有 穷 或 可 列 多 个 点 时 ， 总 是 把 9 的 全 体 子 集 的 集 取 作 和 大, 像 例 1 和 
例 3 那样 ， 如 8Q 不 是 有 穷 集 或 可 列 集 时 ， 就 应 根据 问题 的 性 质 而 选 定 , 像 例 2 那样 ， 当 
然 ， 在 有 些 问 题 里 也 可 能 把 天 取 作 全 体 子 集 的 集 ， 好 在 以 后 在 一 般 的 理论 中 ， 我 们 总 是 
事先 假设 下 已 经 选 定 ， 因 此 这 问题 不 会 发 生 . 

(二 ) 概率 的 性 质 . 

定理 1 设 P 为 概率 ， 则 

1. 已 (的 = 0; 

2. 如 Am € FF,m=1,2,.…n 又 hih; = 二 i 去 j 则 


P(U 4) = D> pen) (8) 


3. 对 任意 二 事件 41, 42, 有 


P(A1 U 42) 一 P(Ai1) 十 也 (42>) 一 了 (4142)， (9) 
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证 1. 因 0=0U0uU… 由 (得 PO)=P+P( 从 十 …, 于 是 P(9)= 
2. 在 3° 中 取 An41 = 4An42z 二:… = 利用 P( 加 = 0, 得 


P( U4)= P( Us»)- DP = Dr Ahm). 


m1 
3. 因 41U 42 = AiU A4241,4A1n (4241) = 90, 故 
P(Ai1U A2) = P(A1) + P(AsA1). (10) 
然而 ， 42 = A142U AhA241i, (4A142j (AhA2Ai) = 人 故 
P(A2) = P(A142) + P(AsA1). 


由 上 式 及 (10) 即 得 (9) . 口 
系 1. 对 任意 ”个 事件 41, 42,…,An, 有 


r( U A ) < > P(Am). (11) 
m=1 7 一 1 
2. 如 4,B 为 二 事件 ，A4 > B, 则 


P(A— B)= P(A)— P(B), P(A) > P(B). (12) 
3. 对 任意 事件 4, 有 
P(A)=1~ P(A). (13) 
证 1. 当 n=2 时 ， 由 (9) 并 注意 P(4142) >0 即 得 (11); 设 n=%& 时 (11) 成 立 令 
k 
U A = C, hx+1 = D, 利用 刚才 对 n= 2 证 明 的 结果 及 n = 时 的 假定 得 


P(CUD) < P(C) + PLD) = P(U 4 + Apt1) 


k+l 
P(Am) + P(Apr1) = 2 P(Am). 


从 
[JJ> 


加 
有 


1 


2. 由 A4D3B 得 4=BuU(4-B), 其 中 Bn(4-B8)=98, 敬 P(4)=P(3)+P(4-B). 于 
是 (12) 中 前 式 成 立 ; 后 式 则 由 前 式 及 P(4- B) >0 得 到 . 

3. 因为 D=4U4 44=0 所 以 1= P(9) = P(4)+ P(A4), 从 而 得 证 (13) . 口 

*(9) 式 的 一 般 化 如 下 : 对 任意 ”个 事件 41,…, 4，, 令 


一 2 P(Ai), S29 一 2 P(4:4;), 


= 》 P(AiAjA), ,sn = P(A1A2... A,), 


jk 
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其 中 求 和 号 对 一 切 满足 1 <i<j<h<.… <n 的 5 h… 进行 , 例如 ss 中 的 于 表 对 一 切 


满足 1<i<j<k<n 的 正 整 数 i,j,k 求 和 , 因而 i,j,k 各 不 相等 ， P(Ai1A2A3), P(A1AsA2),.… 
等 六 项 只 在 此 和 中 出 现 一 次 ， 即 只 论 组 合 数 ， 故 sr 共 含 (7) 项 . 
* 系 2 (一 般 加 法 公式 )，、 对 任意 个 事件 41, 42，…4n 有 


P(U4) = -tt (14) 
t=1 


证 用 归纳 法 ， 当 n=2 时 ，(14) 化 为 (9). 今 设 (14) 对 n= 正确 ， 由 此 及 (9) 得 
WA = z([U 4i var) = P(Ua) + P(Ak+1) 一 P(Uaae) 


P 
(U 
k 
= 81 tt tA) P (UB) 
1 一 1 
k 
其 中 Bi = 44kin 对 人 U B) 用 (14), 对 应 地 有 
i=1 


k 
(UB ) = 台 一 的 + 的 一 站 + 二 
1 一 1 


这 里 s1 = 5 P(AiAkt+1), 以 此 代入 上 式 , 将 P(Ak+1) 与 51 合并 ， 将 s 和 与 sa 合并 ， 
s 与 ss 合并 ， .…, 即 知 (1 多 对 n=k+1 正 确 ， 口 、 
定理 2 (连续 性 定理 ) 设 An € ， 4n 2 Ant1; 二 1,2,.…， 令 A= nh», 则 
P(4) = lm。 P(An). (15) 
证 由 {4a} 的 单调 不 增 性 he 2 Ant1, 对 任 一 n 有 
An = ( U AmAmt ) U 站 Am = ( UJ AmAmti ) U 4. 
上 式 右 方 诸 集 AwAmii(m= 二 n,n 二 1,…) 及 4 互 不 相交 ， 故 由 定义 2 中 的 3?" 得 


P(An,) = » P(AmAm+1) + P(A). 


仍然 根据 互 不 相交 性 ， 器 P(AmAmi1) < P(Q) = 1, 故 (上) 式 右 方 第 一 项 是 收敛 级 数 的 尾 
m= 二 1 


项 ， 从 而 _ 


lim 
nNn— oOo0 
m= 


由 此 即 得 (15) . 口 
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系 3 设 A EF AnC Aninn=12,.…, 令 4= 4。 则 
n= 二 1 
P(A) = lim P(A»). (16) 


证 集 列 {,} 满足 定理 2 中 的 条 件 ， 故 如 令 = 让 A 则 PC 人 = lim_ P(A), 然而 
由 (7) 知 





故 由 (13) 得 
P(A)=1- P(A)=1- P(A)=1- lim P(4n) 
= lim ll — P(A,)] = lim_ P(An). 口 

最 后 我 们 指出 ， 等 式 (1) 与 等 式 (8) 是 有 很 大 区 别 的 .前 者 表示 对 任意 可 列 多 个 互 不 
相 容 的 事件 ， 概 率 是 可 加 的 ， 故 (1) 式 所 表达 的 性 质 称 为 完全 可 加 性 ; (8) 式 中 表示 对 任 
意 有 穷 多 个 互 不 相 容 的 事件 概率 可 加 ， 故 称 (8) 式 所 表达 的 性 质 为 可 加 性 . 如 上 所 证 ， 由 
完全 可 加 性 可 以 推出 可 加 性 ; 反面 的 结论 一 般 是 不 成 立 的 ， 然 而 我 们 有 下 列 定 理 : 

* 定 理 3 设 尸 为 cc- 代数 三 上 的 任意 非 负 集 沙 数 ，P(0)=1. 则 PP 具有 完全 可 加 性 
的 充分 与 必要 条 件 是 : 

(a) 它 是 可 加 的 ; . 

(b) 它 是 连续 的 : 即 对 任 一 列 4 € ， An, 2 Antl, 多 二 1,2,.…., 令 A= NN An, 则 (15) 

n=1 

式 成 立 . 

证 必要 性 已 在 定理 1 及 定理 2 中 证 明 ; 下面 由 (a)(b) 证 充分 性 . 设 Be 大 BiBi = 0， 
又 B= U Bm. 要 证 P(B) = > P(Bm). 设 4 = U Bm, 显 见 AnD hnn, 令 4A= Nh, 
如 果 存 在 we 4, 那么 we 4，= U Bm, 一 切 m 于 是 w 必 属 于 无 穷 多 个 Bn. 这 与 假设 B 
互 不 相交 了 矛盾， 因而 得 证 4= 沙 根据 (b) 知 lim P(4n) = P(4) = 0 

由 于 B= U Bu Ant 及 (a), 得 


m= 


P(B)= 》 P(Bm) + P(An+1). 


m=1 
令 n 一 00 即 得 P(B) = > P(Bm) . 口 
814 条 件 概 率 
(一 ) 条 件 概率 的 定义 ， 在 实际 问题 中 ， 除 了 要 知道 事件 4 的 概率 P(4) 外 ， 有 时 还 
需要 知道 在 “事件 B 已 出 现 " 的 条 件 下 ， 事 件 4 出 现 的 条 件 概率 P(4|B). 由 于 增加 了 新 的 
条 件 : “事件 B 已 出 现 ”, 所 以 P(4) 一 般 是 与 P(41B) 不 同 的 . 


. 20 . 


例如 ， 从 标号 为 1 、2 、3 、4 的 四 个 球 中 ， 等 可 能 地 任 取 一 球 ， 那 么 事件 4:“ 得 标 
号 为 4 的 概率 P(A) = 如 果 已 知事 伯 B: “得 标号 为 偶数 " 已 出 现 ， 那 么 这 时 只 剩 下 两 种 
可 能 ， 或 得 2 号 或 得 4 号 ， 所 以 P(4|B) = 

在 一 般 情 形 下 ， 应 该 怎样 定义 PUB) 由 于 频率 与 概率 有 很 多 类 似 的 性 质 ， 先 从 频 
率 的 讨论 开始 . 

设 4,B 为 任 一 随机 试验 中 的 两 个 事件 , 每 次 试验 结果 , 不 外 是 下 列 四 种 情形 之 一 . 

(1) 4 出 现 ，B 不 出 现 ;，(2) B 出 现 ， 4 不 出 现 ; 

(2) 4,B 都 出 现 ; (外 4,B 都 不 出 现 ， ， 
现在 把 忆 重复 做 n 次 ， 分别 以 n,n2,ns,na 记 四 种 情况 出 现 的 次 数 ， 显 然 CO 二 n. 而 且 


B 的 频率 为 F,(B) = 和 
4B 的 频率 为 F(A4B) = 一 


在 B 已 出 现 的 条 件 下 ， 4 的 频率 为 F.(4|B) = 却 华 =. 根据 这 些 式 子 ， 得 


人 2 十 ?3“ 
F(A4B) = Fn(B): F(AIB). (1) 
因此 ， 如 杯 (B) > 0, 就 有 


F(AB) 
FlB) 2) 





F(AIlB) = 


(2) 式 启发 我 们 应 如 何 定义 P(41B). 
定义 1 设 (Q,F,P) 为 概率 空间 ， 4 € FF, Be 了, 设 P(B) > 0. 在 事件 B 已 出 现 的 条 
件 下 ， 事 件 4 出 现 的 条 件 概率 P(41B) 定义 为 
P(AB) 
PB) ® 


对 于 古典 型 随机 试验 ， 设 B 含 m 个 不 辣 的 基本 事件 ，m > 0, 4B 含 k 个 , 以 n 表 0 
中 总 共 不 同 的 基本 事件 的 个 数 ， 则 
k/n 


P(AIB) = 


类 似 地 ， 对 几何 型 随机 试验 ， 如 L(B) > 0, 我 们 有 


L(AB)/L(O) _ L(A4B) 
Z(B)MZO) LB) 





P(AIB) = 
定理 1 如 果 P(B) > 0, 那么 P(41B) 作为 4 的 集 函 数 是 和 上 的 概率 ;， 即 
0) 对 每 4e fF, 有 1>P(4|B) > 0; 
(i P(Q|B) = 1; 
(ii 如 Am € ,m= 1,2,…, Ai4; = 81i 关 7 则 


P(U AmlB) = D> Pr (4) 
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证 (i) 因 P(B) > P(4B), P(B) > 0， 放电 (9) 知 1> P(AIB)>0. 





(ii) P(Q|B) = 人 = FB) = 1. 
Gi) P( U A 由- 条 Pa) 并 P(A IB). 口 
712 一 工 ™ P(B) 和 m=1 PB) 和 Ta 一 1 ™ : 


既然 条 件 概率 也 是 一 种 概率 ， 故 对 概率 所 证 明 的 结果 都 适用 于 条 件 概率 . 

(二 ) 有 关 条 件 概率 的 三 定理 . 现在 对 条 件 概率 来 证 明 三 条 重要 的 定理 ， 这 就 是 : 概 
率 的 乘法 定理 ， 全 概率 公式 与 巴 叶 斯 (Bayes) 公式 ， 这 些 定理 在 概率 的 计算 中 起 着 重要 的 
作用 . 

定理 2 设 A1,42z,…, 4 为 nn 个 事件 ，n >2, 满足 P(4142…An-1)>0; 则 


P(A1A2:.-. An) = P(A)P(A2|AN)P(As|A1A2):…. P(AnlA1A2... An_1) (5) 


(5) 式 称 为 乘法 公式 ， 它 的 直观 意义 是 : ”41, 42,…, hn 同时 出 现 的 概率 ， 等 于 先 出 现 hi， 
在 4i 出 现 的 条 件 下 出 现 42, 在 hi, 4s 出 现 的 条 件 下 出 现 43,… 各 自 的 概率 的 乘积 . 
证 由 于 P(A1) > P(A4142) > … > P(4i43… 4 1) > 0, 故 (5) 式 右 方 出 现 的 条 件 概 
率 都 有 意义 ; 由 条 件 概率 的 定义 ， (5) 式 右 方 等 于 
P(A1Azs) P(A1Ashs) P(Ai1A2:.-A,) 


PAV) TPIAY) PAIAD) PUAiA2. .Am 1) = PA1ha.. hn). O 





例 1 设 箱 内 有 ata > 2) 个 白 球 个 黑 球 ， 在 其 中 接连 取 三 次 ， 每 次 取 一 球 ， 取 后 不 
还 原 ， 问 三 个 都 是 白 球 的 概率 是 多 少 ? 

解 以 4; 表 “第 i 次 取得 白 球 " 这 一 事件 ，i = 1,2,3, 要 求 的 是 P(41424s). 因为 
叶 ”0 
故 可 用 (5). 显然 P(41) = 5. 如 已 知 第 一 次 取得 白 球 ， 箱 内 只 剩 下 a- 1 个 白 球 5 个 黑 
球 ， 可 见 P(A2|A1) = 于 类 似 得 P(As14142) = 1555 生 5. 于 是 由 (5) 得 


P(A14,) 一 





a a—1 a—2 


P(A1A2A3) = ab atb-1 ab 一 2 





* 注 . 例 1 中 的 随机 试验 忆 是 复合 的 : 耕 = 再 x Bz x Ba. Di 共 含 Q 十 b 个 wi, Qz 共 含 a 十 8 一 1 
个 ca, 9Qs 共 含 a 十 b 一 2 个 us， 41 一 ( 自 球 ， 球 ， 球 )，42 二 ( 球 ， 白 球 ， 球 ), 43 二 ( 球 ， 球 ， 白 球 ), 这 里 “ 球 ” 
不 论 是 白 或 黑 均 可 . 事件 41 对 第 一 次 试验 的 结果 加 了 条 件 ， 已 (41) = 二 5 如 已 知 41 出现, 那么 2 由 4 一 1 
个 自 球 5 个 黑 球 构成 ， 故 P(A2|A1) 一 Te 和 8， 如 已 知 前 二 次 都 得 白 球 ， 则 9s 由 a 一 2 个 白 球 b 个 黑 球 构 
成 ， 故 P(As|A142) = 堆 计 25. 注意 随机 试验 2 依赖 于 五 试验 后 的 结果 ， 3 依赖 于 五 ; 及 忆 2 的 结果 ， 故 
悍 1, E2, Es 是 相依 的 随机 试验 . 

定理 3 设 印 ,H2,… 为 有 穷 或 可 列 多 个 互 不 相 容 的 事件 ， P(UH") =1, P(H,) > 0， 


(n 一 1,2,: " ), 则 对 任 一 事件 ， 有 


P(4) = > P(Hn)P(AIH,). (6) 
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(6) 式 称 为 全 概率 公式 . 
证 由 P(UH) =1 得 P((UH)) = 0. 因为 H, 互 不 相 容 ， 故 4H 也 互 不 相 容 ， 
n = 1,2,…, 于 是 





a= Pia) = P(A(U In)) + (AU) 
= P(U4H) = > Pian) 


由 (5),P(AH,) = P(H,)P(AIH); 代入 上 式 即 得 (6) . 口 
例 2 设 甲 箱 中 有 a 个 白 球 ! 个 黑 球 ，a> 0,5> 0, 乙 箱 中 有 个 白 球 4 个 黑 球 ， 自 
甲 箱 中 任意 取 一 球 放 入 乙 箱 ， 然 后 再 从 乙 箱 中 任意 取 一 球 ， 试 求 事 件 4:“ 从 乙 箱 中 取得 的 
解 以 Hi(H2) 表 事 件 “ 自 甲 箱 中 取出 的 球 为 白 ( 黑 ) 球 ”, 显然 了 Be = 8, H2= 0,. 
故 P(Hi UB)=1L 又 P(B)= 二 >0P(Bp)= 起 5 > 0, 由 全 概率 公式 
2 
P(A) = 》, P(Hn)P(AIH,). (7) 
n=1 
但 如 五 出 现 ， 那 么 乙 箱 中 有 c + 1 个 白 球 ，d 个 黑 球 ， 故 P(4| 且 ) = ;本 ; 类 似 得 
P(AIH2) = 二 1. 代入 (7) 中 便 得 . 





a c++1l1 D - c 
Pd) = HTBerarit arbcrati 
ac+bc+a 





~ (a+b)(c+dt+1) 
定理 4 设 包 ,H2,… 为 有 穷 或 可 列 多 个 互 不 相 容 的 事件 ，P(UH,)=1,P(H,)>0 
(n= 1,2,…), 则 对 任 一 事件 4, P(4) > 0, 有 


P(AIHm) P(Hm) (8 
5 PAP) 








PUaml4) = 


(8) 式 称 为 巴 叶 斯 公式 ， 
证 由 条 件 概 率 的 定义 及 全 概 举 公式 得 


P(AHm) P(AIHm)P(Hm) 
PlHmlA) = pA) TPA PA,) 








例 3 设 甲 乙 丙 三 个 箱子 中 


甲 箱 内 有 al 个 白 球 六 个 黑 球 ， 
乙 箱 内 有 a2 个 白 球 bo 个 黑 球 ， 
丙 箱 内 有 as 个 白 球 bs 个 黑 球 ，(a1 +az 十 a3> 0) 
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今 任意 取出 一 箱 ， 再 自 此 箱 中 任意 取出 一 球 ， 结 果 发 现 此 球 为 白 球 ， 试 在 事件 4“ 此 
球 为 白 球 ” 的 条 件 下 ， 求 事件 “此 球 属于 甲 箱 ” 的 条 件 概率 P(Z14)， 

解 这 里 P( 瑟 ) = P(H2) = P(Hs) = 让 > 0, 名 ,Hz, Hs 分 别 表 “此 球 属于 甲 箱 "“ 乙 
箱 “ 丙 箱 ", 这 三 事件 互 不 相 容 ， 已 .= 9 故 P( U 肿 ) = 1 又 由 全 概率 公式 


P(A) = 》 PC)P(4lEn) 


1 ai 1 a 1 as 


一 二 = = 0. 
3al 十 D Tammtbt ab, > 





故 可 用 巴 叶 斯 公式 得 





于 ms 
P(NIA) = Ta 
3 a1+6 人 十 去 二 机 
_ =1/h+ a2(al 十 呈 ) + (91 + 


al(az + b2) + ai(as 十 ps) 上 





巴 叶 斯 公式 通常 用 在 下 列 实际 问题 中 : 设 只 可 能 出 现 责 , 瑟 ,共有 有 穷 或 可 列 多 种 
不 同 的 情况 ， 而 事件 4 只 能 伴随 这 些 情况 之 一 发 生 . 今 在 4 已 出 现 的 条 件 下 ， 试 求 发 生 
了 情况 Hm 的 条 件 概 率 . 

例 4 有 朋友 自 远方 来 访 ， 他 乘 火车 来 的 概率 是 3/10, 乘 船 ， 或 乘 汽车 ， 或 乘 飞机 来 
的 概率 分 别 为 1/5,1/10,2/5, 如 果 他 乘 火车 来 ， 迟 到 的 概率 是 1/4; 如 果 乘 船 ' 或 乘 汽车 ， 那 
么 迟到 的 概率 分 别 为 1/3,1/12; 如 果 乘 飞机 便 不 会 迟到 (因而 ， 这 时 人 迟到 的 概率 为 0). 结果 
他 是 迟到 了 ， 试 问 在 此 条 件 下 ， 他 是 乘 火车 来 的 概率 等 于 多 少 ， 

解 以 事件 4 表 “迟到 ", 百 ,有 ,Ba 本 分 别 表 “ 乘 火车 ”“ 乘 船 " 乘 汽车 ”“ 乘 飞机 ”于 
是 
P(H1)P(AIH) 


4) = pF PA ) + POPUAIH?) + P(Hs) PUANI) + PU PCAN) 
3 








注意 P(Hi|4) = 二 与 PUB) = 高 是 不 同 的 ， 类似 地 ， 如 果 以 4 的 对 立 事件 (不 迟到 ) 代 
替 上 式 中 的 4, 就 得 





P(H|4) 一 


*( 三 ) 较 复杂 的 例 . 下 列 各 例 可 以 说 明 上 述 定理 的 联合 应 用 . 

例 5 设 甲乙 二 人 自 a 个 白 球 5 个 黑 球 中 任 取 一 球 从 甲 开始 然后 轮流 取 ， 每 次 取 后 
不 还 原 ， 试 求 甲 (或 乙 ) 先 取 得 白 球 的 概率 pi( 或 p2). 

解 为 了 使 甲 先 取出 一 白 球 ， 必 须 也 只 须 或 者 甲 第 一 次 就 取得 白 球 ( 简 记 为 “日 ”) , 或 
者 甲 第 一 次 取得 黑 球 ， 乙 第 二 次 取得 黑 球 ， 甲 第 三 次 取得 白 球 ( 简 记 为 “ 黑 、 黑 、 白 ”)  ……: 
因而 , 事件 “ 甲 先 得 白 球 ” 可 表 为 互 不 相 容 的 事件 “ 白 ”、" 黑 、 黑 、 白 ”、“ 黑 、 黑 、 黑 、 黑 、 


向"……… 的 和 ， 然 而 事件 “ 自 "的 概率 为 5$5, 事件 “ 黑 、 黑 、 白 ”的 概率 可 由 (5) 式 算得 出 
2 a5; 事件“ 黑 、 黑 、 黑 、 黑 、 白 ”的 概率 仍 由 (5), 5 过 二 -二 5 


了 atb—1 ca 十 5 一 2 atb-3 “ae a 4 




















所 以 
a b(b — 1) b(b — 1)(6 — 2)(b — 3) 
p= arili+t (a+b—1)(a+b—2) tpi orb ory+t (9) 
同样 得 
a b b(b — 1)(6 — 2) 
p= itmar er oor s+ OD (10) 


注意 ， 由 于 4 是 有 穷 数 ， 故 上 二 式 右 方 中 自 某 一 项 起 全 为 0; 又 因为 甲 、 乙 二 人 中 ， 总 有 一 
人 先 取出 白 球 ， 故 pi +p2 =1 以 p1,p2 的 值 代 入 并 简化 后 ， 立 得 等 式 


8 bb—1) TB 
tars it rt ~ a {1D) 
于 是 我 们 附带 地 用 概率 的 方法 证 明了 恒等式 (11). 用 概率 的 方法 来 证 明 一 些 关 系 式 或 解决 
其 它 一 些 数学 分 析 中 的 问题 ， 是 概率 论 的 重要 研究 方向 之 一 . 
例 6 自 a 个 白 球 5 个 黑 球 中 同时 任 取 ”个 球 ，a + > mw 试 求 至 少 取出 一 白 球 的 概 
率 p. 
解 ” 先 求 对 立 事件 的 概率 ， 事 件 B:“ 取 出 的 全 是 黑 球 ”的 概率 是 
_ 四 


”人 





[回忆 (?) = 0， 如 < 中， 


bb—1)...(b—n+1) 
(a+b)(a+b—1):..(a+b—n+l) 
还 可 以 用 另 一 个 方法 求 出 p: 同时 取出 n 个 球 可 看 成 不 还 原 地 连 取 n 次 ， 每 次 取 一 
球 . 为 了 使 n 次 中 至 少 取出 一 白 球 ， 必须 也 有 须 或 者 第 一 次 就 得 白 球 (概率 为 = 和 5), 或 者 
第 一 次 得 黑 球 第 二 次 得 白 球 (概率 为 地 5 a 和)，……… , 这 些 事件 互 不 相 容 ， 故 





p=1-g=1-— (12) 


_ a 十 b a 十 + b bi b—n+i+2 a (13) 
PT orb atrbatb—1 at+bat+b—1 a+b—n+2a+b—ntl 


比较 (12)(13), 可 见 它们 右 方 的 值 相 等 ， 于 是 又 得 到 恒等式 : 当 a。>0 时 


1 二 b(b—1):...(b—n+2) 
a+b—1 (at+b—1i)(a+b—2)...(a+b—n+1) 


| 口 (14) 











a+b bb—1):...(b—n+t1) 
| ~ (at+b)(a+b—1):..(a+b—n+i+l 


下 面 的 例 7 是 个 著名 的 问题 ， 于 1708 年 为 蒙特 摩 特 (Montmort) 所 解决 ， 后 由 拉 普 拉 
斯 (Laplace) 等 人 所 推广 . 

例 7 (配对 问题 ) 有 n 张 信 纸 ， 分 别 标号 为 1,2,…,n, 另 有 7 个 信封 也 同样 标号 ， 今 
将 每 张 信 纸 任意 装 入 一 信封 ， 试 求 “ 没 有 一 个 配对 ”的 概率 go 及 “ 恰 有 * 个 配对 ”的 概率 
qr, (7 < n), 这 里 所 谓 “个 配对 ”是 指 有 ” 张 信 纸 ， 分 别 装 入 同 号 码 的 信封 ， 





a 
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解 以 Ai 表 “第 1 号 信纸 装 入 第 i 号 信封 " 这 一 事件 ， 则 
为 求 (六 和 ), 利用 一 般 加 法 公式 (81.3 系 3) 第 i 号 信纸 可 装 入 个 信封 ， 恰 好 装 入 第 


i 号 信封 的 概率 P(4;) = + 故 
s1= P(Ai)=1. 


如 4; 出 现 ， 第 j7 号 信纸 共有 nn 一 1 个 信封 可 以 选择 ， 故 








P(A4;|4;) = pt P(AiA;) = P(Ai)P(A;lAi) = 5 二 
从 而 
类 似 地 一 般 有 
1 

sr 有， (7 = 1,2, ,n) 

于 是 " 1) (1)* 
w=1-P(UA) =1-2, kl =2, k! 
:一 k=1 k=0 


注意 qo 与 有 关 ， 如 记 go = go(n), 则 
lim go(n) = e 1=0.36.….. 


利用 qo 便 不 难 求 出 g.. 如 果 指定 某 7 张 信 纸 装 入 对 应 的 信封 ， 这 事件 的 概率 为 


1 日 
用 (人 一 1 人 (人 一 > 十 1 


其 余 m -7 张 信 纸 中 没有 一 个 配对 的 概率 为 


也 一 条 k 
qo(n—7)= ( 了 ; 
k=0 








由 于 > 张 配对 的 信纸 共有 (") 种 选 法 ， 故 
网 1 
n(n—1)...(n—r+1) 之 k! 7 kl 
注意 当 n 一 00 时 ，g; = gr(n) 一 e 1/rl. 口 
配对 问题 具有 典型 的 意义 ， 例 如 “信纸 " 可 设想 为 “旅客 ” 或“ 机床" 信封 " 可 设想 为 
他 们 的 “箱子 ” 或 “零件 "等 等 (参看 101 页 ). 








gr = 
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81.5 独 Y 性 


(一 ) 二 事件 的 独立 性 . 设 4,B 为 二 事件 ， 如 果 P(B) > 0, 可 以 定义 P(41B). 一 般 
说 来 ， P(A4)  P(4IB). 直观 地 ， 这 表示 B 的 出 现 对 4 出 现 的 概率 是 有 影响 的 ， 只 是 当 
P(A4) = P(4|B) 时 ， 才 可 以 认为 这 种 影响 不 存在 ， 这 时 自然 会 设想 4, B 是 彼此 独立 的 .由 
81.4(5), 如 果 P(4) = P(4|B), 就 有 


P(AB) = P(4)P(B). (1) 


这 引出 下 列 定义 : 

定义 1 如 果 二 事件 4,B 满足 (1) 式 ， 则 称 4,B 是 相互 独立 的 ， 

注意 ， 定 义 1 即使 在 P(4) = 0 或 P(B) = 0 的 情况 下 仍然 适用 . 

例 1 分 别 搓 二 枚 硬币 . 事件 4:“ 甲 出 现 正 面 ” 与 事件 B:“ 乙 出 现 正 面 ” 是 相互 独立 的 ， 
实际 上 ， 这 时 Q =(( 正 ， 正 ),( 正 ， 反 ),( 反 ， 正 )( 反 ， 反 )) 共 含 四 个 基本 事件 ， 它 们 是 等 可 能 
的 ， 各 有 概率 4. 显然 : 


4=(( 正 ， 正 ),( 正 ， 反 )),B 二 (( 下 ， 正 ),( 反 ， IE)),AB 二 (( 正 ， 正 )) 


从 而 


1 1 
7 3 = P(A)P(B). 口 
不 难看 出 : 如 果 P(B) > 0, 那么 4,B 的 相互 独立 性 等 价 于 


P(AB) = 


1 
3 
P(A) = P(AIB). 
实际 上 ， 上 面 已 证 明 由 上 式 可 得 (1), 反之 ， 如 (1) 成 立 ， 由 (1) 及 81.4(5) 得 
P(A)P(B) = P(AB) = P(B)P(A|B). 


以 P(B)(> 0) 除 此 式 两 边 ， 就 得 上 式 . 

定理 1 如 果 (4,B) 相互 独立 ， 那么 三 对 事件 (4,B), (2,B), (4,B) 分 别 也 是 相互 独立 
的 . 

证 由 A4=ABU4B 得 


P(A) = P(A4B) + P(AB). 
如 P(4B) = P(A4)P(B), 则 
P(AB) = P(A) - P(A)P(B) = P(A)[1 ~ P(B)] = P(A)P(B). 


故 (4,B) 相互 独立 ， 由 4,B 的 对 称 性 可 见 此 时 (4,B) 也 相互 独立 ， 以 所 证 得 的 结果 用 于 
(4, 司 , 可 见 (4,B) 相互 独立 ， 
*( 二 ) nn 个 事件 的 独立 性 . 
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定义 2 设 4 42……,4n 是 ”个 事件 ， 我 们 说 这 些 事件 是 相互 独立 的 ， 


s(2 < sn), 任 意 1 < <ic<.…<isgn, 有 
PlAi Ais**. hi,) = P(Ai)P(A;,).… P(Ai,). 
注意 ， (2) 式 共 代表 2" -nn 一 1 个 等 式 ， 实 际 上 


P(As 4s) = P(A5)P(4) ( 共 (?)), 


P(Ai,AisAhi,) = P(Ai)P(A;,)P(A;) ( 共 (3) 个 )， 


P(A ha hn) = P(A) P(A2) P(A) (MA(®) 人) 


0 


故 总 共 的 个 数 为 


如 果 对 任意 


(2) 


(3) 


由 定义 2 立刻 看 出 ， 如 果 A1, 42,…, A 相互 独立 ， 那 么 其 中 任意 ;i 个 事件 也 相互 独 


Kr 


mn. 


* 现在 来 推广 定理 1. 考虑 (3) 中 最 后 一 式 


P(A1h2:.. An) = P(A1)P(A2).…. P(An) 


如 果 在 个 事件 中 ， 任 取 m 个 ，0 < m < n, 并 把 这 m 个 事件 4; 换 成 它 的 对 立 事件 


| 


六 然后 用 4; 代替 上 述 最 后 一 式 中 的 4;, 于 是 就 得 到 2" 个 式 子 : 


P(A1A2 .An) = P(A1)P(A2).… P(A4n) ( 共 (©) 个 ), 
A) = POA) PA). (4n) 共 (个 
1A; hn) = P(A1)... P(Ai)..: P(A;):- 


PCR A ) = PCA)P(W2)… PA) ( 共 人 个 ) 


PC )( 共 (2) 个 )， 


* 定 理 2 ! 为 使 事件 41, 42,…, hn 相互 独立 ， 必 要 与 充分 条 件 是 (4) 中 2” 个 等 式 成 


4 


证 充分 性 : 由 (4) 得 
P(A1::.,An_1An) = P(A1):.- P(An_i)P(An). 
将 这 式 与 (4) 中 第 一 式 相 加 便 得 
P(4 ,4 1) = P(A1).…: P(An_1). 


这 便 得 到 了 (3) 中 所 需要 证 明 的 一 个 等 式 . (3) 中 其 它 等 式 可 同样 地 证 明 ， 
1 定理 2 是 $2.7 定理 1 的 特殊 情形 . 
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必要 性 : (3) 中 最 后 一 式 与 (4) 中 第 一 式 重 合 ， 试 证 (4) 中 第 二 式 . 由 (3) 得 
P(4 4i14i41 An: Ai)= P(A1:… Ai_ 1Ai411:.. An)P(A;). 


这 表示 二 事件 41… Ai_14it1… Ahn, 4; 相互 独立 ， 由 定理 1 知 41… Ai_1hi41… hn 与 4 
也 相互 独立 ， 再 由 (3) 便 得 


P(41 4 14i1 4 Ai)= P(A1:…. Ai_1Ait1:.. An)P(Ai) 
= P(A1) P(A) P(A,). 


于 是 (4) 中 第 二 式 得 证 ， 即 得 证 
P(A1:*: A An) = P(A1) P(A) P(An). (5) 


由 (5) 及 (3), 可 见 41.… hi;…Aj_14j+1… hn 与 4; 相互 独立 ， 于 是 用 同样 的 方法 ， 可 证 
(4) 中 第 三 式 正确 ， 这 样 类 推 下 去 ， 便 可 完全 证 明 (4) . 口 

* 系 1 设 事件 (41, 42,…,An) 相互 独立 ， 则 事件 (4 4 4 4 4i) 也 
相互 独立 ， 其 中 人 ,i2,… ,in} 是 {1,2,…,n} 的 任 一 排列 ，1 < mg nn. 

证 由 假设 及 定理 2 对 A1, 4A2,…, hn,(4) 式 成 立 ， 对 4444 
的 (4) 式 记 为 (4)5 注意 4= 4 后 可 见 (4) 与 (4) 重合 ， 故 (4)’ 也 成 立 ， 再 由 定理 2 即 得 所 
欲 证 ， 口 

在 独立 性 概念 中 ， 必 须 注意 下 列 事实 : 由 事件 41, 42,…, hn 的 两 两 独立 性 不 能 推出 
它们 的 相互 独立 性 .所谓 两 两 独立 性 只 是 指 (3) 中 第 一 式 (只 含 (3) 个 等 式 ) 成 立 ， 这 由 下 
列 例 2 可 见 ， 

例 2 设 98= (wi,wz,ws,wa) 是 等 可 能 的 ， 即 P(wi;) = 十 (i=1,2,3,4). 令 


4= (uiwa), B= (wi,w3), C = (wi1, wa). 





则 P(A4) = P(B) = P(C)=#. 由 于 4B= 4C = BC = (wo), 有 


P(AB) = P(AC) = P(BC) = 了 二 
= P(A)P(B) = P(4)P(C) = P(B)P(C). 


因而 三 事件 4, B,C 是 两 两 独立 的 ， 然 而 它们 却 不 相互 独立 ， 因 为 
P(ABC) = Poa) = 3 #3 = P(A)P(B)P(C) 


从 而 (3) 中 最 后 一 式 不 成 立 ， 口 

例 3 设 一 次 射击 中 的 的 概率 为 p, 0 < p < 1 不 断 地 接连 射 下 去 ， 假 定 各 次 射击 都 独 
立地 进行 ， 试 求 事件 44:“ 第 次 射击 中 的 ”,Bs:“ 前 次 射击 里 ， 至 少 中 的 一 次 ”,C:“ 人 迟早 
至 少 中 的 一 次 ”的 概率 . 

解 以 1 表 “中 的 ”,0 表 “不 中 的 ”. 由 于 射击 不 断 地 进行 ， 故 得 到 可 列 次 重复 随机 试验 
雇 = Em,( 一 次 射击 为 本. 的 一 个 基本 事件 是 (zuza,… 小 其 中 尾 =1 或 0 因而 名 是 非 可 
列 集 ， 实 际 上 全 与 [0,1] 是 一 一 对 应 的 . 
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事件 4 由 一 切 如 下 序列 (za ze …) 组 成 : 其 中 zx = 1, 其 余 的 zi(i 关 让) 可 任意 为 
0 或 为 1. 故 hk 只 依赖 于 第 k 次 射击 的 结果 ， P(Ak) = p. 
Br 只 依赖 于 前 & 次 射击 Bx 的 对 立 事件 Bi 为 : “前 k 次 射击 都 不 中 的 ”, 显然 


Br. = 4142 … A,. 


由 于 备 次 射击 是 独立 进行 的 ， 可 以 假定 上 式 右 方 各 事件 独立 ， 故 如 令 g=1-p,0<g<1， 
则 


P(Bi) = P(A)P(A2) P(A) = (1 —p)* = qt. (6) 
于 是 P(Bk) =1- gt. 
类 似 地 有 
0= 门 专 
k=1 


因为 Bk 2 Bi41, 故 由 81.3 定理 2 
P(C) = lim P(B:) = im g* 一 0. (7) 


所 以 P(C) =1- P(C) =1. 口 

独立 事件 常 伴 随 独立 随机 试验 列 而 出 现 : 设 {Ei}(i = 1,2,…) 是 一 列 随机 试验 ， 的 
基本 事件 空间 为 Qi, 设 4 是 到 中 的 任 一 事件 ， 4 C Qk, 如 果 Ax 出 现 的 概率 不 依赖 于 
其 它 各 次 试验 B(i 关 有 的 试验 结果 ， 就 称 {2;} 是 独立 随机 试验 列 . 

例 3 中 的 重复 随机 试验 列 (不 断 地 射击 ) 是 独立 的 ， 而 $1.4 例 1 中 的 { 刀 ,B2, Es}( 不 
还 原 抽 球 ) 不 是 独立 的 ， 便 还 原 抽 球 ( 即 每 次 把 抽 得 的 球 还 原 后 再 独立 地 抽 下 次 ) 则 一 般 
地 可 以 认为 是 独立 随机 试验 列 . 

例 4 自 1,2,…,10 共 十 个 数字 中 任 取 一 个 ， 取 后 还 原 ， 连 取 & 次 ， 独 立 进行 ， 于 是 
得 到 个 随机 数字 ， 试 求 事件 4:“ 此 天 个 数字 中 最 大 者 是 m” 的 概率 pm(m < 10). 

解 以 Bw 表 事 件 : “此 大 个 数字 中 最 大 者 不 大 于 内. 为 了 使 Bm 出现 ， 必 须 也 只 须 
第 一 次 取得 的 数字 不 大 于 m( 概 率 为 知 ) 第 二 次 取得 的 也 不 大 于 mm( 概 率 仍 为 名 )…, 这 样 
直到 第 次. 由 于 随机 试验 列 是 独立 的 ， 故 


P(B) = (2). (8) 


容易 看 到 ， Bm, 2 Bm-1, 而 且 
Am = Bm — Bm-i1. 

茧 1 一 (rm 一 1) 
i 

例 5 (小 概率 事件 ) 设 随机 试验 B 中 某 一 事件 4 出 现 的 概率 为 es > 0. 试 证 不 断 独立 
地 重复 做 试验 户 时 ， 4 迟早 会 出 现 的 概率 为 1, 不 论 s 如 何 小 . 

证 以 4 表 事 件 : “4 于 第 k 次 试验 中 出 现 ”, P(A%) = s. 前 n 次 试验 中 ， 4 都 不 出 

P(Ai1A2::. An) = P(Ai)P(A2):… P(An) = (1—e)", 


P(A,) 一 P(Bn,) 一 PUB -1I) 三 ， 口 (9) 
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这 里 用 到 独立 性 .于 是 前 ” 次 试验 中 ， 4 至 少 出 现 一 次 的 概率 为 
— P(A142...A,)=1- (1-e)" 1,(n 00). 品 


这 例 说 明 决 不 能 轻视 小 概率 事件 ， 尽 管 在 一 次 试验 中 它 出 现 的 概率 很 小 , 但 只 要 试验 
次 数 很 大 ， 而 且 是 独立 地 进行 的 ， 那 么 它 总 会 出 现 的 概率 就 可 以 很 接近 于 1. 

(三 ) 差分 方程 法 . 到 现在 为 止 ， 我 们 已 讲 过 概率 的 定义 及 概率 的 一 些 重要 性 质 ， 并 
列举 了 许多 例题 ， 后 者 显示 了 计算 概率 方法 的 多 样 性 . 下 面 再 给 出 一 些 例子 ,通过 它们 介 
绍 另 -种 计算 概率 的 方法 - 差分 方程 法 1. 

例 6 设 质点 M 在 整数 点 集 (0,1,2,…,a) 上 作 随 机 徘徊 ， 就 是 说 ， 每 经 一 单位 时 间 按 
下 列 规则 改变 一 次 位 置 : 如 果 它 现在 在 点 z(0 < z < a) 上 . 下 一 步 以 概率 p(0 < < 1) 转 
移 到 z+1, 以 概率 g 到 zz 一 1, p+g=1; 如果 它 现 在 在 0( 或 a), 它 以 后 就 永远 停留 在 0( 或 a) 
试 求 自 z 出 发 ， 终 于 要 到 达 0( 或 a) 的 概率 qz( 或 pz). 

解 质点 M 自 z(0<z<a) 出发， 由 于 p+g=1, 它 下 步 来 到 z+1 或 z 一 1 的 概率 为 
1, 根据 全 概率 公式 ( 见 $1.4 定理 3) 得 








qz = Pqz+1 十 99z-1， (0 <Z< a) {10) 
go=1, ga=0. (11) 


由 此 可 见 ， (go,q1,… ,qa) 是 方程 组 (10)(11) 的 解 . 下 面 证 明 (10)(11) 的 解 唯一 ， 并 且 具 体 
求 出 此 解 . 由 唯一 性 此 解 自然 就 是 所 要 求 的 概率 (go, q1,… ,qa). 
首先 注意 (10) 式 有 二 特 解 为 


dz 一 1; dz 一 (2) (12) 
由 (10) 的 齐 次 性 ， 可 见 对 任 二 常数 4, B， 
2 
= 4:=A+B() (13) 
也 是 (10) 的 一 解 . 为 使 边 值 条 件 (11) 满足 ， 必 须 也 只 需 
A+B=1, 4+ 了 (2) =0, 
由 此 二 方程 可 以 求 出 4,B, 代入 (13) 即 得 


(pp #9) (14) 


是 (10)(11) 的 解 . 为 证 (14) 是 (10)(11) 的 唯一 解 ， 只 要 证 (13) 是 (10) 的 解 的 一 般 形 式 . 设 
{gq:} 是 (10) 的 任 一 解 , 在 (13) 中 可 选 4,B 使 qo = 96,41 = 9; 然而 由 (10) 知 gz+1 被 qs-1, gz 
所 唯一 决定 ， 从 而 由 gd0 一 d0 及 dl 一 qi 知 di 二 qs, 1 一 0, 1,2,…， 

1 在 另 -一 些 问 题 中 还 可 用 微分 方程 来 求 概率 ， 参 看 84.3. 
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如 p= g, 上 述 讨 论 是 行 不 通 的 ,因为 这 时 (12) 中 两 特 解 重合 . 然而 此 时 可 求 得 (10) 的 
另 一 特 解 为 9 = z, 因此 (10) 的 通 解 仍 可 仿 上 证 明 为 g; = 4 十 Bz. 要 边 值 条 件 (11) 满足 ， 
必须 令 4=1,4+ Ba = 90, 于 是 求 得 当 p=g 时 有 


gq =1- 7 (15) 
类 似 的 ， 为 求 pz 注意 它 是 下 二 方程 


Pz = Ppz+1 + qpz—1 (0 <Z< a) (16) 
po =0, pa=1 (17) 


的 解 ， 用 同样 的 解法 ， 可 以 求 得 
pz=1~q (0&z<. 品 (18) 


在 例 6 中 ， 由 于 二 边 点 0a, 都 是 吸引 的 ， 即 M 到 达 0( 或 a) 后 ， 就 永远 停留 在 0( 或 a)， 
因此 gs 可 解释 为 质点 M 自 z 出发， 在 到 达 ac 以 前 先 到 达 0 的 概率 ， 而 pz 是 自 > 出 发 ， 
在 到 0 以 前 先 到 达 a 的 概率 ， (18) 式 还 表示 ， 它 迟早 总 要 被 边 点 吸引 ， 不 可 能 永远 在 内 
部 徘徊 ， 因 为 pz + qz = |. 

在 例 6 中 ，0a 都 是 吸引 的 . 现在 把 a 改 为 反射 的 ， 就 是 说 : 例 6 中 所 述 的 运动 法 则 ， 
除了 当 质 点 M 自 a 出 发 时 下 一 步 以 概率 1“ 停 留 在 a” 改 为 “转移 到 au- 1 外 ， 其 余 都 不 改 
变 ， 试 求 自 z 出发， 终于 要 达到 0 的 概率 7,. 这 时 ， yz 仍然 满足 差分 方程 (10), 即 


rs = przii+ qrz-i1, (OQ<z<a) (19) 


但 边 值 条 件 (11) 应 换 为 


ro=1, ra= ral. (20) 
用 类 似 的 方法 解 此 差分 方程 组 (19)(20), 即 得 
rz=1 (0<z<a). (21) 


我 们 看 到 了 ， 质 点 在 边界 点 0,a 上 转移 法 则 的 改变 对 应 于 边 值 条 件 的 改变 . 

有 时 直观 的 概率 意义 可 以 帮助 我 们 检查 所 得 结果 是 否 正确 . 例如 ， 在 例 6 中， 容易 想 
象 ，z 越 近 于 a, 质点 被 0 吸引 的 可 能 性 就 越 小 ， 故 q: 应 是 z 的 不 增 函 数 ， (14)(15) 正 有 
这 个 性 质 ， 又 如 ， 车 p=g,a = 2n,z= 是 (0,2n) 的 中 点 ， 易 想到 q: = 入 而 (15) 此 时 果 
然 如 此 . 

例 7 考虑 随机 试验 E 中 一 事件 4. p = P(4) > 0. 将 互 独 立地 重复 做 下 去 ， 如 果 4 
接连 出 现 至 少 7 次 ， 就 说 出 现 “7 一 成 功 ”( 例 如 ， ~ 射击 ， 4- 中 的 ，7 一 成 功 就 是 接连 
中 的 至 少 > 次 ), 试 求 在 n 次 试验 中 出 现 >- 成 功 的 概率 y(n > 7). 

解 在 n+1 次 试验 中 ， 事 件 : “出 现 >- 成 功 ” 可 以 分 解 为 两 个 互 不 相 容 的 事件 ; 第 
一 ， 在 前 n 次 试验 中 已 出 现 r- 成 功 ， 概 率 为 y; 第 二 ， 只 在 n+1 次 试验 后 才 出 现 ”- 成 
功 ， 为 计算 第 二 事件 的 概率 ， 注 意 此 事件 的 出 现 等 价 于 下 列 三 事件 a,5,c 同时 出 现 : 

a:“ 在 前 n 一 7+ 次 试验 中 7 一 成功 不 出 现 ",P(a) = 1 一 yn-r; 
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b:“ 在 第 n 一 + 十 1 次 试验 中 4 不 出 现 ”,P(b)=g=1-p; 
c “4 在 其 余 ” 次 试验 中 都 出 现 ",P(e) = p". 
由 于 a,b,c 是 独立 事件 ， 故 它们 同时 出 现 的 概率 - 也 就 是 上 述 第 二 事件 的 概率 - 等 于 (1 一 
yn-~r)qpr. 
于 是 ， 得 
Yn+1 三 Yn 二 (1 yn-r)gp” (22) 


这 是 一 个 r+1 级 的 线性 差分 方程 ， 连 同 显 然 的 开始 条 件 : 
Yo= 人 ==y1=0, =p", 
可 以 完全 决定 yn,n = 二 7 十 ,7 十 2,…. 例如 当 7>2 时 


yri1 二 Pp 十 gp” 二 p"(l 十 9g)， 
yri2 =p +2g9p" =p"(l+24),.…. 口 


例 8 ( 传 球 问题 ) + 个 人 相互 传 球 ， 每 传 一 次 时 ， 传 球 者 等 可 能 地 传 给 其 余 7 一 1 人 中 
之 一 ， 试 求 第 ” 次 传 球 时 ， 此 球 由 最 初 发 球 者 传 出 的 概率 pn( 发 球 那 一 次 算 作 第 0 次 ). 
解 以 g, 表 第 n 次 传 球 时 由 某 甲 ( 非 发 球 者 ) 传 出 的 概率 ， 由 等 可 能 性 ， 此 概率 对 其 
余 7 一 1 人 都 是 相同 的 ， 于 是 
pnt+ (7— 1)gn =1. (23) 
为 使 第 ” 次 球 由 发 球 者 传 出 ， 充 要 条 件 是 第 n 一 1 次 球 由 其 余 7 一 1 人 中 之 一 传 出 (对 应 的 
概率 为 (7 一 1)gn_1), 并 传 给 发 球 者 (对 应 的 概率 为 > 二 )- 故 


1 
pn = (7 ~ 1)qn-1: FT gl (n>1) (24) 





由 (23)(24) 得 pn = 与 王 +, 亦 即 


7 一 1 











1 1 nl 
m= (7) 上 

由 此 可 见 : 当 n 一 0% 时 mm 一 二 这 个 结果 是 可 以 直观 地 理解 的 . 但 预料 不 到 的 是 : 
当 为 偶数 时 ， pn 略 大 于 “极限 *” 概率 +,n 为 奇数 时 ， 则 略 小 于 +. 不 过 ， 当 ”= 2 时 ， 
pn 二 1 或 0, 视 为 偶 或 奇 而 定 ， 这 当然 是 对 的 . 

注意 ， 由 (24), lm gu = ,lim_ p=}. 这 表明 第 次 发 球 的 机 会 对 所 有 " 个 人 都 是 近似 
地 等 可 能 的 ， 只 要 充分 大 ,而 不 管 最 初 发 球 者 是 谁 ， 这 种 不 依赖 于 开始 状态 的 性 质 在 马 
尔 科 夫 链 理论 中 叫做 遍历 性 ， 其 实 本 例 就 是 一 个 简单 的 马尔 科 夫 链 


1 如 利用 84.1 中 的 理论 ， 则 本 例 中 的 转移 概率 pij = 7， 人 关 了 ipit = 0 以 此 代入 84.1(22) 式 ， 即 可 求 出 那里 的 
pj = 二 (I 二 1,…,7), 即 极限 概率 为 +. 





例 8 的 抽象 化 是 : 质点 在 7 个 位 置 上 随机 运动 ， 每 次 位 移 从 一 位 置 到 其 余 7 一 1 个 位 
置 是 等 可 能 的 ， 试 求 第 n 次 运动 是 由 开始 位 置 出 发 的 概率 pu. 


*81.6 若 于 补充 


(一 ) 本 章 小 结 . 


1. 现实 中 许多 随机 现象 可 以 用 (复合 ) 随机 试验 来 概括 ， 我 们 着 重地 讨论 了 两 种 随机 
试验 : 古典 型 的 与 几何 型 的 ， 对 这 两 种 随机 试验 发 现 了 概率 的 一 些 性 质 (81.1 定理 1,2), 而 
且 发 现 一 般 的 随机 试验 的 频率 也 有 类 似 性 质 ($1.1 定理 3), 于 是 便 以 这 些 性 质 来 定义 一 般 
的 概率 ， 从 而 建立 了 公理 系统 (81.3). 

2. 我 们 已 经 看 到 计算 古典 型 概率 的 三 种 方法 : 直接 用 P(4) = <, 这 时 必须 算 好 基本 
事件 的 个 数 n 及 4 所 含 基 本 事件 个 数 为 此 常常 用 到 排列 与 组 合 ， (2) 利用 一 些 重要 的 
公式 或 定理 (乘法 公式 ， 全 概率 公式 ， 巴 叶 斯 公式 ， 连 续 性 定理 等 ), 见 81.3 中 的 例 及 81.5 
例 3 等 等 。 (3) 差分 方程 (81.5). 


3. 本 章 有 许多 重要 的 例 ， 显 示 了 问题 的 广泛 性 与 方法 的 多 样 性 .读者 可 把 它们 总 绪 
一 下 ， 分 成 类 (例如 抽 球 问题 ， 分 房 问 题 ， 随 机 数 问题 ， 几 何 型 概率 问题 等 等 ), 或 从 方法 
上 分 类 也 可 ， 并 记 住 一 些 . 

(二 ) 关于 几何 概率 在 311 中 我 们 下 了 几何 概率 的 定义 ( 见 氏 .1(6)), 在 运用 这 个 定 
义 来 求 具体 问题 中 的 概率 时 ， 必 须 注意 所 谓 点 的 “均匀 分 布 "( 它 实际 上 是 广泛 意义 下 的 等 
可 能 性 ) 是 相对 什么 随机 试验 而 言 的 ， 否 则 就 可 能 得 出 不 同 的 甚至 错误 的 结果 .下 面 的 例 
清楚 地 说 明了 这 一 点 . 

例 1 (Bertrand 译 论 ) 在 一 半径 为 > 的 圆 C 内 “任意” 作 一 纺 ， 试 求 此 弦 长 度 ! 大 于 
圆 内 接 等 边 三 角形 的 边 长 *V3 的 概率 p. 

解 1 作 半 径 为 3 的 同心 圆 C1. 弦 的 中 点 M 是 “任意 ”的 . 





如 Meci 则 1>rV3 故 由 8$11(6)p 等 于 二 圆 面积 之 比 ， 即 4 B 
zs) _1 1 
一 7 a C 


解 2 由 对 称 性 不 妨 先 固定 弦 的 一 端 4 于 圆周 上 ， 于 是 另 一 
端 B 是 “任意 ”的 . 考虑 等 边 三 角形 AADE, 如 B 落 于 角 4 所 对 
应 的 DE 上 ， 则 1> rV3. 故 


_ DB 的 弧 长 _1 
圆周 全 长 ”3 
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解 3 不 妨 先 固定 弦 的 方向 使 它 垂直 于 直径 BF. 如果 AB 的 刀 
中 点 M 落 在 右 图 的 GH 上 ， 则 1 > >V3. 因此 


”GH 之 长 1 4 











EF 之 长 2 

于 是 我 们 得 到 了 三 个 不 同 的 答案 ， 原 因 何在 呢 ? 这 是 因为 三 个 解 ~、 本 
法 中 用 了 三 个 不 同 的 随机 试验 的 事件 第 一 个 是 “观察 随机 点 M_ r 
落 于 圆 C1 中 "(9 是 二 维 区 域 0), 第 二 个 是 “随机 点 B 落 于 圆 弧 BD 上 ”(9 是 全 圆周 ), 第 三 
个 是 “随机 点 M 落 于 区 间 GH 中 *(Q 是 EF). 因此 三 个 解法 中 的 其 实 是 三 个 不 同事 件 的 
概率 ， 这 使 我 们 看 出 ， 原 来 例 1 中 的 问题 提 得 太 不 确定 了 ， 那 里 的 “任意 ”二 字 至 少 可 以 
作 如 上 三 种 解释 ， 相 对 于 自己 的 解释 ， 每 种 解法 都 是 正确 的 ， 口 

例 2 (最 近 星体 的 距离 的 分 布 在 天 体 统计 中 ， 需 要 研究 下 列 问 题 : 设 4 为 一 固定 星 
球 ， 试 求 与 4 最 邻近 的 星 与 4 的 距离 不 超过 x 的 概率 F(z). 

解 如果 不 对 在 4 周围 星 的 密集 程度 作 任 何 假定 ,问题 是 无 法 解决 的 . 根据 天 文 的 观 
察 ， 我 们 假设 : 

1) 以 4 为 中 心 作 一 球 C, 体积 为 V, 以 N 表 位 于 V 中 的 星 数 ， 则 





.NN ， 
J 一 入 (为 革 和 娄 


2) 星 在 Y 中 相互 独立 地 均匀 分 布 . 

以 v 表 中 心 为 4 半径 为 = 的 球 $ 的 体积 ， 由 后 一 假设 ，C 中 星 都 不 在 5S 中 的 概率 为 
(1 一 名 )”, 利用 1) 并 注意 v= 人 xz, 得 

P(e)=1- jm (I$) = 吕 (1) 

和 随 星 球 4 而 异 . 如 4 为 太阳 ， 可 取 和 = 0.0063. 

当 z 在 fo,oo) 变化 时 ， F(z) 是 最 近 星 的 距离 的 分 布 函数 ， 后 一 概念 在 下 章 中 要 详 
细 讨 论 . 

例 3. 设 二 维 点 (p,q) 在 |p| < 1,lq| < 1 中 按 均匀 分 布 
出 现 ， 试 求 方程 zz + pz +g ==0 的 二 根 

人 都 是 实数 的 概率 已 ; 

(i) 都 是 正 数 的 概率 己 . 
? ， 解 . (基本 事件 空间 Q 是 以 原点 为 中 心 ， 边 长 为 2 
的 正方 形 ， 即 


8 =((pgqg): lp| & 1,la| & 1). 





为 使 二 根 为 实 ， (p,q) 必须 也 只 须 满足 p> 49， 这 条 件 决 定 区 域 4MNB, MN 是 抛物 线段 
p? = 4g,|lga| & 1. 注意 MOC 的 面积 为 万 五 于 dp = 十 . 故 


L(AMNB) 2+2. 证 13 
9) 4 24 
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( 为 使 二 根 为 正 ， (p,g) 除 应 满足 户 > 49g 外 ， 还 要 满足 pmp<0p< VFPF-4g<-p; 亦 
即 还 要 满足 p < 0,g > 0. 这 三 个 条 件 决定 区 域 NOD, 它 的 面积 为 二 . 故 户 = 吉 +4= 吉 . 口 


习 题 


1. 设 4, B,C 表示 三 个 随机 事件 ， 试 将 下 列 事件 用 4, B,C 表示 出 来 . 
a) 4 出 现 ， B,C 不 出 现 ， b) 4,B 都 出 现 ， 而 C 不 出 现 ， 

c) 所 有 三 个 事件 都 出 现 ， d) 三 个 事件 中 至 少 一 个 出 现 ， 

e) 三 个 事件 都 不 出 现 ， f) 不 多 于 一 个 事件 出 现 ， 

g) 不 多 于 二 个 事件 出 现 ， b) 三 个 事件 中 至 少 二 个 出 现 . 

2. 下 面 两 式 表示 4, B 之 间 有 什么 包含 关系 ? 

a) ANB= 4， b)AUB=A. 

3. 求证 : 

(AUB)NC=(ANC)U(BNOC); (A4NB)UC= (AUC)N(BUO). 
4. 证 明 下 列 等 式 : 


a) A= 4. b) UB)= ANE. 

c) ANB= AUB. d)A-B=ANB. 

e (A2NB)=AUB. f)(AUB)=ANB. 

5. 简化 下 列 各 式 : 

a) (AUB)N(BUC). b) (A4UB)N(AUB). 


c) (AUB)N(AUB)N(AUB). 

6. 设 4。m = 1,2,…, 是 随机 事件 ， 试 证 : 

a) P(A1U:--.U An)=1— P(AiN-:...NA,). 

b) P(U, An) = P(A1) + P(A2N A1) + P(AsN AiN A2)+.... 

7. 一 部 四 卷 的 文集 ， 按 任意 次 序 放 到 书架 上 ， 问 各 卷 自 左 向 右 或 自 右 向 左 的 卷 号 顺序 恰 为 1,2,3,4 的 
概率 是 多 少 ? 

8. 一 口袋 中 装 有 s 个 白 球 ，? 个 红 球 ， 今 随机 地 取出 一 球 ， 记 下 它 的 颜色 ， 再 将 其 放 回 ， 然 后 ， 再 
随机 地 取出 一 个 球 ， 并 记 下 它 的 颜色 ，………… , 如 此 下 去 ， 直 到 记录 中 出 现 大 个 白 球 为 止 ， 求 必须 的 抽取 
次 数 为 了 的 概率 (所 谓 “ 随 机 地 ”是 指 “ 等 可 能 随机 地 ”). 

9. 设 有 m 个 房间 ， 分 给 m” 个 不 同 的 人 ， 每 个 人 都 以 立 的 概率 进入 每 一 房间 ， 而 且 每 间 房 里 的 人 数 
没有 限制 ， 试 求 不 出 现 空房 的 概率 . 

10. 将 nn 个 球 投入 个 曲 中 ， 球 可 辨 (就 是 说 ， 不 仅 区 别 每 个 苗子 中 的 球 数 ， 而 且 还 区 别 是 那 几 个 
球 ), 每 个 球 都 以 1/N 的 概率 进入 每 一 个 划 内 ， 求 指定 某 匣 是 空 的 概率 . 

11. 在 线段 (0,a) 上 任意 投 三 个 点 ， 试 求 由 0 到 三 点 的 三 线段 能 构成 三 角形 的 概率 . 

12. 在 整数 (0 至 9) 中 ， 任 取 四 个 ， 能 排 成 一 个 四 位 偶数 的 概率 是 多 少 ? 

13. 从 数 1,2,…, NN 中 随机 的 取出 ”个 (每 次 取 完 以 后 都 放 回 ), 问 (i) 所 取 的 ”个 数 全 不 相同 的 概 
率 是 多 少 ? (N > n) 

(ii) 车 将 取出 的 数 从 小 到 大 排列 ， 第 m 个 数 等 于 M 的 概率 是 多 少 ? 


14. 将 个 球 投入 NN 个 匣子 ， 若 球 不 可 辨 (就 是 说 ， 只 记 每 匣 中 的 球 数 ， 而 不 区 别 是 那些 球 ), 每 一 
种 投 法 都 是 等 概率 的 ， 试 求 : 

(i) 没有 空 到 的 概率 (这 时 假设 n 之 NN); 

(i) 正好 有 mm 个 空军 的 概率 ; 

(ii) 指定 m 个 匣 中 正好 共有 j 个 球 的 概率 . 

15. 有 有 个 坛子 ， 每 一 个 装 有 ? 个 球 ， 分 别 编 有 自 工 至 ”的 号 码 ， 今 从 每 一 个 坛子 中 取出 一 个 球 ， 
间 m 是 所 取 的 球 中 的 最 大 编号 的 概率 是 多 ?” 

16. 从 装 有 m 个 白 球 与 7 个 黑 球 的 坛 于 中 将 球 一 个 一 个 地 取出 (每 次 都 放 回 ), 一 直 取 到 出 现 白 球 为 
止 . 

() 试 写 出 这 -随机 试验 的 基本 事件 空间 ， 这 一 随机 试验 是 不 是 古典 型 的 ? 

(i) 求 取出 的 黑 球 恰好 是 上 个 的 概率 . 

17. 两 船 欲 靠 同一 码头 . 设 二 船 独立 地 到 达 ， 而 且 各 自 到 达 时 间 在 一 矢 夜 间 是 等 可 能 的 ( 即 均匀 分 布 
的 ). 如 果 此 二 船 在 码头 的 停留 时 间 分 别 是 1 及 2 小 时 ， 试 求 一 船 要 等 待 空 出 码头 的 概率 . 

18. 两 人 约 好 在 某 一 地 点 会 面 ， 在 时 间 Ti 到 ZT 之 中 到 达 . 假定 他 们 在 对 至 2 之 间 的 任何 时 刻 到 
达 都 是 等 可 能 的 ， 试 求 其 中 -… 人 必须 等 另外 - -人 的 时 间 不 小 于 to 的 概率 . 

19. N HT 个 坛子 Uo,U1,.…,Uw, Ui 中 含有 i 个 白 球 和 NN 一 i 个 黑 球 ， 先 任 选取 一 个 坛子 ， 然 后 从 
中 取 n(n < N) 个 球 ; 车 有 wv 个 白 球 ，n 一 v 个 黑 球 ， 试 求 

(i) 所 取 的 坛子 是 Ui 的 概率 . 

(ii) 再 在 此 坛 中 取 -… 个 球 是 白 球 的 概率 . 

20. 有 四 个 口袋 ， 内 装 摇 球 和 黑 球 ， 数 目 如 下 : (1,2),(2,1),(2,2),(3,1), 今 自 每 个 口袋 各 取 一 个 球 ， 求 
恰 有 二 个 白 球 的 概率 . 

21. 卜 里 耶 (Polya) 口袋 问题 : 有 些 人 把 这 个 问题 当 作 传染 病 或 地 震 的 模型 ， 认 为 某 地 越 爆发 则 越 容 
易 爆 发 ， 这 个 模型 如 下 ( 红 球 代表 爆发 地 震 ， 黑 球 表 不 爆发 ): 口袋 里 装 有 b 个 黑 球 ，7 个 红 球 ， 任 意 取 
出 一 个 ， 然 后 放 回 并 再 放 入 < 个 与 取出 的 颜色 相同 的 球 ， 再 向 袋 里 取出 一 球 . 问 

(i) 最 初 取 出 的 球 是 黑 的 ， 第 二 次 取出 的 也 是 黑色 的 概率 

(i) 如 将 上 述 手 续 进行 % 次 ， 取 出 的 正好 是 ni 个 黑 球 ， n2 个 红 球 (ni + na = mn) 的 概率 . 

22. 问题 同上 ， 证 明 : 任何 一 次 取得 黑 球 的 概率 都 是 如 = | 

23. 问题 同上 ， 试 证 

人 第 mm 次 与 第 nn 次 (m < n) 取出 都 是 黑 球 的 概率 是 [让 二 25 

(ii) 第 m 次 第 n 次 取出 是 ( 红 ， 黑 ) 的 概率 是 让 FF 区 可 

24. 问题 同上 ， 设 前 n 次 抽 球 中 出 现 k 个 黑 球 的 概率 是 p(n), 证 明道 推 公式 
r+ (nC—k) b+(k--1)c 
六 十 了 十 mc b+r+i+ne 





px(n+ 1) = pr(n) < 十 pk-i(n) 


25. 今 有 两 名 射手 轮流 对 同一 目标 进行 射击 ， 甲 射手 命中 的 概率 为 P, 乙 射手 命中 的 概率 为 及. 四 
先 射 ， 谁 先 命中 谁 得 胜 ， 问 甲 ， 乙 得 胜 的 概率 各 为 多 少 ? 

26. 口袋 里 装 有 a 个 白 球 及 5 个 黑 球 ， 任 意 取 出 个 球 ， 不 看 取出 的 球 ， 再 从 剩 下 的 球 中 取出 一 个 
来 , 试 证 取出 的 是 白 球 的 概率 为 45, 与 无关 (由 此 可 见 : 第 一 人 抽取 白 球 的 概率 为 过 5， 取 后 不 还 原 ; 
第 二 人 不 看 第 -- 人 到 出 的 结果 ， 再 取出 白 球 的 概率 仍 为 奏 5;…… 对 于 第 & 人 概率 还 是 二 5) 

27. 口袋 里 有 a 个 白 球 5 个 黑 球 ， 一 个 一 个 地 将 球 取出 ， 不 放 回 ， 一 直 取 到 袋 中 只 剩 下 相同 颜色 的 
球 为 止 ， 试 求 : 袋 中 剩 的 是 白 球 的 概率 . 


.37 ， 


28. 利用 概率 论 的 想法 证 明 下 列 恒等式 : 设 4>a 


4-a (A~-a)(4—-a—1) 
A-1 (4-1(4-2) 


(A—a):..2:1 A 


1+ (Tetla a 








29. 一 工人 看 管 三 台 机 床 ， 在 一 -小 时 内 机 床 不 需要 工人 照顾 的 概率 对 于 第 -- 台 是 0.9, 第 二 台 是 0.8， 
第 三 台 是 0.85. 在 一 小 时 的 过 程 中 ， 试 求 : (i) 没有 一 台 机 床 需 要 照顾 的 概率 ; (ii) 至 少 有 一 台 不 需要 照 
顾 的 概率 . 

30. 在 一 个 铅 子 里 有 n 张 带 有 号 码 1 至 n 的 票 ， 一 张 -- 张 地 取出 来 (不 放 回 ), 求 至 少 有 一 次 所 取 的 
票 的 号 码 与 次 数 一 致 的 概率 . 

31. 坛 贡 , 装 有 5 个 白 球 ，5 个 黑 球 ， 从 坛 I 中 取 5 个 球 放 入 空 坛 I 工 中 ， 再 从 开 中 取 3 个 球 放 入 空 
坛 11 最 后 从 坛 I 中 取出 的 一 个 球 是 白 球 ， 试 求 第 一 次 取出 的 5 个 球 全 是 白 球 的 概率 . 

32， 甲 和 乙 比 赛 射 击 ， 每 进行 -次 ， 胜 者 得 1 分 . 在 一 次 射击 中 ， 甲 胜 的 概率 是 a, 乙 是 6， 设 
a > pb,(a+B=1). 射击 进行 到 有 一 人 超过 对 方 2 分 就 停止 ， 多 得 2 分 者 为 胜 ， 试 分 别 求 甲 获 胜 的 概率 
和 乙 获胜 的 概率 . 


第 二 音 随机 变数 与 它 的 分 布 
321 随 机 变 数 


(一 ) 随机 变数 的 直观 背景 ， 在 许多 实际 问题 中 ， 常 常 需要 考虑 定义 在 基本 事件 空间 
9= (wo) 上 的 函数 &(w). 

例 1 某 人 自 甲 地 往 乙 地 , 可 以 “ 乘 船 "(wl) 去 , 也 可 以 “ 乘 车 "(w?) 或 “ 乘 飞机 ?(ws) 去 ， 
如 乘 船 ， 旅 费 为 50 元 ， 如 乘 车 或 飞机 ， 旅 费 分 别 为 100 元 和 200 元 ,这 里 Q = (wi,wo, ws)， 
以 上 表 所 需 旅费 ， 那 么 上 可 以 看 成 为 定义 在 Q 上 的 函数 ; 如 果 出 现 wi, 就 有 € = 50, 这 可 
简 记 为 (wi) = 50; 类 似 考 虑 w2,ws. 这 样 便 得 到 函数 &(w): 


50， 如 w 二 Wl 
e(w) = | 100， 如 w = ws (1) 
200， 如 w = os 


如 果 己 知 乘 船 ， 乘 车 ， 乘 飞机 的 概率 分 别 为 志 , 让 , 霹 , 那么 旅费 为 50 的 概率 等 于 3, 即 


PE=50) = 5 (2) 
同样 ， 1 1 
P(é =100) = 3, P(é =200) = 3. (3) 


例 2 从 某 学 校 任 选 一 人 w” 而 登记 他 的 身长 Ew), 那么 E(w) 随 着 而 变 ， 故 是 w 的 函 
数 ; 同样 ， 体 重 mn(w) 也 是 ww 的 函数 ， 

这 种 函数 不 胜 枚 举 ， 长 江 的 年 流量 ， 某 地 区 的 一 年 的 雨量 ， 室 内 的 温度 ， 射 击 的 偏差 
度 等 等 都 是 . . 

一 般 地 , 设 记 为 任 一 随机 试验 , 它 的 基本 事件 空间 为 Q = (w), 如 果 对 每 we 9, 有 一 实 
数 E(w) 和 它 对 应 ， 我 们 就 得 到 一 个 定义 在 9 上 的 实 值 函 数 &(w). 在 概率 论 中 ， 我们 不 仅 关 
心 上 (wo) 取 什么 数 为 值 ， 而且 还 关心 它 取 某 些 数 为 值 的 可 能 性 的 大 小 ,也 就 是 说 ， 还 关心 它 
以 多 少 概率 取 某 些 数 为 值 (参看 (2) 式 ). 例如 ,我 们 希望 知道 w- 集 (w : &(w) < 7z) 的 概率 ， 
其 中 z 是 任 一 实数 (以 后 (w : &(w) < 2z),(w :&(w) e 4) 等 等 恒 简 记 为 (&(w) < x),(#(w) € 4) 等 
等 ). 这 一 要 求 带 来 了 一 定 的 数学 上 的 困难 : 

问题 在 于 : 为 了 要 求 出 (E(w) < z) 的 概率 ， 先 决 条 件 是 P(E(w) < zx) 必须 有 意义 ， 但 如 
§1.3 所 述 ， 我 们 只 是 对 9 的 某 o- 代数 三 中 的 w- 集 一 即 事件 一 定义 了 概率 P, 因此 先 
决 条 件 化 为 (£(w) < z) e 开 , 然而 ， 对 任意 的 函数 &(w) 这 个 条 件 未 必 满 足 ， 于 是 有 必要 在 
定义 中 引进 这 一 条 件 . 

上 面 直 观 的 想法 引出 下 列 正式 的 定义 : 

定义 1 设 (9,,P) 是 一 概率 空间 ，&(w) 是 定义 在 09 = (w) 上 的 单 值 实 函 数 ， 如 果 对 
任 一 实数 z, ww 一 集 (#(w) < z) 是 一 事件 ， 亦 即 


(€(w) < x) EF, (4) 


就 称 &(w) 为 随机 变数 ， 

我 们 指出 ， 随 机 变数 上 (w) 并 不 是 自 变数 ， 它 是 满足 条 件 (4) 的 w 函数 ， 自 变数 是 w. 

以 后 没有 必要 强调 w 时 ， 常 省 去 w, 而 记 E(w) 为 6, (E(w) < 2) 为 (6 < 7) 等 . 

注意 1 由 (4) 可 见 ， 随 机 变数 的 概念 是 对 于 已 给 的 o~ 代数 下 而 言 的 ,现在 考虑 一 
特殊 情况 : 设 和 大 由 9 中 全 体 子 集 构成 ,显然 下 也 是 8 中 的 o- 代数 ， 这 时 由 于 2 的 任 一 
子 集 都 是 一 事件 ， 故 任 一 单 值 实 函数 &(w) 都 满足 (4), 从 而 是 一 随机 变数 . 

注意 2 特别 ， 对 于 只 含有 穷 或 可 列 多 个 点 的 9?, 我 们 以 后 总 设 大 是 由 8 中 的 全 体 子 
集 所 成 的 c- 代数 ， 因 而 可 利用 注意 1 的 结果 ， 这 一 点 以 后 常用 . 

随机 变数 概念 的 产生 是 概率 论 发 展 史 中 的 重大 事件 ， 它 使 概率 论 研究 的 对 象 由 事件 
扩大 为 随机 变数 . 设 4 为 任 一 事件 ， 因 而 4e 大 , 它 对 应 于 一 个 函数 Xa(w): 


1， 如 we 4; 
w={ 如 we (5) 
通常 称 xa(w) 为 4 的 示 性 函数 .由 于 
QeF, 如 z > 1; 
wosar|aez 如 1 > xz > 0; 
peEF, 如 0>zx. 


可 见 xa(w) 是 一 随机 变数 .等 式 
P(A) = P(xatw)= 1) 


表示 : 求 4 的 概率 P(A) 等 价 于 求 随机 变数 xa(w) 等 于 1 的 概率 ， 这 样 一 来 ， 事件 的 研究 
就 可 纳入 随机 变数 的 研究 之 中 .从 现在 起 ， 我 们 的 研究 对 象 主要 集中 在 随机 变数 及 它 的 
分 布 上 . 
(二 ) 随机 变数 的 分 布 函数 . 设 E(w) 是 随机 变数 ， 由 (和 , P(E(w) < z) 有 意义 ， 因 而 可 
定义 函数 
天 (z) = PEw) 和 zz)，(ze 忆 =( 一 cocoj) (6) 
并 称 Fe(z) 为 & 的 分 布 函 数 . Fe(zx) 给 出 了 & 取 不 大 于 z 值 的 概率 ， 以 下 会 看 到 ， 通 过 
Fe(z) 还 可 表达 许多 有 关 & 的 事件 的 概率 ， 例 如 P(E(w) = z) 等 等 ， 
定理 1 函数 fe(z)(z e Ri) 具有 下 列 性 质 : 
(iD 单调 不 减 : 如 5> a, 则 Fe(0) > Fe(a)- 
(i) 右 连续 *: lim Fe(b) = Fe(a). 
(ii) 令 Fe(-00) = lim Fe(z), 天 (co) = Jim Fe(z), 则 
Fe(—00) = 0, Fe(00)=1. (7) 
证 如 5>a, 则 


(€(w) < 6) = (tw) < a) U (a < élw) & 8) (8) 
16 一 a 十 0, 表示 45> a 同时 5b 一 a; 类 似 地 5 一 a 一 0 表 b<a, 同 时 b 一 a 
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右 方 的 二 w- 集 不 相交 ， 故 


Fe(b) = P(E(w) < 月 = P(E(w) < o) + Pla < é(w) < 
> P(E(w) < 0) = Fe(a). 


(i) 由 于 玉 (z) 的 单调 性 ， 存 在 右 极限 


Fe(a +0) = ,lim Fe(b). 


为 了 证 明 Fe(a + 0) = Fe(a), 根据 单调 性 ， 只 须 对 某 一 列 {86%}, bl > bz > …, bn 一 a, 有 
,lim Fe(bn) = Fe(a) 即 可 . 令 
A,, = (a < E(w) < b.,), 


显然 hn 2 nt 站 4 = 由 于 是 由 (8) 及 红 1.3 连续 性 定理 得 


lim Fe(bn) — Fel(a) = lim [Fe(bn) — Fe(a)] 
二 ,lim P(An) = P($) =0. 


( 秆 ) 仍然 利用 单调 性 : 为 证 Fe(-o0) = 0, 只 要 证 lim Fe(-n) = 0. 考虑 4 = (t(w) < 
-0), 则 4 > hnn1， 介 4 = 办 由 连续 性 定理 
jim 及 (-n) = lim P(4n) = P(4) = 0 


Fe(co) = 1 的 证 明 类 似 ， 只 要 以 61.3 系 3 代替 连续 性 定理 口 
”还 可 以 用 (x) 来 表达 一 些 重要 事件 的 概率 : 


(a) Pla < €(w) < b) = Fe(b) ~ Felo). (9) 
(b) 令 Fe(b—0) = lim Fe(e), 则 PE(w) = = Fe(b) ~ Felo —0). (10) 
(©) P(E(w) < 8) = Fe(b —0). (11) 
(d) P(E(w) > 0) = 1 Fe(b). (12) 
(e) P(é(w) 2 0) =1- Fe(b—0). (13) 


实际 上 : (9) 由 (8) 推出 ， 任 取 一 列 单调 上 升 而 趋 于 5 的 数列 a, 有 
(€(w) =8) = Ne < é(w) < 8). (14) 
利用 连续 性 定理 及 (9) 得 
Plé(w) =8) = lim Plan < €() <b) = lim [Fe(b) ~ Felan)]. 
由 此 得 证 (10). 又 因 (é(w) = 5b) c (E(o) < 日， 
(€(w) < 0) = (人 < b) — (€(w) =0). 
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由 此 及 (10) 得 





P(E(w) < 6b) = Fe(b) ~— [Fe(b) — Felb —0)] = Felb —0). 


最 后 ， 巾 
Go) > 有 = 一 人 (入 (Co) 20) = 0 (wv) <b), 
并 利用 P(9) = 1 及 (11), 得 证 (12)(13). 
把 (6) 式 改写 为 


Fe(z) = PE(w) € (—o0, 2]). 


这 说 明 作为 点 ze RR 的 函数 Fe(z) 可 以 看 成 区 间 (--co,z] 的 函数 ， 下 面 看 到 ， 甚 至 对 任 一 
波 雷 耳 集 (定义 见 下 )4, (5(wo) es 4) 都 有 定义 ， 这 样 便 产生 随机 变数 & 的 分 布 的 概念 . 为 此 
需要 作 一 些 准 备 工作 . 

预备 知识 . 先 引 进 一 些 概念 和 引 理 . 

= (w) 是 任意 给 定 的 空间 ， 9 是 9 的 一 个 子 集 系 ， 也 就 是 说 ，9 是 8 的 某 些 子 

集 所 成 的 人 则 必 至 少 存在 9 中 的 一 个 o- 代数 骂 , 使 1! 9. 实际 上 ， 只 要 取 叫 为 Q 
的 全 体 子 集 所 成 的 o- 代数 ( 它 是 最 大 的 o~ 代数) 就 行 了 . 

以 ol9) 表 一 切 含 9 的 o~ 代数 骂 的 交 ?, 即 : 


= 门 m (15) 
m9 
引 理 1 o(9) 是 9 中 的 =- 代数 . 
证 由 于 9 属于 每 一 所 , 故 Qec(9). 设 4sc(9) 则 4e 员 .既然 匆 是 cc- 代数 ， 故 
A e MM, 这 对 一 切 含 9 的 顺 成 立 故 AEe ,0 2 = co(9). 最 后 ， 如 4i € o(9), 则 A; € 0， 


i=1 ,与 上 同 理 U 4 € MM 对 一 切入 0 的 吕 成 立 ， 帮 首 4 sR). 0D 


如 果 o 代数 mn ) 具有 下 一 性 质 ， 就 称 它 为 含 9 的 最 小 0- 代数 1° MM(G) 2 9; 2° 
如 是 任 一 含 9 的 o- 代数 ， 则 > 9%(9). . 

引 理 2 3%(9) = c(9); 这 就 是 说 : 含 9 的 最 小 cc- 代数 重合 于 一 切 含 9 的 c- 代数 的 
交 . 

证 由 于 (9) 2 9, 故 由 o(9) 的 定义 知 名 (9) 2 o(9). 反之 ， 由 引 理 1 知 o(9) 是 o- 
代数 ， 由 (15) 知 o(9) 2 9, 从 而 由 2° 知 6(9) 2 (9 综合 两 方面 即 得 所 和 欲 证 . 口 

特别 ， 如 9 是 o- 代数 ， 则 显然 叶 (9) = o(9) = 

考虑 一 重要 的 特殊 情形 : 设 0= R., Rn 表 n 由 人 s 间 ， 这 时 每 一 w= (z1,…,zn) 是 n 
维 空间 中 的 点 ， zi 是 实数 ，i = 1,…,n. 对 我 们 重要 是 的 所 谓 n 维 波 雷 耳 (Borel) 集 ， 现 
在 来 叙述 它们 的 定义 ， 先 从 一 维 情况 开始 

设 8 = Ri. 考虑 Ri 中 右 半 闭 的 无 穷 区 间 (-oo,al, 全 体 这 样 的 区 间 构 成 Ri 中 的 子 集 
系 9, 即 

9={( -coal a € Ri} (16) 
! 二 集 系 G,9 有 关系 G D9 是 说 : 如 集 AE9, 则 AEG 


2 二 集 系 Dt, 的 交 定 义 为 全 体 满 足 4 Ee Ri 及 A € 2 的 集 4 所 成 的 集 系 ， 记 为 ti n 2， 类似 定 义 任 
意 多 个 集 系 的 交 
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称 c(9) 为 波 雷 耳 c- 代数 ， 通 常 记 为 B1.81 中 的 集 称 为 波 雷 耳 集 1. 
设 f(z) 是 定义 在 RI 上 的 单 值 函数 ， 取 实数 值 ， 如 果 对 任意 实数 a, 有 


(f(x) < a) e Bi (17) 
则 称 f(x) 为 波 雷 耳 可 测 函 数 ， 或 B81 一 可 测 函 数 2. 
今 设 O = ,nn 为 任 一 正 整 数 ，R, 中 的 右 半 闭 无 穷 区 间 记 为 [[(-co, oj 它 是 一 n 维 
i=1 


点 集 ， 由 如 下 的 点 (z1,… ,zn) 构成 ; -co < zi < qi i= 1,.…,n. 全 体 这 样 的 区 间 构 成 RE 
中 的 子 集 系 9: 


9={ II-%,0 os (18) 
称 o(9) 为 n 维 波 雷 耳 c- 代数 ， 通 常 记 为 B。 5 中 的 集 称 为 n 维 波 雷 耳 集 ; 当 m”= 1 时， 
常 将 “一 维 " 二 字 省 去 
设 f(z1,… ,zn) 是 定义 在 ,上 的 单 值 函 数 ， 取 实数 值 ， 如 果 对 任意 实数 a, 有 


(zi ,Tn) < a) €B, (19) 


则 称 f(z1,… ,zn) 为 n 元 波 雷 耳 可 测 函 数 ， 或 B%~ 可 测 函 数 ， 
(四 ) 随机 变数 的 分 布 . 继续 考虑 定义 在 (Q, 下 ,P) 上 的 随机 变数 &(w). 
引 理 3 为 使 (4) 式 对 任意 z & Ri 成 立 ， 充 要 条 件 是 对 任意 4e B1, 有 


(é(w) € A)EF (20) 


证 充分 性 : 设 (20) 对 任 一 4e Bi 成 立 ， 在 (20) 中 取 4 = (-co,zl, 即 得 (4). 
必要 性 : 令 
M= {A: AC Ri,(t(w) € A) ef), (21) 
换 句 话说， 饭 是 由 Ri 中 一 切 使 (20) 式 成 立 的 集 4 构成 的 集 系 , 试 证 弧 是 RR 中 的 o- 
代数 ， 实际 上 : (E(w)je RR)= QeF, 故 Rie 观 ; 其 次 如 Aem, 于 是 4 满足 (21) 右 方 
括号 中 二 条 件 ， 故 了 = Ri 一 A C Ri; 再 注意 大 是 c- 代数 ,得 (E(w) es 4) = (Co) es 4A)e 基 , 


Oo 


因此 艺 也 满足 此 二 条 件 ， 从 而 4 e rN; 第 三 ， 设 4 < 钢 , i = 1,2,…, 显然 U 4 Cc 已， 
(fj) e OA) = UG eA UA 


再 证 听 包含 Ri 中 全 体 区 间 (_eo,zj: 由 (4) 
Ko € (00,2) = (€(w) < #) € 7, 
故 (—00, z] 满足 (21) 右 方 二 条 件 ， 于 是 (一 co,z] EM. : 
这 样 便 证 明了 : mn 是 包含 9 二 {(-o0,J],z & Ri} 的 o- 代数 ， 于 是 由 (15) 即 知 
| MD cl(9) 一 Bi; 
1 不 难 证 明 ， 这 里 波 雷 耳 集 的 定义 与 实 变 函 数论 中 的 定义 是 一 致 的 ， 特别， 一切 开 集 ， 闭 集 ， 以 及 开 集 或 闭 集 的 可 


列 次 和 集 (或 可 列 次 交集 ) 都 是 波 雷 耳 集 
2 一 切 连续 函数 ， 连 续 函 数列 的 极限 函数 都 是 B1 一 可 测 函 数 
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这 就 是 说 ， 任 一 4e B1 必 满 足 (21) 右 方 二 条 件 ; 从 而 (20) 式 对 任意 4e B81 成 立 .， 口 

引 理 3 的 证 明 方 法 是 典型 的 ， 值 得 注意 . 

今 定义 集 函 数 

Fe(A)= P(t(w) € 4), AEeBi. (22) 

由 于 (20),Fe(4) 对 任意 4e B 有 意义 ， 我 们 称 此 集 函 数 (4) (4 e B81) 为 随机 变数 & 的 分 
布 ， 它 有 如 下 性 质 : 

定理 2 和 集 函数 Fe(4) 是 Bi; 上 的 概率 测度 . 

证 由 (22) 显然 可 见 0< Fe(A4)<1; 


Fe(Ri) 一 了 (Euw) € Ri) = P(N) 一 二; 


如 Ai€Bi,i=1,2,...,AiA; = $,iz 7, 则 


r(U4) -P(e U4) =P(UeG es) 


i=1 4 一 1 i=1 


= DP(é(w) € hi) = 2 Fe(Ahi). DO 


82.2 ”分布 与 分 布 函 数 


(一 ) 分 布 与 分 布 函数 的 关系 . 在 82.1 中， 我们 从 已 给 的 随机 变数 E(w) 出 发 ， 定 义 了 
t(w) 的 分 布 与 t(w) 的 分 布 函数 ， 其 实 “ 分 布 " 与 “分 布 函数 ”的 概念 也 可 不 依赖 于 &(w) 而 
单独 引进 . 

考虑 一 维 空间 Ri 及 其 中 的 波 雷 耳 c- 代数 B1, 定义 在 B1 上 的 概率 测度 (4) (4 < Bi) 
称 为 一 维 分 布 ， 简 称 分 布 ; 定义 在 Ri 上 的 函数 F(z), 如 果 它 具有 832.1 定理 1 中 三 性 质 
(i)(i)(iii), 即 单调 不 减 ， 右 连续 而 且 F(-oo) = 0, F(co) = 1, 就 称 为 一 元 分 布 函数 或 简称 为 
分 布 函数 ， 

由 $2.1 定理 12 可 见 ， 随 机 变数 &(w) 的 分 布 Fe(4) 是 一 分 布 ，t(w) 的 分 布 函数 Fe(z) 
是 一 分 布 函 数 . 

定理 1 分 布 与 分 布 函数 是 一 一 对 应 的 . 

* 证 设 已 给 分 布 为 F(4), 4e Bi, 定义 函数 


F(x) = F((—o00,2]), (2 € Ri) (1) 


由 于 F(4) (4 e B81) 是 一 概率 测度 ， 依 照 82.1 定理 1 的 证 明 ! , 易 见 F(z) 是 一 分 布 函数 . 

反之 ， 设 已 给 一 分 布 函数 F(z),(z € Ri), 以 F(A) 表 由 F(z) 所 产生 的 勒 贝 格 - 司 梯 阶 
(Lebesgue-Stieltjes) 测度 >. F(4) 对 任 一 波 雷 耳 集 4 有 定义 ， 于 是 F(4), (4e 5i) 是 Bi 上 
的 测度 ， 它 满足 (1). 由 于 


F(Ri) = dim, F((~o0, 7|) = Jim F(z)=1 





1 以 (一 o0, 可 , (a 本 ,FP(( 一 00, 有 ]) 分 别 代替 那里 的 (&(w) < bj (a < kw) < 5), P(E(w) < 2) 等 等 
2 参看 [10] 第 五 章 $9, 关于 勒 贝 格 - 司 梯 阶 测度 (和 以 后 用 到 的 勘 员 格 - 司 梯 阶 积分 ) 的 更 详细 的 介绍 见 了 9]. 这 测 
度 定义 在 包括 全 体 波 雷 耳 集 在 内 的 工 一 5 可 测 (与 F(z) 有 关 ) 集合 类 上 . 
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可 见 F(A4) 还 是 B; 上 的 概率 测度 ， 最 后 注意 : 由 勒 贝 格 - 司 梯 阶 测度 的 理论 ， 知 对 已 给 的 
F(z), 满足 (1) 的 概率 测度 F(4)(4 e 8B1) 是 唯一 的 . 口 
我 们 知道 ， 随 机 变数 E(w) 的 分 布 函数 Fe(z) 是 分 布 函 数 ， 反 之 ， 下 面 的 结论 也 成 立 . 
* 定 理 2 (存在 定理 ) 设 已 给 分 布 函 数 F(z), (ze Ri), 则 必 存 在 概率 空间 (9, 了, P) 及 
定义 于 其 上 的 随机 变数 &(w), (w € 9) 使 &(w) 的 分 布 函数 Fe(z) 重合 于 F(z), 即 


Fe(z) = F(z) (一 切 z € Ri). (2) 
证 首先 应 造 (0,F,P) 及 tw) 令 Q= 已, 大 = 已, 己 为 由 已 给 的 分 布 函 数 F(z) 所 产 
生 的 勒 贝 格 - 司 梯 阶 测度 F(A) 在 B, 上 的 限制 1， 即 P(4) = (4), (4 e 81), 因而 
F((-00, 3]) = F(z). (3) 
由 于 Q = Ri 对 中 的 点 we Ri, 定义 
é(w) = (4) 
我 们 证 明 : 函数 E(w) = w 是 所 求 的 随机 变数 ， 首 先 注意 ， 对 任意 ze 及， 
((0) < 0) = (<7) = (00,0) eB 
故 E(w) 是 一 随机 变数 ， 其次， 由 上 式 及 (3) 得 
Fe(z) = P(E(w) Sa= P((-00,0]) = F((-00,]) = F(z), 
故 (2) 式 也 成 立 ， 口 
考虑 分 布 函数 F(z) 及 任 一 点 ae Ri 令 
Cla) = F(a) - F(a— 0), (5) 


称 此 数 C(a) 为 F(z) 在 点 a 的 跃 度 ， 由 F(z) 的 单调 不 减 性 ， C(a) > 0. 如 果 C(4) > 0, 则 
称 a 为 F(z) 的 跳跃 点 . 

* 定 理 3 ”分布 函数 F(z) 的 不 连续 点 所 成 的 集 是 有 限 集 或 可 列 集 . 

证 “由 分 布 函数 的 单调 不 减 性 ， F(z) 的 不 连续 点 集 D 重合 于 跳跃 点 集 ， 因 为 0 < 
F(z) < 1 可 见 跃 度 不 小 于 去 的 跳跃 点 所 成 的 集 Du 至 多 只 含 ?个 点 ,然而 D = UD 


可 见 D 是 有 限 集 或 可 列 集 ， 口 

由 (1) 看 出 : 可 把 分 布 函 数 看 成 区 间 (co,z] 的 函数 ， 当 分 布 F(4) 的 定义 域 缩小 到 形 
如 (-co,z] 的 集 时 ， 便 得 到 分 布 函 数 ， 故 分 布 的 定义 域 更 大 ， 因 此 ， 分 布 是 比分 布 函 数 更 
精细 的 概念 .然而 在 运算 中 人 们 往往 更 多 地 用 分 布 函数 ， 原 因 在 于 ， 一 般 说 来 点 函数 比 集 
函数 容易 掌握 . 

为 了 便于 理解 分 布 与 分 布 函数 二 概念 的 实质 ， 我 们 给 出 一 个 直观 的 解释 : 在 全 直线 
Ri = (-o0,00) 上 ， 用 任意 一 种 散布 方式 布 上 质量 为 1 的 物质 (例如 1 克 面 粉 ), 以 F(4) 表 


1F(A) 的 定义 域 包含 B1, 当 我 们 只 在 Bl 上 考虑 (4) 时 ， 它 是 Bi 上 的 测度 ， 称 此 测度 为 F(A) 在 Bi 上 的 限制 
(测度 ) 
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分 布 在 波 雷 耳 集 4 中 的 物质 的 质量 ， 那 么 (4)(4 e B81) 就 成 一 分 布 ; 以 F(z) 表 (--o0,2] 
中 的 质量 ， F(z)(z € Ri) 是 一 分 布 鲨 数 . 反之 ， 设 已 给 8: 上 一 分 布 F(A4)( 或 Rl 上 一 分 布 
函数 F(z)), 将 质量 为 1 的 物质 散布 在 Rl 上 ， 使 任 一 波 雷 耳 集 4( 或 任 一 (-oo,z]) 所 含 物 
质 质量 恰 为 F(4)( 或 怡 为 F(z)), 这 样 便 决 定 了 一 种 散布 方式 ， 由 此 可 见 : 分 布 (或 分 布 函 
数 ) 与 散布 方式 是 一 一 对 应 的 . 这 也 正 是 分 布 (与 分 布 旺 数 ) 命名 的 根据 . 

(二 ) 离散 型 分 布 . 实际 中 常 遇 到 的 两 种 重要 的 分 布 函 数 (或 分 布 ) 是 离散 型 的 与 连续 
型 的 . 
先 考虑 一 简单 的 例 : 令 

F(z) = 》， pr 
其 中 求 和 对 一 切 不 大 于 z 的 正 整 数 进行 . 显然 F(z) 单调 不 减 ， 右 连续 ， F(-o0) = 0， 
F(%) = 1 故 它 是 一 分 布 琐 数 . 
一 般 地 ， 称 分 布 函数 F(z)(z e Ri) 为 离散 型 的 ， 如果 存 在 一 个 ( 横 ) 行 数 为 2,( 直 ) 列 数 


为 有 穷 或 可 列 的 矩阵 
(和 和 和) (6) 
po PP Pp2 
其 中 _ 
ai € Ri, Pi >0, Djpi=1, (7) 
记 0 
使 对 任意 ze Ri, 有 
F(z) = >》 Di: (8) 


tai 人 Tr 
i 


这 里 求 和 对 一 切 满足 a; < z 的 i 进行 (如 果 这 样 的 i 不 存在 ， 就 令 F(z) = 0). 例如 在 上 例 


中 ， (% al a2 =- 人 2 3 2) 
po p11 pa “: 去 去 加 
称 分 布 F(4)(4 e B1)( 或 随机 变数 &) 是 离散 型 的 ， 如 果 它 的 分 布 函数 是 离散 型 的 . 


称 矩 阵 (6) 为 此 分 布 函数 (或 分 布 ， 或 随机 变数 ) 的 密度 和 矩阵， 简称 密度 ， 
以 后 用 {a} 表 仅 由 一 点 a 构成 的 单 点 集 ， 记 


A= (ao， CQCtyQ2 小 . 


并 以 F(4)(4e bi) 表 F(z)(z € Ri) 对 应 的 分 布 ， 由 (3) 得 


F({ai}) = F(ai) 一 Fei 一 0) 一 Pi (9) 
F(4)= 》 Fo) = 2 pi (10) 
iiai€EA iai€EA 


(10) 中 求 和 对 一 切 满足 ui e 4 的 i 进行， 特别， 由 (10) 及 (7) 


FA)= Vp- GD 


i=0 
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(11) 式 表示 ， 按 此 分 布 散布 的 质量 集中 在 有 穷 或 可 列 集 A 上 . 

一 般 地 ， 对 任 一 分 布 (不 论 离散 与 否 )F(4)(4 < B1), 如 存在 波 雷 耳 集 B, 使 F(B) = 1， 
就 说 此 分 布 集中 在 B 上 . 

如 果 (6) 是 随机 变数 的 密度 ， 由 (9) 得 


P(é€ = ai) = FPF({0i}) = pi. 


Qo <a < on, pi>0{i=0,1,..,n). 


(有 必要 时 ， 改变 (6) 中 列 的 次 序 并 删 去 使 p; = 0 的 列 后 ， 上 式 满足 ). 这 时 密度 及 分 布 函 数 


的 图 见 图 1, 图 2. 中 


1 
pi ps p2{ 
po 22 全 
po 
a0 al a2 Qn Qo al a2 Qn~1l Un 
图 1 2 


由 此 可 见 ， 此 时 F(z) 是 右 连 续 的 阶梯 函数 ， 

但 如 A 为 可 列 集 时 ， 那 么 图 形 可 能 很 复杂 ， 因 为 A 可 以 在 已 中 处 处 稠密 ;不 过 如 果 
在 任 一 半 无 穷 区 间 (-oo,z] 中 只 含有 限 多 个 a; 时 ， 则 F(z) 仍 是 右 连 续 的 阶梯 函数 . 

为 了 给 出 一 离散 型 分 布 函数 ， 只 要 给 出 一 满足 (7) 的 矩阵 (6), 然后 用 (8) 以 定义 F(z)， 
{x 七 Ri). 

例 1 ( 单 点 分 布 与 两 点 分 布 ) 密度 为 () 的 分 布 叫 单 点 分 布 ,此 分 布 集中 在 {ao} 上 ， 


分 布 函 数 为 
F(z) 如 z < Q0， (12) 


1, 如 z 之 CQ0， 


密度 为 (2 " (其 中 p > 0.g > 0,p+g = 1) 的 分 布 叫 两 点 分 布 ， 它 集中 在 两 点 集 


A= (ao,al) 上 ， 如 ao < au 则 分 布 函数 为 


0， 如 rz < C0， 
F(x) = E 如 ao < x < ai， (13) 
1, 如 ui < z. 
(三 ) 连续 型 分 布 . 称 分 布 函 数 F(z)(z e Ri) 为 连续 型 的 , 如 果 存 在 非 负 的 函数 f(z)(zx € 
Ri), 使 对 任意 实数 z, 有 : 
1 不 言 而 喻 ，(14) 及 下 面 (15) 已 列 含 f(z) 在 Ri 上 的 勒 贝 格 可 积 性 的 假定 ， (14) (15) 中 为 勒 贝 格 积分 . 由 (14) 
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Fe)=/ fa G4) 
称 分 布 F(A)(4 < B81)( 或 随机 变数 日 为 连续 型 的 ， 如 果 它 的 分 布 冰 数 是 连续 型 的 ， 函 数 
f(z)(z e Ri) 称 为 此 分 布 函数 (或 分 布 ， 或 随机 变数 ) 的 密度 函数 ， 简 称 密度 ， 由 此 可 见 ， 
连续 型 分 布 函数 完全 为 密度 所 决定 . 

反之 ， 已 给 任 一 非 负 函数 f(z), 如 果 


/ f(a) de = 
那么 由 (14) 定义 的 F(z)(z e Ri) 是 一 连续 型 的 分 布 函数 . 
不 要 把 “连续 型 的 分 布 函数 ” 与 “连续 的 分 布 函 数 ” 相 混淆 ， 后 者 表示 此 分 布 函 数 F(z) 
对 zx 是 连续 的 ; 前 者 表示 (14) 式 成 立 ， 也 就 是 说 F(z) 是 绝对 连续 的 .由 此 可 见 : 连续 型 
的 分 布 函 数 必定 连续 ， 反 之 不 成 立 . 
例 2 (均匀 分 布 ) 设 -c <a<b<o, 令 


(15) 


1 
f(z) | ba’ 如 z € [a, 9], (16) 
0, 如 z E [ae, 引 . 





显然 ， f(z) 非 负 而 且 满足 (15)， 以 此 f(x) 为 密 f(z) 
度 的 分 布 F(A), (4 e Bi) 称 为 均匀 分 布 ， 由 于 | 导 
4 1 
rod) = / pdre=1, a 本 6 
故此 分 布 集中 在 a, 上， 它 的 分 布 函 数 为 
0， 如 z < ao， 2 
Po)=/ Ww -1 





， 如 a < zg<b, / | 
b—a 1 
1， 如 5 < z. / | 

(17) 
均匀 分 布 含 二 参数 ea < 5b), 当 它们 确定 时 ， a b 
这 分 布 就 完全 决定 了 . f(x) 及 F(z) 的 图 见 图 3， 
图 4. 


例 3 (指数 分 布 ) 设 a,5 为 二 常数 ，a > 0, 令 


rb, 
ro 人 < 


(18) 
ae-(7-b) 如 z >5b. 
得 : 几乎 处 处 (关于 勒 贝 格 测度 ) 有 F(x) = f(z), 因而 (14) 式 等 价 于 


F(z) -/ F'(y) dy. 
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显然 ， f(x) 非 负 而 且 满足 (15). 以 此 f(z) 为 密度 的 分 布 称 为 指数 分 布 ， 它 含 二 参数 a, 5， 
(a > 0), 它 的 分 布 薄 数 为 
0， 如 z < &b， 
ro- 人 ea 如 z > 忆 9) 
离散 型 与 连续 型 分 布 虽 是 两 种 重要 的 分 布 ， 然 而 却 远 未 穷尽 一 切 分 布 ， 试 举 一 简单 的 
例 ， 为 此 先 注意 下 列 事实 : 
设 a1,a2 为 二 常数 ol > 0as 之 0,a1 十 a2 二 1; 又 设 及 (x), (zx) 为 二 分 布 函数 ， 则 
F(z) 一 aiFi(z) 十 a2Fo(Z) (20) 
是 一 分 布 函 数 . 
实际 上 ， 由 玉 (z)(i = 1,2) 的 右 连 续 性 及 单调 不 减 性 得 知 F(z) 也 有 此 二 性 质 ， 又 
lim, F(X)= ai sim Fi(2)+ a2 lim F(x) = 0, 
Jim_ F(7)= a1 lim Fi(x)+a2 Jim Fo2(z) = al 十 aa 三 芋 . 


故 F(z) 是 分 布 函数 . 
例 4 令 oi=oa= 纪 又 


F(z) = { 如 z < 0， 





1, 如 z > 0. 

0， 如 z < 0， 
Fz(7) = [= 如 0 < zg1, 

1， 如 1 < rz. 


(分 别 在 (12) 中 令 ao = 0 及 在 (16) 中 令 a=0,5=1 即 得 五 (z) 及 下 (xz)). 这 时 由 (20) 


定义 的 
0， 如 z < 0， 
FJ = 1 如 0<z<1 


1, 如 1 < z. 


显然 ，FF(x) 所 对 应 的 分 布 不 集中 在 一 可 列 集 或 有 穷 集 上 ， 故 F(z) 不 是 离散 型 的 ; 它 也 不 
是 连续 型 的 ， 因 为 F(z) 不 是 连续 函数 . 

*( 四 ) 奇异 型 分 布 . 理论 上 很 有 价值 然而 实际 问题 中 很 少 应 用 的 一 种 分 布 函数 是 所 谓 
奇异 型 的 ， 称 分 布 函数 F(z)(z e Ri) 为 奇异 型 的 ， 如 果 F(z) 连续 ， 而 且 它 的 导 函 数 ， 几 
平 处 处 (关于 勒 贝 格 测度 而 言 ) 等 于 0. 称 分 布 F(A4), (4 e Bi)( 或 随机 变数 &) 为 奇异 型 的 ， 
如 果 它 的 分 布 函 数 是 奇异 型 的 . 

著名 的 奇异 型 分 布 陋 数 的 例如 下 : 


1 我 们 知道 ， 单 调 函 数 几 乎 处 处 可 导 
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例 5 作 康 脱 尔 (Cantor) 函数 Flzj, (ze Ri), 它 的 定义 如 下 


如 z < 0， 
如 z > 1， 


如 z E (3 


-> 


泪 
写 
NM 


过 
三 
SB 
个 


~ 


OlAOIPwW 
OI OMNIY 


F(z) = (21) 


ys 
三 
B 
个 
EE 


Mo 
M3 
| 


过 
三 
8 
个 


IIAP Di 产 必 四 本 mi 着 二 
E> 
TI 
SS 
个 


荆 
SS 
NM 
二 ~ AA、 


换 名 话说， 把 (0,1) 分 成 三 个 等 长 的 子 区 间 ， 在 中 间 一 个 子 区 间 (#,2) 上 定义 F(z) 为 
0 一 0) = 壤 把 (0 起)， 人 (人 1) 各 分 成 三 个 等 长 的 子 区 间 ， 在 两 个 中 辣子 区 间 (3, 引 及 (名 基 
上 分 别 定义 F(z) 为 14(3 一 0) =3 及 3+1(1 一 1) =3;…; 依照 这 手续 定义 下 去 结果 只 在 
(21) 右 方 庄 区 间 的 和 的 补 集 上 未 定义 .注意 这 补 集 是 处 处 不 稠密 的 完全 集 ， 它 的 勒 贝 格 测 
度 为 0, 通常 称 此 补 集 为 康 脱 尔 集 ， 记 为 C. 在 C 上 按照 连续 性 要 求 来 补 定义 F(z), 于 是 
F(z) 在 Ri 上 都 有 定义 ， 它 的 不 完全 的 示意 图 形 如 图 6 所 示 . 

显然 ， F(z) 单调 不 减 ， 连 续 ， F(-co) = 0, F(oo) = 1, 故 是 一 分 布 函数 由 于 它 在 
(-eo,0j, (1,00) 上 各 为 常数 ， 故 F(z) 在 那里 等 于 0; 同 理 在 (3,3), (3,2), (3,8), 等 区 间 上 
F'(z) 也 等 于 0. 由 于 这 些 区 间 的 总 长 为 1, 故 得 证 严 (z) 几乎 处 处 等 于 0, 从 而 F(z) 是 奇异 
型 分 布 函数 . 

任 一 奇异 型 分 布 函数 F(z) 不 可 能 是 离散 型 的 ， 这 是 因为 Flz) 有 连续 性 ， 如果 说 F(z) 








是 连续 型 的 ， 即 如 可 表 为 (14) 的 形状 ， 那 么 由 (14) 知 几 乎 处 处 有 
f(z) = F(z) =0. 
从 而 /f(z)dz = J FP'(z)dz = 0 这 与 (15) 矛盾 ， 故 F(z) 也 不 可 能 是 连续 型 的 ， 由 此 
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可 见 ， 没 有 一 个 分 布 函数 能 属于 上 述 三 种 类 型 之 二 ， 故 这 三 类 分 布 函数 是 互相 排斥 的 ( 进 
一 步 的 讨论 见 $2.13). 


82.3 ”二 项 分 布 与 贝 努 里 试验 


(一 ) 二 项 分 布 . 分 布 函数 是 一 种 特殊 的 单调 函数 ， 因 而 也 是 函数 论 研 究 的 对 象 ， 那 

里 对 单调 函数 的 一 般 性 质 有 深入 的 研究 . 概率 论 中 也 研究 分 布 函数 ,不 过 着 重点 不 在 于 讨 
论 它们 的 一 般 性 质 ， 而 在 于 挑选 一 部 分 在 实际 中 有 广泛 应 用 的 分 布 与 分 布 函数 ,阐明 这 种 

分 布 函 数 与 实际 的 联系 ; 研究 它们 的 特性 ， 然 后 运用 到 实际 中 去 . 从 这 种 观点 出 发 ， 自 然 
应 该 把 分 布 ， 分 布 函数 和 随机 变数 ， 随 机 试验 结合 起 来 考虑 ， 才 能 达到 上 述 的 目的 . 

我 们 从 二 项 分 布 开始 , 下 面 看 到 , 产生 这 种 分 布 的 重要 现实 泉源 是 所 谓 贝 努 里 (Bernou- 
li) 试验， 

设 已 给 三 常数 : 正 整数 m 二 非 负数 p,9p+9=1. 考虑 矩阵 


0 1 2 Nn 
甘 一 kn—k 
(2 站 7”) 其 中 px = (os (1) 
显然 pk > 0,k==0,1,…,n, 而 且 
2 Pr= 2 (ro =(p+q)"=1 (2) 


因而 对 此 矩阵， 82.2 中 (7) 式 满足 . 

以 (1 中 和 矩阵 为 密度 矩阵 的 分 布 称 为 二 项 分 布 ， 

这 分 布依 赖 于 两 个 参数 : 正 整数 n 及 实数 p, 0 < p< 1( 注 意 g=1--p 由 p 决 定 ). 记 此 
分 布 为 B(n,p); 为 了 强调 (1) 中 pk 对 p,n 的 依赖 性 ， 记 pk 为 pk(n,p), 因而 


pk(n,p) = (rer- (k= 0,1,..,n). (3) 


(二 ) 贝 努 里 试验 . 它 是 产生 二 项 分 布 的 重要 现实 泉源 . 

设 已 为 一 随机 试验 ， 只 有 两 个 基本 事件 4 及 4. 令 p= P(4),g=P(4),0<p<1, 
0<g<1,p+g=1. 

将 巨 独 立地 重复 n 次 (或 可 列 次 ), 称 巨 = 百 "( 或 巨 = E~) 为 n 重 (或 可 列 重 ) 贝 努 里 
试验 ; 没有 必要 强调 重 数 时 ， 就 简称 为 贝 努 里 试验 . 例如 ，§1.5 中 的 不 断 射击 构成 一 贝 努 
里 试验 ， 这 时 万 为 一 次 射击 ， 4 表 事 件 “中 的 ”,A4 表 “不 中 的 ”. 

E" 中 基本 事件 空间 G = (5) 共 含 2" 个 点 5. 5 由 若干 个 4 和 若干 个 刀 构 成， 它们 的 
总 共 个 数 是 n. 例如 ， E? 的 基本 事件 空间 是 


f= (44,44,44,4 A), (4) 


其 中 AX 与 A4 应 看 成 为 两 个 不 同 的 基本 事件 ， 虽 然 它们 有 相同 的 概率 为 pg, 因为 44 表 
示 先 出 现 4, 后 出 现 4, 而 44 则 相反 . 


然而 Bee 的 基本 事件 空间 9 却 是 不 可 列 的 ， 因 为 8 是 一 切 
=B1B2.…BiBiri.…, 其 中 Bi; 二 4 或 (5) 


的 集 ， 因 而 全 与 区 间 [0,1] 是 一 一 对 应 的 (参看 81.5 例 3). 
伴随 着 BE”， 可 以 定义 一 个 变数 4: E 表 这 wm 次 试验 中 ，4 出 现 的 总 次 数 ， 例 如 当 n=2 
时 ，& 定义 在 (4) 中 的 2 上 : ， 


£(44) = 2， #(AD =é(A4) =1, 6G 司 =0 


根据 82.1 注意 2, 知 & 是 随机 变数 . 

现在 来 求 € 的 分 布 ， 结 果 发 现 ，& 的 分 布 是 二 项 分 布 B(n,p), 其 中 p = P(4). 

注意 PP == P(E =k) (k==0,1,…,n) 是 n 重 贝 努 里 试验 = E" 中 ， 恰 好 出 现 大 次 4 
的 概率 .为 了 使 4 恰好 出 现 k 次， 共有 下 列 不 同 的 方式 : 








AA...AA..:A=oi 
这 一 一 一 一 
k 个 “mk 个 
这 表示 前 次 试验 都 出 现 4, 后 n 一 k 次 都 出 现 4; 或 
~ 全 全 一 


k 个 “一 51 个 


这 表示 第 一 次 试验 出 现世 第 二 次 直到 第 +1 次 都 出 现 4, 其 余 n 一 上 一 1 次 都 出 现 A; 如 
此 继续 造 rs, ct, …, 每 个 0; 是 BE" 的 一 个 基本 事件 ， 由 于 诸 次 随机 试验 的 独立 性 ， 得 


同 理 ， 
Ploi) 一 prgq™®, 1 二 1,2, 的 (6) 


注意 诸 事 件 o; 互 不 相交 ， 而 且 (= 彰 =Uci 故 
P(E€ =k) = P(o1) + P(o2)+.…. (7) 


由 (6)(7) 可 见 ， 为 了 求 P(€ = k), 只 要 求 出 共有 多 少 个 这 种 ci 注意 每 个 os 中 共 含 个 
“坐位 ”一 字母 ， 其 中 4 占据 个， 因此 要 问 共 有 多 少 oi;, 等 于 问 从 二 个 坐位 中 任 选 关 个 ， 
共有 多 少 种 选 法 (因为 这 些 选 法 与 诸 0; 是 一 一 对 应 的 ). 由 组 合 论 (81.2) 知 ， 选 法 的 种 数 是 
(?) = zc 于 是 由 (7)(6) 得 

P(E =k)= P01) + Plo2)+:…+ P(coj 


一 (和 re (k 一 0,1 ;1). (8) 
注意 (")prq"* 是 多 项 式 (q 十 pz)" 中 z* 的 系数 . 
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例 1 人 设 每 部 机 床 在 每 一 分 钟 内 需要 修理 的 概率 为 p, 0 < p< 1, 试 求 ”部 机 床 在 同 
一 分 钟 内 有 (0 < 上 < n) 部 需要 修理 的 概率 pk. 

(说 一 工人 同时 看 管 n 部 机 床 ， 由 于 在 同一 时 刻 只 能 修理 一 部 ， 因 此 自然 希望 在 同一 
分 钟 内 有 一 部 以 上 的 机 床 需 要 修理 的 概率 不 能 太 大 ， 壁 如 不 超过 1%; 试问 在 这 要 求 下 ， 一 
工人 最 多 能 看 管 几 部 机 床 ? 

解 0) 在 一 分 钟 内 观察 一 部 机 床 是 否 要 修理 是 一 随机 试验 EE， 以 4 表 事 件 “ 要 修 
理 ",P(4) = p. 一 分 钟 内 同时 观察 n 部 相当 于 把 百 做 次， 假定 这 些 机 床 是 否 要 修理 是 互 
相 独 立 的 ， 于 是 得 一 n 重 贝 努 里 试验 户 = E". 以 上 表 这 ”次 试验 中 4 出 现 的 次 数 ， 亦 即 
在 同一 分 钟 内 需要 修理 的 机 床 的 部 数 ， 由 (8) 得 


px = P(E =k)= 人 jz gq™*, (k=0,1,..,n). 


(i) 在 一 分 钟 内 有 一 部 以 上 机 床 需要 修理 的 概率 为 
Pl£>1)=1-P(é=0)- P=1)=1-g"- npg . 


令 no = max(n; 1 一 g" 一 npg"-! < 1%), 则 no 是 所 求 的 机 床 数 . 

例 2 1 (还原 抽 球 问题 ) 设 箱 内 共有 个 N 球 ， 其 中 有 Ni 个 白 球 ， Na = 一 和 Ni 个 黑 
球 ， 每 次 自 箱 内 等 可 能 地 取出 一 球 ， 取 后 还 原 ， 共 取 n 次 ， 试 求 恰好 取得 个 白 球 的 概率 
PK. 

解 ”把 每 次 抽 球 看 成 一 随机 试验 , 以 4 表 “取得 白 球 ”,4 表 “ 取 得 黑 球 ”, 则 P(4) = 和 站， 
P(A) = 装 . 还 原 地 取 ”次 球 是 一 严重 贝 努 里 试验 ， 故 


nV /NIVE /Na\ nk 

m=(")(®) (¥) ， (9) 
例 3 (不 还 原 抽 球 问题 ) 假设 与 例 2 相同 ， 只 是 每 次 取出 的 球 不 还 原 ， 试 求 连 取 m 次 
(这 相当 于 一 次 同时 取 ” 个 球 ) 中 取得 个 白 球 的 概率 re (n < NN). 

解 容易 看 出 ? 可 

(¥) (0) 

(*) 

因为 取得 的 白 球 数 不 外 是 0 或 1 或 2… 或 由 故 呈 辣 =1 因此 


0 1 2 :…… nn 
(2 71 7T2 2 了 ) 
决定 一 分 布 ， 称 为 超 几 何 分 布 ; 其 中 rs 由 (10) 式 定义 . 
直观 地 容易 想象 : 如 果 箱 内 球 数 N 很 大 , 那么 还 原 抽 球 与 不 还 原 抽 球 应 该 相差 很 小 ， 
这 一 思想 引导 到 下 列 事实 : 当 N 一 oo 时 ， 在 一 定 条 件 下 超 几 何 分 布 趋 于 二 项 分 布 . 


1 更 一 般 的 抽 球 问题 见 82.6 例 4 
2 由 (10) 定义 的 超 几何 分 布 有 数学 期 望 为 3+, 方差 为 mAs, 所 以 叫做 超 几 何 分 布 是 因为 rk 可 看 成 


为 所 谓 超 几 何 级 数 一 般 项 的 系数 ， 正 如 二 项 分 布 可 看 成 二 项 趟 加 十 9)” 的 一 般 项 一 样 ( 见 [31] 着 一 127 页 ) 








(10) 
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精确 些 说 ， 就 是 下 面 的 事实 : 





设 Aim 一 D>0， dim T=9>0, Ni + Na = 
则 对 任 一 正 整数 忆 有 
Ni\ Na 
Mim_ = (ze (k= 0,1,..,n). (11) 
实际 上 ， 





(CG Ha Ged Cm: 3 Cb 3 Bl Ch ) 
0 
由 条 件 知 : 当 NN 一 oo 时， Na 一 co, Na 一 oo; 故 于 上 式 中 令 N 一 co 即 得 证 (11). 


例 4 考虑 可 列 重 贝 努 里 试验 吾 = E”, 以 7 表 4 首次 出 现 的 试验 次 数 ， 例如， 对 
5=44444.… 则 To)=3, 因 为 4 首次 出 现在 第 三 次 试验 上 ， 易 见 





P(n=k) = gy, k= 1,2,.. 


密度 矩阵 为 ， 
( 1 1 ， 其 中 pk = q*-!p (12) 


的 分 布 叫做 几何 分 布 . 

例 5 (广义 贝 努 里 试验 ) 设 随 机 试验 只 有 两 个 基本 事件 4, 4, 将 独立 地 重复 做 
n 次 (或 可 列 次 ), 但 在 第 k 次 试验 中 ， 4 出 现 的 概率 为 pk 不 出 现 的 概率 为 ge, 0 < pk < 1 
pk 十 qk = 1. 因而 4 出 现 的 概率 与 试验 的 次 数 k 有关， 这 一 列 试验 构成 广义 贝 努 里 试验 ， 
重复 的 次 数 称 为 试验 的 重 数 ， 当 pe =p 与 无关 时 ， 化 为 贝 努 里 试验 . 用 证 明 (8) 式 同 样 
的 方法 ， 可 见 在 n 重 广义 贝 努 里 试验 中 ， 4 出 现 次 的 概率 为 多 项 式 


TIe 十 Pi2) (13) 

中 z* 的 系数 

* 例 6 ( 售 货 问题 ) 某 售货员 同时 出 售 两 包 同 样 的 书 ， 每 次 售 书 ， 他 等 可 能 地 任 选 一 
包 ， 从 中 取出 一 本 ， 直 到 他 某 次 发 现 一 包 已 空 为 止 ， 问 这 时 另 一 包 中 尚 余 r(< N) 本 书 的 
概率 or 为 若干 ?这 里 入 为 每 包 书 满 装 时 的 本 数 (这 问题 也 叫 Banach 问题 ). 

解 每 选 一 包 构 成 一 随机 试验 ， 共 有 二 基本 事件 ， 概 率 为 3; 到 发 现 一 空 包 时 ， 如 另 
一 包 尚 有 > 本 ， 那 么 已 做 了 2N -> 次 试验 ， 其 中 共有 次 选 自 现 已 空 的 那 包 ， 由 于 这 入 
次 可 自 2N -r 次 中 任意 选 出 ， 故 


“Yo 
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*( 三 ) 二 项 分 布 B(n,p) 的 一 些 简 单 性 质 . 考虑 (3) 中 的 pr(n,p), 当天 从 0 变 到 m” 时， 


试问 pr(n,p) 如 何 变化 ? 
如 果 g=0, 即 p=1, 由 (3) 显然 得 


po(n,1) = … pn 1(n,1) =0, pn(n,1)=1. 
以 下 设 g>0. 由 pkp(n,p) = (?)p*q"*, 得 ! 


pxr+1(7, p) (mn — k)p 
Pk(n, p) (k++ 1)g 





当 (mm 一 kjp>(k+1)g, 亦 即 np-qg>k 时 


Pk+1(n, Pp) > pk(n, p); 


当 np 一 qg = 上 时 
Pr+1(n,D) = pr(n, D); 
当 np-q<k 时 
Pk+1(n, Pp) < pk(n, p); 
分 三 种 情况 来 考虑 : 


(14) 


(15) 


(16) 


人 日 设 0<mp-g<zmn-1. 这 时 px(n,p) 先是 随 k 增 大 而 上 升 ， 在 ho= [np 一 qj 十 1 达到 
极 大 (lc] 表 不 大 于 a 的 最 大 整数 ); 如 果 np 一 g = ko 一 1 是 整数 ， 那 么 由 (15) 可 见 在 fo 一 1 
及 ko 都 达到 极 大 而 相等 ; 达到 极 大 后 ， 由 (16) 知 pr(n,p) 就 随 着 上 的 增 大 而 下 降 ， 总 之 ， 


如 np 一 g 不 是 整数 ， 则 


Po(n.p) < < Pko_1(n,p) < pro (np) 


> Pkot+1(n, p) >……> pn(n, p); 
如 np 一 g 是 整数 ， 则 


po(n.p) < < Pko—1(n, p) 一 Pko(n, Pp) 
> pko+i(mD) > > pn(n,p). 


(i) 如 果 np 一 q < 0, 由 (15)(16) 知 不 可 能 有 上 述 上 升 部 分 ; 其 实 有 


po(n,p) > pi(n,p) > > pn(n,p), 如 np —g < 0; 
po(n,p) = pi1(n,p) > … > pn(n,p), 如 np — 4 = 0. 





1 下 式 给 出 求 pe (mn,p) 的 递 推 公式 : 
(mn — k)p 
(k++ 1)g 


对 许多 其 他 离散 分 布 ， 也 可 求 出 递 推 公式 ; 例如 ， 对 普 阿 松 分 布 见 $2.4 (7). 


Pk+1(n,P) = Pk(n, Pp); pol(n,p)= qa” 
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(让 ) 如 果 np 一 g 之 nn 一 1 由 (14)(15) 知 不 可 能 有 下 降 部 分 ， 其 实 有 
po(n,p) < < pn imp) < pn(n,p), 如 np 一 9 > 人 一 d 
Po(n,p) < … < pn-i1(n,p) = pra(n,p), 如 np 一 4 王爷 一 | 
由 于 任 一 离散 分 布 被 它 的 密度 矩阵 所 决定 ， 以 后 为 简便 计 ， 以 密度 和 矩阵 来 代替 此 分 
布 ， 考虑 任 一 离散 分 布 
CC0 QQ1 Qo 
人 p1 Pp2 2 )， 


如 果 sup(po, pi1,: …) 在 某 Pk 达到 ， 即 如 


pk = sup(po, p1,***). (17) 
就 称 a 为 此 分 布 的 最 可 能 值 ， 最 可 能 值 不 一 定 唯 一 . _ 
(17) 中 上 确 界 总 存在 ， 因 而 最 可 能 值 至 少 有 一 个 . 实际 上 ， 由 于 pi > 0， 下 = 1 故 
至 少 有 一 j, 使 p; > 0, 对 此 p;, 存在 正 整 数 入, 使 
》、pi < Dj (18) 
i>N 
于 是 sup(po, pi1,***) = max(po, p1, ,PN). 
右 方 有 穷 集 的 极 大 值 总 可 在 某 ps 上 达到 . 


回 到 二 项 分 布 情形 ， 由 上 述 (iD(iilfii) 可 见 : 这 分 布 的 最 可 能 值 不 多 于 两 个 ， 当 而 且 只 
当 np 一 gq 是非 负 整数 (包括 0) 时 恰 有 两 个 ， 下 二 图 说 明 此 二 情况 . 


0.3 0.3 
0.2 0.2 
9.1 0.1 
OO 12 3 4 5 6 7 OO 1 2 3 4 5 6 7 8 
B(7,) 密度 矩阵 图 ， 只 有 一 最 可 能 值 为 2. B (8, 主 ) 密度 矩阵 图 ， 有 二 最 可 能 值 为 2,3. 


82.4 ” 普 阿 松 分 布 与 普 阿 松 流 


(一 ) 普 阿 松 分 布 . 一 种 分 布 所 以 重要 ， 通 常 是 由 于 两 种 原因 : 或 者 它 直 接 产生 于 实 
际 问题 中 ， 或 者 它 作为 某 些 重要 的 分 布 的 极限 而 出 现 ， 因 而 在 理论 上 有 重要 意义 我 们 已 
看 到 二 项 分 布 是 如 此 ， 下 面 即将 叙述 的 普 阿 松 (Poisson) 分 布 也 是 如 此 

设 已 给 常数 入 > 0, 考虑 矩阵 


0 1 2 .i.. _ 和 XAR 
一 e 人 一. 1 
(2 rm 0) 
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显然 pe > 0, 又 
和 
Dm A el (2) 
k=0 


故 82.2(7) 式 成 立 . 
称 密度 矩阵 为 (1) 的 分 布 为 普 阿 松 分 布 ， 它 含 一 参数 入 > 0, 记 此 分 布 为 P(A). 
我 们 来 证 明 ， 这 分 布 是 二 项 分 布 列 的 极限 分 布 ， 精 确 地 说 ， 考 虑 二 项 分 布 


pk(n, D) = (和 re (k= 0,1,...,n). 
定理 1 设 有 一 列 二 项 分 布 {B(n,an)}j, 其 中 参数 列 {an} 满足 
im nan 一 入 >0 (3) 


则 对 任意 非 负 整数 5, 有 
入 


lim pe(n an) 一 e 页 (4) 
As0 wa 
n Nn n Nn nN n 


于 是 





Pk(n, an) = pe k)! [ 十 | [ 加 、 加 o£)] 


ol) 
~ ki(n — k)! ne [ 一 、》 (3 

















0 
= Pte 2 2) 1(1- #) 人 (5) 


-3 
注意 & 是 固定 的 数 ， 故 当 n -oo 时 ， 第 一 因子 趋 于 知 , 第 三 因子 趋 于 1, 第 二 因子 
p 2+oW]" (h- + oD) | 站 ,a 


n Nn 


定理 1 的 重要 特殊 情形 是 当 (3) 化 为 下 列 等 式 时 : 
o = 和 > 0, 因 而 en 一 人 >0 (一 切 m = 1,2,……). (6) 


利用 定理 1, 既 可 以 用 二 项 分 布 来 允 近 普 阿 松 分 布 ， 也 可 以 用 普 阿 松 分 布 来 近似 具有 
其 大 的 的 二 项 分 布 ， 如 已 给 P(X), 只 需 用 B(n,#) 去 过 近 它 ; 如 已 给 B(n,@), 近似 的 普 
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阿 松 分 布 可 取 为 P(na). 不 能 低估 定理 1 的 意义 ， 如 果 n 很 大 ， 对 给 定 的 p, 要 精确 地 算出 


ps(n,p) 的 值 是 很 繁重 的 ， 有 了 定理 4 我 们 可 以 取 它 的 近似 值 e-"” 人 99-, 而 后 一 值 有 表 可 
查 ， 例 如 





800 
pa(800, 0.005) = ( 3 ) -0,0053 .0.995797 


的 精确 值 为 0.1945; 由 于 这 时 np = 800 .0.005 = 4, 得 近似 值 为 


普 阿 松 分 布 常 被 用 来 研究 稀有 事件 的 频数 ， 这 种 事件 在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 p 很 
小 但 试验 的 次 数 n 又 很 大 . 
例 11 自 1875 年 至 1955 年 中 的 某 63 年 间 ， 上 海 夏季 ( 即 5-9 月 间 ) 共 发 生 暴雨 180 
次 ， 每 年 夏季 共有 
n= 31 十 30++31 十 31 十 30 = 153 


天 , 每 次 暴雨 如 以 1 天 计算 , 则 每 天 发 生 暴 雨 的 概率 为 p= 码 污 3; 这 值 其 小 , 而 n= 153 则 
较 大 . 把 暴雨 看 成 稀有 事件 ， 对 它 应 用 普 阿 松 分 布 ， 试 求 一 个 夏季 发 生 上 次 (k= 0,1,2,…) 


暴雨 的 概率 pk. 先 计算 
180 180 


2.9. 
63x153 63 
故 由 (1),po =e^=e ?3 ~0.555;p1 = 和 Ae ^ 一 入 po 二 0.16; 一 般 ， 已 知 pr 时 ， 


A=np= 153x 








Xl A /XX _、 入 
Prri 一 (E41 = (页 ) E+1 


因此 ， 63 年 内 ， 按 计算 应 约 有 63 x pk 个 夏季 ， 发 生 上 次 暴雨 ,下 面 是 实际 观察 值 与 理论 


计算 值 的 对 照 表 ， 例 如 ， 发 生 2 次 暴雨 的 ， 实 际 上 有 14 个 夏天 ， 而 按 计 算 则 为 14.8; 总 起 
来 看 , ， 符 合 情 况 较 好 . 





Pk- 








暴雨 次 数 10 11 2 3 4 15|6 17 |8 
实际 年 数 | 4 8 14 19 10 |4|2 1 1 
理论 年 数 | 3.5 | 10.2 | 14.8 | 14.3 | 10 | 6 | 2.9 | 1.2 | 0.42 














图 1 表示 刀 (10, 盐 ) 与 P(3) 的 近似 误差 度 . 
(二 ) ps 的 变化 情况 ， 为 了 强调 (1) 中 px 对 
的 依赖 性 ， 记 pi 为 pe( 和 ), 因而 pe(X) =e”* 团 ， 






二 项 分 布 B(10, 襄 ) 
普 阿 松 分 布 P(3) 


Pet1(M) 入 
pr(A) k+l (7) 


由 此 可 见 , 如 入 > 十 1, 则 pkHi(A) > pr( 和 A); 如 入 一 天 十 
1 则 aiOA) = pgp( 和 ); 如 入 <R+TL 则 pkrai(A) < pr( 和 A). SN 
因此 ，px( 和 ) 起 初 随 着 天 增 大 而 上 升 ， 在 [达到 极 一 
大 ， 如 果 入 = [和 , 即 入 是 正 整 数 时 ， 有 两 个 最 可 能 图 1 

1 本 例 中 数据 取 自 么 枕 生 著 : 气候 统计 ， 科 学 出 版 社 ， 1963. 
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值 和 一 1 及 入; 然后 随 着 上 k 增 大 而 下 降 1 ,参看 图 2. 


012 (三 ) 普 阿 松 流 . 正 象 
贝 努 里 试验 产生 二 项 分 布 
0 一 样 , 普 阿 松 流 是 产生 普 阿 
0.08 松 分 布 的 现实 泉源 之 一 ， 
0 08 源源 不 断 地 出 现 的 许 
| 多 随机 的 质点 构成 一 个 随 
0.04 机 质点 流 ， 简 称 为 流 ， 例 
0.02 如 , 在 电话 交换 台 , 要 求 打 


电话 的 呼唤 (每 一 呼唤 代 
O123456789101112131415161718192021222324 表 个 要 打 电话 的 人 ) 鱼 
图 2 和 = 12 的 普 阿 松 分 布 密度 矩阵 图 贯 而 来 ， 形 成 一 呼唤 流 (把 
呼唤 看 成 质点 ); 到 某 商 店 去 的 顾客 形成 一 顾客 流 ; 到 达 某 飞机 场 的 飞机 形成 飞机 流 ; 经 过 
某 块 天 空 的 流星 形成 流星 流 ; 纺 纱 机 上 的 断 头 形成 断 头 流 ; 放射 性 物质 不 断 放 出 的 质点 形 
成 质点 流 等 等 ， 由 此 可 见 : 随机 质点 流 所 描述 的 客观 现象 极为 广泛 ， 
以 & 表 在 时 间 区 间 (0,4] 内 总 共 出 现 的 质点 个 数 ， 我 们 最 关心 的 是 & 的 分 布 ， 当 流 满 
足 一 些 条 件 时 ， 这 分 布 可 以 求 出 . 
称 流 为 普 阿 松 流 ， 如 果 此 流 满足 下 列 条 件 : 
1° 在 任意 ”个 不 相交 的 区 间 (ai,5i] 中 ，i = 1,…,n, 各 自 出 现 的 质点 的 个 数 (ai,b;] 是 
独立 的 ; 也 就 是 说 ， 对 任意 ”个 非 负 整数 上 诸 事 件 E(ai,8i| = ,i ==1,2,…,n 是 独立 的 . 
2° 在 长 为 + 的 区 间 (a,a 十 引 中 ， 出 现下 个 质点 的 概率 vx(t) = PE(oa+ 直 = 间 与 无 
关 ; 而 且 volt) 不 恒 等 于 工 
3° 在 有 限 区 间 (a,a 十 引 中 只 出 现 有 穷 多 个 质点 ， 即 


> vx(t) 一 工 
k=0 


4° 在 (a,a 二 相 中 出 现 一 个 以 上 质点 的 概率 w( 引 (= 1 一 vo( 引 一 w(t)) 关于 t 是 高 级 无 穷 
小 ， 即 


lim Wa) 0 
t=0 t 
定理 2 对 于 普 阿 松 流 ， & 有 参数 为 Xt 的 普 阿 松 分 布 ， 和 是 正常 数 ; 即 
k 
p(é: = 由 =e 的 ( = 0,1,2,...). (8) 


证 对 0<s<t 令 v(t—s)= P(& —é£,=k). 由 1°,2°, 





1 如 要 计算 3 ps 的 值 ， 可 利用 恒等式 : e-* 入 外 = 证 / xme-=dz 此 式 可 用 归纳 法 及 分 部 积分 证 明 . 而 
k=0 
LN zre ?dz= (fe 一 三 )2e- az =m!— 及 2mte-z dz; 故 >》, 人 一 工 -二 三 zme-? dz. 最 后 一 积分 称 为 不 
k=0 


m! 


完全 Gamma 函数 ， 其 值 有 表 可 查 ， 参 看 88.1 中 的 注 ， 见 298 页 . 
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设 wG) = 6 则 mm 人 3) = 寻 , 对 任意 给 定 的 二 取 整数 使 满足 二 1 <t< 二 因而 ;itn) 与 
.nn 有 关 . 令 半 一 co, 由 ;的 定义 得 主 一 十 与 1 一 根据 wo(1) 的 概率 意义 ， 可 见 vo(t) 是 


的 不 增 函 数 ， 于 是 | 
和 (9 >a0>w 人 = 具 





于 此 式 中 令 一 co, 得 
vo(t)} = 0:. (9) 
注意 0< 09= wo(1) < 1,4 与 无 关 ， 故 (9) 对 任意 t>0 成 立 . 

如 果 说 9= 0 则 vo(#) = 0, 由 1°,2° 可 推 知 在 任 一 有 限 区 间 中 出 现 无 穷 多 个 质点 的 概 
率 为 1, 这 与 3° 矛盾 . 如 果 说 9= 1, 则 vo(t) 三 1 而 与 2° 矛盾 ， 从 而 0<0<1. 故 必 存在 常 
数 和 > 0, 使 9=e-*. 由 (9) 得 

vo(t) = eX. (10) 
”下 面 计算 or 伯 , 它 是 在 (aa 十 十 中 出 现下 个 质点 的 概率 ， ( > 0). 由 2? 不妨 取 a=0, 将 
(0 证 分 成 一 个 等 长 的 互 不 相交 的 子 区 间 ， ”> 上, 以 41 表 事 件 “在 某 天 个 子 区 间 中 ， 各 恰 
好 出 现 一 个 质点 ， 而 且 其 余 n 一 个子 区 间 内 不 出 现 质 点 ”;42 表 “至少 有 一 子 区 间 内 出 现 
一 个 以 上 的 质点 ”;4s 表 “在 (0, 引 中 出 现 上 个 质点 ”. 则 


v(t) 一 P(Ai) + P(A2As). (11) 


Ph = (7)lor(B lot 
由 (10) 及 4°, 当 n 一 oo 因而 6 一 0 时 








[vol6)]"—* = ex 及 一 eye = eX[1 + oD)), 
[oi(6))* =[1 — es — YO)]* = [1 ~ e-* + o(6)]* 
= +0) = SE + oD) 
故 
P(A1) =e—* Oo 2 Dt) +o(D (12) 
令 n 一 oo 即 得 ， 
P(A) =e* OD.. (13) 


其 次 ，(11) 中 P(4243) < P(A42), 既然 在 任 一 固定 的 区 间 出 现 一 个 以 上 质点 的 概率 为 w(6)， 


由 4 ; 
P(A42) & ny(6) = tt —»0 (一 oo). 

由 此 及 (11)(12), 立 得 

Qt) 


Pl(é 一 Ek) 二 vg(t) 一 ef 0 
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注 1. 以 ?7 表 普 阿 松 流 中 第 一 个 质点 出 现 的 时 刻 ， 那 么 (nn >) 重合 于 (和 = 0), 由 (10) 
得 
Pl(n >t)= P(t =0)= v(t) =e™™. (14) 
赦 如 +>0, 则 Plng 划 =1-e ;如 tg 0, 则 因 ” 不 可 能 为 负 或 0, 故 P(m < =0, 这 说 明 
7 有 指数 分 布 (参看 $2.2(19), 取 那 里 的 参数 =-0, a = 入 ). 


§2.5 ” 正 态 分 布 


(一 ) 产生 正 态 分 布 的 实际 背景 正 态 分 布 在 概率 论 中 起 着 非常 重要 的 作用 ， 在 各 种 
分 布 中 ， 它 居于 首要 的 地 位 . 我 们 在 实际 中 常常 遇 到 一 些 变量 ， 它 们 的 分 布 近似 于 正 态 分 
布 ， 例 如 ， 在 同一 生产 条 件 下 制造 的 电灯 泡 ， 使 用 时 数 上 随 着 每 个 灯泡 而 不 同 ， 璧 如 说 ， 
第 一 个 可 用 1200 小 时 ， 第 二 个 1280 小 时 等 等 ， 因 此 ，& 是 一 个 变量 .实践 证 明 ，《 的 分 
布 是 近似 正 态 的 ， 俗 话说 : 中 间 大 ， 两 头 小 ， 就 是 正 态 分 布 的 一 个 性 质 ， 一 般 说 来 ， 在 生 
产 条 件 不 变 的 前 题 下 ， 许 多 产品 的 某 些 量度 (如 青 砖 的 抗 压强 度 ， 细 纱 的 强力 ， 螺 丝 的 口 
径 等 等 ), 都 近似 地 有 正 态 分 布 . 这 种 情况 在 许多 自然 科学 中 也 出 现 . 例如 ， 热 力学 中 理想 
气体 分 子 的 速度 分 量 ， 射 击 时 命中 位 置 对 目标 沿 某 些 坐 标 轴 的 偏差 ， 物 理学 中 测量 同一 物 
体 的 测量 误差 ， 生 物 学 中 同一 种 生物 机 体 的 某 一 量度 (如 身长 ， 体 重 ), 某 地 区 一 年 中 的 降 
水 量 等 等 ， 都 是 如 此 . 

上 述 各 种 量 有 一 共同 特点 : 它们 可 以 看 成 为 许多 微小 的 ， 独 立 的 随机 因素 的 总 后 果 ， 
例如 ， 灯 泡 的 使 用 时 数 受 着 原料 ， 工 艺 ， 保 管 条 件 等 等 因素 的 影响 ， 而 每 种 因素 ， 在 正常 
情况 下 ， 都 不 能 起 压倒 一 切 的 主导 作用 . 以 后 会 看 到 ， 具 有 这 种 特点 的 变量 一 般 都 可 认为 
有 正 态 分 布 ， 这 一 结论 的 准确 的 数学 叙述 见 $3.4 中 的 中 心 极限 定理 . 

(二 ) 正 态 分 布 的 定义 . 设 已 给 二 常数 a 及 o > 0, 定义 函数 





z) = — le-(e-0)/207 
paol ) GgVIn (> € Ri) ， (1) 
它 含 二 参数 a,o. 特别 ， 当 a = 0,0 =1 时 ， 简 记 
o(z) = po(7) = 后 (2) 
显然 pa.s(z) 取 正 值 ， 试 证 82.2(15) 式 成 立 ， 即 有 
{val () 
其 实 ， 令 < 二 YY， 则 | 加 加 
/ pao (T) dz = 人 ply) dy. (4) 


CR (Le 


一 1 广 广 ee TY )/2 dzdy. 
2T 一 co v 一 oo 
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图 2 正 态 分 布 函数 @(z) 图 
图 1 正 态 密度 函数 2(z) 的 图 . 最 下 一 横 线 表示 : 在 
(~3,3) 中 曲线 下 之 面积 为 99.7%, 其 它 横 线 意义 类 似 . | 
注意 全 面积 为 1 


2(z) p3,1 (x) 





采用 极 坐 标 ， 令 zz=rcos 9,y = rsin 9 并 利用 


oo 
2 2 oo 
/ e /2rdr=~—e "/? 
0 


(fo) £7[ e-" /2rdrdb = 1. (6) 


既然 /wp(y) ay 非 负 ， 故 有 上 式 及 (4) 即 得 证 (3). 
称 密度 函数 为 2uc(z) 的 分 布 为 正 态 分 布 ， 为 了 标明 二 参数 a,o > 0, 通常 记 此 分 布 为 
N(a,0), 它 的 分 布 函数 记 为 Bao (2): 





=1, (5) 


即 得 





Bas(z) = 二 ee 已 )， (7) 
B01(7z) 简 记 为 (x), 即 ) _ 
更 (Z) = 专人 e-y /12 dy. (8) 


(三 ) 简单 性 质 . yo,o(z) 及 Bo,o(z) 具有 下 列 性 质 : 

1? 它们 处 处 大 于 0, 而且 具有 各 级 连续 的 导 函 数 . 

2° pao(z) 在 (-co,a) 中 严格 上 升 ， 在 点 a 达到 极 大 值 二 入, 在 (a,%) 严格 下 降 ; 当 
zZ 一 oo 或 z 一 -oo 时 ，ywac(z) 一 0. 

3° wauc(z) 关于 点 a 对 称 ， 即 


Vaala t+ 7) = Pao (a — £). (9) 


4° Bao(a — 1)=1— Bao(a+ 7). (10) 
实际 上 ， 1°, 2°, 3* 是 明显 的 ， 由 于 poco(z) = poc(-z) 及 (3), 得 


1 |/ —y 2 /207? wt/ ey /207 | 

27 Ce 

=_1 |/ —y /20 w+f e-y /207 | 一 1 
27 一 zw 


在 左边 作 变数 变换 y =z 一 a, 得 
1 Qa—z 2 2 z+a 2 /902 
|/ e—(z—a) /20 +f e-(z*—2) /20 dz =1, 
OV2T 1 J- 一 co 
此 即 (10). 


函数 po,o(z) 的 图 可 自 po,o(z) 的 图 经 坐标 平移 得 到 ( 见 图 3); 当 a 固定 而 o 变 小 时 ， 
puc(z) 的 图 形变 得 愈 尖 ， 因 而 在 le 一刀 e+ 用 中 曲线 下 面 的 面积 愈 来 愈 大 ， 这 说 明 分 布 的 
质量 愈 来 愈 集中 在 点 & 的 附近 ， 图 4 就 = 0 时 具体 地 说 明了 这 种 现象 . 由 此 可 见 ， 参 数 
ao 有 着 鲜明 的 概率 意义 : o 的 大 小 表示 分 布 的 分 散 程度 ，o 越 大 则 分 散 程度 也 越 大 ， 
而 a 则 表示 分 布 大 部 分 质量 所 集中 的 地 点 ， 在 a 的 周围 团 案 着 大 部 分 质量 . 图 1 说 明 ， 按 
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N(0,1) 分 布 的 质量 ， 有 99.7% 左右 集中 在 [-3,3! 中 ， 因 此 ， 尽 管 全 直线 每 一 区 间 [a, 引 内 
都 有 质量 (B(b) - (a) > 0), 但 只 有 0.3% 左右 在 [-3,3] 外 . 换 旬 话说 ， 如 £ 是 以 N(0,1) 为 
分 布 的 随机 变量 ， 则 


3 
P(-3<é€ <3)= 志 / ec- /2 dz ~ 99.7%. (11) 
TJ-3 
P(EE[- 3,3]) ~ 0.3%. 


概率 论 中 ， 除 了 已 介绍 过 的 二 项 分 布 、 普 阿 松 分 布 与 正 态 分 布 外 ， 还 有 许多 重要 的 分 
布 ， 读 者 可 参看 本 节 后 面 的 常用 分 布 表 ， 这 表 的 各 项 内 容 会 逐渐 为 读者 所 理解 . 

*( 四 ) 产生 正 态 分 布 的 实例 .上面 两 节 中 已 经 阐明: 二 项 分 布 主要 产生 于 贝 努 里 试 
验 ， 普 阿 松 分 布 则 联系 于 普 阿 松 流 ， 那 么 ， 正 态 分 布 的 实际 源泉 又 是 什么 呢 ? 关于 这 一 
点 ， 上 面 第 一 段 中 已 作 了 一 般 的 说 明 ， 它 经 常 作为 极限 分 布 而 出 现 . 这 里 再 举 两 个 例 ， 说 
明 它 还 是 某 些 随 机 变数 的 精确 分 布 ， 并 叙述 推导 出 正 态 分 布 的 思想 和 方法 ， 这 是 很 有 启发 
性 的 ， 从 历史 上 看 ， 正 态 分 布 最 初 由 高 斯 (Gauss) 在 研究 误差 理论 时 发 现 ， 因 此 我 们 也 从 
这 里 开始 . 

例 1 (误差 的 分 布 ) 设 对 某 个 量 (如 溶液 的 浓度 )z 进行 ” 次 独立 的 测量 ， 得 测量 值 为 
zi 因而 误差 为 s = zi 一 z, (i 二 1,…,n). 这 里 es 及 zi 为 随机 变数 ， 而 z 为 未 知 常数 、 设 s; 
的 密度 为 f(z; - z),( 我 们 用 同一 字母 x; 表示 随机 变数 及 f 的 自 变量 ， 看 上 下 文 即 可 区 别 ) 
则 61,…,en 的 联合 密度 为 工 = [flz; - z), 这 里 连 乘 号 条 及 以 下 的 寺 都 对 i=1,…,n 进 
行 . z 的 值 应 使 二 极 大 ， 以 最 有 利于 z1,…,z。 的 出 现 ， 故 > 应 满足 至 = 0 (这 是 最 大 似 
然 法 的 思想 ， 详 见 85.3). 由 于 log z 是 xz 的 上 升 函数 ， 所 以 工 与 log 工 在 相同 的 点 > 上 达 
到 极 大 ， 故 > 也 满足 -4 了 = 可 人 和 于 = 部 g(xi 一 x)=0, (其 中 设 g(y) = f(y)/f(y)). 由 
于 测量 值 的 平均 数 = 部 zi/n 最 可 能 接近 真 值 x, 故 可 设 


G = > g(ri— a)= Dg(yi) = 0，( 其 中 yi = zi 一 a). 





但 因 Y= vina= 0, 故 这 个 变量 中 只 有 nl 个 是 独立 的 ， 令 轴 = 一 (人 十 … 十 加 1). 


微分 上 式 得 
3aG OG Oyn 


Oy: Oy Oyi 





= 0, 


亦 即 
9g _ 99 


Oyi Ovyn 


这 表示 09(yi)/9y; = c( 常 数 ) 从 而 g(y) = cy + 5b 为 常数 ) 故 G = ci 十 mb， 但 由 上 述 
G=0 呆 六 =0 故 8=0. 于 是 ()/f() 三 gy) = cy 所 以 f(y) = kexp (3cy), (k 为 常数 ). 
为 了 使 f(y) 是 密度 ， 必 须 [f(y) dy = 1 故 c 必 为 负数 ， 令 c= 如, (c > 0), 代入 后 积分 
即 得 大 = 一生, 由 此 推 知 误差 s 应 有 N(0,0) 正 态 分 布 ， 

例 2 (射击 偏差 的 分 布 ) 向 平面 上 的 靶 进 行 射击 ， 得 位 在 原点 0, 射击 后 子弹 落 在 4 
点 ， 它 的 横 坐 标 与 纵 坐 标 X,Y 代表 沿 > 轴 及 gy 轴 的 偏差 ， 是 两 个 随机 变数 ( 见 图 5). 试 在 
下 列 假设 下 ， 求 X 与 Y 的 分 布 . 
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(a) XX 与 Y 的 密度 函数 pz(z) 及 ql(y) 都 是 连续 的 ， 而 y 

且 p(0)g(0) > 0; A(X,Y) 
(b) 革 与 Y 相互 独立 ， 
(ojX 与 了 的 联合 密度 函数 在 点 (zx,y) 的 值 只 依赖 于 ” 

此 点 与 原点 的 距离 + = VB 于 5 
我 们 来 证 明 : 这 时 


1 2 2 
ee ® /20, (12) 


P(7) = 元 7 于 图 5 


即 节 有 NN(0,o) 正 态 分 布 ，o > 0 是 某 常数 .由 于 X,Y 处 于 平等 地 位 ， 故 工 也 有 六 (0,5) 
分 布 . 


实际 上 ， 由 (b)(c), X,Y 的 联合 密度 在 点 (z,y) 的 值 为 
p(z)q(y) = s(7), r= Vr?+. (13) 


在 此 式 中 ， 先 令 z= 0, 得 p(0)qa(y) = s(gh); 又 令 y=0, 得 p(z)q(0) = s(Iz). 由 此 知 gq(%),p(z) 
都 是 偶 函 数 ， 于 是 





s(ly|) 2( 09(0) 
0) 一 OpO 


以 此 式 及 s(r) = p(r)q(0) 代入 (12), 并 除 以 p(0)g(0), 即 得 


PCz) p(y) _ pr) 
p(0) p(0) 2(0) 


令 ， f(z) = log ?8, 改写 上 式 为 
f(7) = f(z) + f(Y), 如 r? = 2 + 
如 果 z? = z3 十 3, 连用 此 式 两 次 ， 得 | 
f(7) = f(z) + fy) = f(51) + f(z2) + f(y), 如 rT? = ot + 22 + 





如 r2 二 22 十 访 . 


故 一 般 地 有 ， ， 
10) = 2 fe), Wr = 2 
特别 ， 选 =n2, 并 令 z= zl=…=zk 有 
f(nz) = n2f(z); 或 f(n) = m2f(1), 如 z=1. 
又 对 z= 畦 , m 为 整数 ， 有 
mf (TD)= f(r) = fm) = mf(), 


即 f( 畔 ) = c( 加 )>, 其 中 c= f(1); 这 表示 ; 对 一 切 有 理 数 z, 有 f(z) = cz?. 由 假设 (a), f(2) 
连续 ， 故 此 式 对 一 切实 数 都 正确 ， 因 之 


p(z) = p(0)ecr . 
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分 布 名 称 分 布 或 密度 函数 jz) | f(z) 的 图 形 
Pe=1 
单 点 分 布 (为 某 常数 ) | 
Po 一 和， p>=0,g>0 
本 点 分 布 Pi=p, 人 p+g=1 ) | 
屎 =( 天 )pra™—* 
二 项 分 布 B(n, 了 P) p > 0,g > 0 为 常数 ,p 十 9 二 1 
k=0,1,..…,n 
| 
i 入 
普 阿 松 (Poisson) 肥 =e > 
分 布 已 (入 ) (k=0,1,.…, 和 > 0) | 
癌 到 二 pqKETIT k=1,2,.., 
几何 入 有 (p > 0,g > 0 为 常数 ,p 十 9 二 1) | _ 
1 -一 
ra-{ en 3h 
均匀 分 布 0， 其 它 . 
(a 及 h > 0 为 常数 ) -| a—~h a at+h | 
be ™”, Zz>0; 
f(z)= b=0.5 
指数 分 布 0, <0. 
(5 > 0 为 常数 ) 
正 态 分 布 i -和 
N(a,o) fc) 一 5 2 
(o > 0) (a 及 0 > 0 为 常数 ) 
0， rz<o0, 
一 1 卫 _1 一 多 
X2(m) 分 布 je) {Rs e 2, 
z > 0. 了 全 正 整数 ) 





加 马 (Gamma) 
一 分 布 Tb， 中 





0， 2Z < 0 
-| b? p—1l1_—bz 

TP)” ce “, >0. 

(2 > 0,p > 0 常数 ) 














1. 设 C 为 某 类 分 布 ( 例 如 正 态 分 布 类 ), 如 对 任意 玉 < C, 本 EC, 它们 的 着 积 五 * F2 € CO,( 参 看 
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分 布 表 





k 阶 和 矩 mx, (m1 为 数学 期 望 ) 















































特征 函数 鲁 (1) 阶 中 心算 cx (cz 为 方差) | 附 注 
eict mk 三 C 
cx 二 0 | 
it mk=—=p 
pe 十 9 cz 一 pa | 
1. 加 法 定理 成 立 7 : 
罗 ma 一 mp B(n,p)* B(m,p)= B(n + m,p) 
(pe + gq) cy =npg 2. 如 6 独立 ， 有 相同 的 两 点 分 布 ， 
(=1,…,n) 则 > 上 有 二 项 分 布 
t=1 
eAeit—1) mi= | 加 法 定理 成 立 
C2 二 1 P(A1) * P(X2)= P(A + M2) 
eit(1 — geit)-1 mi=p™,, 
? cz=gp? 
1 (ath)rri— (a— her 
sa sin th 2h k+l 如 & 的 分 布 函数 严 (z) 连续 ， 则 
” 1 1 一 下 (6) 在 [0.] 中 均匀 分 布 
cz = =h? 
3 1 二 
， ?1 一 大 
QF) st 指数 分 布 是 Gamma 分 布 的 特殊 情形 
62 
二 -| 加 法 定理 成 立 : 如 & 独立 ， 各 有 分 布 为 
[7212 各 阶 矩 存在 : Nei ci) d 为 常数 
eo" 2 mi=a 则 3 Dciéi 十 d 的 分 布 为 
c2k+1 二 0 2 i 
cakp=1:3...(2k ~ 1)o N (Denta eo) 
YY 一 工 Y 一 工 
1 1， 加 法 定理 成 立 : 
x2(n) * Xe(m)=Xx (n+ m). 
=n(n + 2):... (n+2k— 2), 
1 ™* "0 2 ) 2， 如 &: 独立 同 分 布 为 N(0,1), 则 
(1 — 2it)"/2 _ ” 
C2 = 2n. n 
》 和 之 分 布 为 X?(n) 
i 二 1 
上 1 它 是 p 个 (p 为 整数 时 ) 指数 分 布 的 卷 
1 积 ; Pp 二 1 时 化 为 指数 分 布 . 
] me= PP+1) .P+k— D), 2. 加 法 定理 成 立 : 
@ 世 )? p (k=1,2,...); Tlb, pi1] * Tlb, pz] =THb, pi 十 p2]. 
6 本 n 1 
— 二 一 村 2 
| 3. 当 p 二 3b 一 时 化 为 X?(m) 分 布 





§2.8(6)), 就 说 对 C 加 法 定理 成 立 . 
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分 布 名 称 | 分 布 或 密度 函数 ffz) | 


f(x) 的 图 形 








伯 塔 (Beta) 分 布 


| 


0， Zz 达 0 或 x > 1; 

T(p+q), p-1 

T(p)T'(q) 
0<z<1, 


(Pp > 0,9 > 0 常数 ) 


0 


{1 一 z)9 一 ， 






















































入 一 
© h: 二 一 一 一 一 一 一 一 ~ 和 
NS 71) 和 人 多 1)? AL Nm 
| hn 
拉 普 拉 其 1 -< 
二 一 入 
(Laplace) Je) 2X° 
分 布 (入 > 0 常数 
T | 二 一 一 
| T(z 十 2) 2。 n+l . 
学 生 (Student) f(z)= 2 (1 十 对 ) 2 
分 布 (t(m] 分 布 Vv rT(3) n 
其 中 T(p)= zr le *dz, (p>0) 一 4 一 2 2 4 
他 一 3 时 
= | 
工 二 2) ki kz 7 学 -1 (ki=10, k2=50) 
天 2 k ky” Kk SE 0.6 
下 一 分 布 r (二 )T( 过 ) (ka + kr) 2 (ki=10, ks =4) 
(Fki ,2 ) 2 2 
如 zx 之 0; 
(ki, 2 为 正常 数 ) | 
韦 布 (Weibull) 分 7 四 )= ozc lex ，(z>0) 
(入 > 0,a > 0 是 常数 ) 
0， (z < 0)i; 
对 数 正 态 分 布 fc)= 1 ee (x > 0) 
TOV27 








-1 
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续 表 





特征 冰 数 sg | 


K 阶 矩 rz (mi 为 数学 期 望 ) 





C2 





一 人 让 CT9+T (praqtk—1) 
(k= ) 


) 


pg 
(p+q)(p+4g+1) 





k 阶 中 心 矩 ck, (cz 为 方差 ) 附 注 
1. 如 丰 ;Enjm 独 立 ， 同 分 布 为 
N(0,o), 则 
mm 了 十 ?ma 
(p+1)...(p+k— 1) 2e/ 9 
p{p 二 “(Pp 十 —1 i=1 7=1 
Tk 有 Beta 分 布 ， 此 时 p 二 之,g 二 之 


] 2'” 2 
2. 当 p 二 9 二 3 时 ， 化 为 反正 弦 分 布 ， 
其 密度 为 


1 
AVz(l— 2z) 


分 布 函 数 为 arcsin VT 


,(0<z<1); 








加 法 定理 成 立 : 
ipt— Xlt| < c( 和 li; p21) * c(A2, 12) 
e 各 阶 和 矩 都 不 存在 = CA 二 入 ,三 十 四 
| 
it 
TT A 各 阶 失 有益 














k(< 2) 阶 矩 有 穷 : 1. 设 上 ,66 独立， 同 分 布 为 
7721 二 0， (1 < n); N(0,0), 则 
vv 一 C2v 二 1 
m2 -7° 1.3... (20 — Dn </ 元 包谷 有 Student 
(2 — 2)(n — 4).…(n— 2v)’ 分 布 t(n), (与 c > 0 无 关 ). 
(2v < a 2.n 二 1 时 化 为 Cauchy 分 布 c(1, 1) 
(a) (2 +L 7 : 
‘A kz 如 7 独立 ， 分 别 有 X?(k1), Xx?(k2) 
nr(3)T(3) | 
2 2 分 布 , 则 


对 ki < 2k < 2 存在 ; 
2k2(ki + kz 一 2) 
= , (kz > 4). 
ki(kz ~ 2)2(k2 — 4) (k2 > 4) 





C2 





€/k1 
n/k2 





及 一 分 布 Fki,k2 





me=T (2 十 1) A */®, 
= +1) {T(E+D))}] 


当 ga 二 1 化 为 指数 分 布 








2 
pato’/2 
mi 二 eé ) 


2 
mn 一 e2(a+ ) ， 
2 2 
ca 一 e2e+c (e” 1), 


mk eo+(n2o?)/2 





设 上 有 N(a,c) 正 态 分 布 ， 
令 上 =log7) 则 7 有 对 数 正 态 分 布 





要 使 p(x) 在 (-oo,co) 上 可 积 ， 必 须 ec < 0, 故 可 令 ec = -十 ， 再 由 Jp(lz)dz = 1, 得 
p(0) = 元 党: 于 是 得 证 XX 有 NN(0,1) 分 布 . 


82.6 nn 维 随 机 向 量 与 n 维 分 布 


(一 ) 随机 向 量 . 理论 与 1 维 时 类 似 ， 我 们 只 着 重 叙 述 新 颖 之 处 . 

设 和 (wo)，…,cn(w) 为 定义 在 同一 ! 概率 空间 (9, 丰 , P) 上 的 m 个 随机 变数 ， 它 们 共同 
构成 一 n 维 随机 向 量 上 (ww): 

€(w) = (é1(w), ,én(w)). (1) 

常 把 E(w) 简写 为 纪 , 但 留心 不 要 与 上 述 各 节 中 的 随机 变数 的 记号 混淆 . 当 wo sQ 固定 时 ， 
£(wo) 是 一 通常 的 维 向 量 . 

一 维 随 机 向 量 就 是 随机 变数 . 

对 任意 ”个 实数 z1,…,zn,w 一 集 


(€1(w) & x1 én (wv) & xn) = 门人) & Ti) EF; (2) 


称 n 元 消 数 
(zi ,Tn) = P(Ei(w) & 71 ,En(W) & Tn) (3) 
为 E(w) 的 分 布 函数 ， 或 称 为 &1(w),… ,én(w) 的 联合 分 布 函 数 . 
引 理 1 设 4 为 n 维 波 雷 耳 集 ， 即 4e B。 则 


(é(w)€ A)EF (4) 


证 _R 中 全 体 使 (4) 成 立 的 集 4 构成 BB, 中 一 o- 代数 器 . 由 (2) 知 骂 包含 一 切 如 下 
n 维 区 间 II(-co, si, 全 体 这 种 区 间 的 集 记 为 9, 则 名 D3 9, 于 是 ;2 0(9)= 65。( 参 看 $2.1)， 


这 得 证 (4). 口 
定义 
Pe(A) = P(é(w) € A), (A € Bn). (5) 


显然 瑚 (4) 是 B. 上 一 概率 测度 ， 称 Pe(4)(4 € 5,) 为 &(w) 的 分 布 ， 或 称 为 &1(w),… ,én(w) 
的 联合 分 布 . 

定理 1 函数 Fe(z1,…,zn) 具有 下 列 性 质 : 

(1°) 对 任 一 zx; 是 单调 不 减 的 ; 

(2") 对 任 一 xz; 是 右 连续 的 ; 


(3?) 令 
Fe(z1, Bil, —00, Ritl ,Tn) 二 lim Fe(z1,..., Ln), 
Fe(00,.…*, 00) = lim Fe(zl ,Tn), 
2Z1 一 oo Zn 一 co 
则 
Fe(zi， “T1000, Tily , Tn) 一 0， Fel(%, 四 , oo) 一 1; (6) 





1 在 以 后 各 章节 中 ， 当 同时 考虑 多 个 随机 变数 时 ， 如 无 特别 声明 ， 总 假定 它们 定义 在 同一 概率 空间 上 ， 
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(4°) 设 zi < i, i = 1 ,nn, 则 


t(y1,: “ .yn) -Pn 十 》 Fi — .+ 1)”F(z1,: “ 2n) > 0， (7) 
i<7 


其 中 Fij...k 是 当 Zi Vi, Z7 Tj, Zk = Tk 而 其 余 = 时 Fe(z1,..*, Zn) 的 值 . 
证 ， 性质 (1°)(2°)(3°) 可 仿 82.1 定理 1 证明， 注意 (6) 的 前 式 中 是 一 个 zi 一 -oo 而 后 
式 中 则 一 切 z; 一 o0. 下 证 (to). 令 
AiFe(T1,..:, Zn) = Fe(z1,° ,Ti_1 Yi Tit 一 有 (zs 
= P(é; & 7731= l,m or < (wv) & Yi). 


由 归纳 法 易 见 ? 


AliAz .AnFe(z ,Tn) = P(ri < 二 < yi=1,..……,n)>0. (8) 


然而 (8) 式 左 方 值 即 (7) 左 方 值 ， 故 (7) 成 立 ， 口 
注意 : 性 质 (4°) 不 能 自 (1°)(2°)(3°) 推出 ， 当 n=2 时 ， (7) 中 左 方 值 为 P(é € [LILIILIV 
]) ~ P(é € [ILIV]) ~ P(é € [HLIV])) + P(€ € [IV]) = P(E € 四 ) > 0,( 见 图 1). 


(zx1, y2) 


(y1, y2) 


(y1, £2) 





1 
例 1 定义 二 元 函数 ( 见 图 2) 


如 zi 二 zaz >0， 


1, 
F(z1, T2) 一 
0， 如 zi 十 2Z2 < 0. 


此 F(zizs) 具有 性 质 (1°)(2°)(3°), 但 
F(1,1)— F(-1,1)— F(1,—1)+F(-1,-1)=1-1-1+0= 一 1 


故 (4°) 不 成 立 . 

(二 ) n 维 分 布 ， 现在 脱离 随机 向 量 ， 考虑 (R, 8。,) 定义 在 B. 上 的 概率 测度 F(A)(A e 
8,) 称 为 n 维 分 布 ; 定义 在 R, 上 的 函数 F(z), (z = (z1,…,zn) e Ra), 如 果 具 有 定理 1 中 
的 四 性 质 (1°)(2°)(3°)(4°), (以 F(x) 代替 那里 的 Fe(z)), 就 称 为 n 元 分 布 函 数 . 

* 定 理 2 n 维 分 布 与 n 元 分 布 函数 是 一 一 对 应 的 ， 

证 明 如 $2.2 定理 1 之 证 ， 只 要 把 那里 的 (-oo0,z] 改 为 HC-%, Zi 让. 





1 实际 上 ， 例 如 ， 设 Az .An 及 (zi on) = PE 入 zii < yi = 2 mn) = G(z) 则 
AlAz…An 开 (zi ,mn) = A1G(z1) = G(y1) — G(z1) = Plzi < & & yoi= 1 0) 
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* 定 理 3 (存在 定理 ) 设 已 给 nn 元 分 布 函 数 F(z), (ze 及), 则 必 存 在 概率 空间 (Q, 丰 , 了) 
及 定义 于 其 上 的 维 随机 向 量 E(w), 使 &lw) 的 分 布 函数 Fe(z) 满足 


Fe(z) = F(z), (— 切 zx € BR,). (9) 


证 证 明 与 82.2 定理 2 的 相仿 ， 简 单 重 述 如 下 : 令 (9, 下 ,PP) = (Rn, BF) Rn 是 nn 维 
空间 ，w = (w1,…,w) € Rn, B 是 nn 维 波 雷 耳 c- 代数 ， 下 为 已 给 的 F(z) 所 产生 的 n 维 
Lebesgue-Stieltjes 测度 在 8B。 上 的 限制 ， 满 足 


nn 


F( TICea) = F(t1,.…, Ln). (10) 


1=1 
定义 &(w) 为 w 的 第 i 个 坐标 值 ， 即 

&i(wW) = wi, (i=1,..,n). 
即 得 所 和 欲求. 实际 上 ， 由 (10) 


n 


Fe(z1,°°°, 2n) = Plé1 和 Zen & zn) =-z( Ice = F(z1,.…, zn). 口 


i=1 
称 分 布 F(4)(4 e Bo) 及 其 对 应 的 分 布 函数 F(z1,… ,zn) 为 离散 型 的 ， 如 果 它 集中 在 
某 个 有 穷 或 可 列 点 集 (a;) 上 ， 以 {fe] 表 只 含 一 个 点 a 的 单 点 集 ， 令 pi = F({ai}), 则 有 


pi>0, > mm=1 


2 


称 (2 机 2) 为 密度 矩阵 或 密度 ， 设 点 ai 的 nn 个 坐标 为 (ai1,4i2)… ,ain), 则 1! 


F(z1,:.., Tn) 一 dpi, 


其 中 求 和 对 一 切 同时 满足 Qil < Tl din < Zn 的 1 进行 . 
称 分 布 函数 FE(z)(z e R) 为 连续 型 的 ， 如 存在 非 负 函数 f(x) (ze RR), 使 


re)=/ Fes) dyn dy (一 切 z € R,)， (11) 


称 f(z) 为 F(z) 的 密度 函数 或 密度 离散 型 的 分 布 函数 对 应 的 分 布 也 称 为 离散 型 的 ， 

完全 象 一 维 时 一 样 定 义 离 散 型 与 连续 型 的 n 维 随机 向 量 和 它们 的 密度 . 

(三 ) 边沿 分 布 。 设 F(z1,…,zn) 是 nn 元 分 布 函 数 ， 对 应 的 n 维 分 布 为 F(A4);(4 € Bn). 
任意 保留 RCIE 和 < m 个 zi 例如 zzb 而 令 其 他 的 zj; 都 趋向 co, 即 

F(x1,..:, Tk, oo) oo) = , _lim FF(zD Ln). (12) 

容易 看 出 F(z1,… ,zkp;00,… ,00) 是 一 大 元 分 布 函数 ， 称 为 F(z1,…,zn) 的 上 元 边沿 分 布 
函数 ， 而 F(z1,… ,zk, 00,…,00) 所 对 应 的 维 分 布 则 称 为 F(4) 的 维 边 沿 分 布 ， 由 于 自 
zzn 中 挑选 天 个 zi 的 方法 共有 (人 种 ， 故 共有 (%) 个 维 边沿 分 布 函数 - 


1 一 般 地 ， 对 任意 4e Bm, 有 F(4) = 2 (ose 4) Pi; 对 连续 型 则 为 F(4) = ff fy Yn) dy dyn 
A 
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如 果 F(zx1,:-.., Tn) 是 连续 型 的 ， 有 密度 为 (zl ,Tn), 那么 


Fe aa 
- 三 广大 /fs Ja a3) 


见 严 (z zkyoo… ,00) 也 是 连续 型 的 ， 密度 为 
go) = f ci ,Tn)dzn dzk+l， (14) 


如 五 (z1,…,zn) 是 离散 型 的 ， 那 么 F(z1,… ,zx,o0,…,00) 也 是 离散 型 的 ， 其 密度 可 仿 
(14) 求 得 ， 只 须 把 积分 号 改 为 求 和 号 ， 作 为 简单 的 例 ， 设 二 维 密度 


(0 (2,1) (2,2) 9 ) 
1 3 1 1 


3 24 24 2 


决定 分 布 函 数 F(zi,z2), 其 中 四 个 点 的 横 坐 标 构成 集 (1,2,3). 仿 (14), 可 见 F(ztoo) 的 密 


度 为 
( 2 $= (1 和 
3 1 一 
3 效 十 站 # 


( 1 2 4) 
i 1 1 
24 24 2 


如 果 n 维 随 机 向 量 (é1,.* ,én) 的 分 布 函 数 是 F(z1,: TDn)) 即 如 


er to 


F(z1,:.:, Tn) = P(E < Ti bn & Ln) 


令 fi 一 00, i 二 上 十 1,…,n, 则 
F(z1,:.*, Tk, 00,.** ,00) = P(& & 21 SLE). 


因而 (&1,…,éx) 的 分 布 函数 为 F(z1,…, zk,00,… ,00). 由 此 可 见 ， 如 (6 ,én) 是 连续 型 
(离散 型 ) 的 ， 那 么 (1,… ,én) 也 是 连续 型 (离散 型 ) 的 ; 后 者 的 密度 在 上 面 已 求 出 . 

以 上 我 们 对 保留 z1,… ,zx% 的 情况 进行 了 讨论 ， 如 保留 的 是 zi,，… ,zi, 讨论 完全 类 
似 . 

边沿 分 布 函 数 由 分 布 函 数 FF(z1,… ,zn) 唯一 决定 ; 但 反之 不 然 ， 也 就 是 说 ， 不 同 的 分 
布 函 数 可 以 有 一 切 相同 的 边沿 分 布 函 数 . 

例 2 设 有 两 个 二 元 分 布 函 数 为 F(z,y) 及 G(z,9), 分 别 有 密 度 函 数 为 


f(z,y) = 


0, 反之 . 
oo 如 zg<1,0g<y<gl; 
~ 反之 . 


容易 看 出 ， 方 程 
(s+z) (5+ 一 Z 十 V 
2 2 
只 有 根 为 z=,y = 亏 因而 在 正方 形 0< z < 1,0 < y < 1 中， 只 是 沿 二 直线 z= 及 y= 


上 ， f(z,y) = g(z,9), 可 见 F(x,9) 与 G(z,y) 不 恒 等 ， 然 而 两 对 边沿 分 布 函数 恒 等 ， 因 
们 的 两 对 密度 函数 相等 的 缘故 ， 实 际 上 : 


firewew= | Ctyw=3+e 
=- G+s) (+0) = se 

[sw etry-ity 
-Ge /ene 


例 3 设 随 机 试验 BE 有 m 个 基本 事件 41, 42,…, hm, P(4i) = pi > 0 因而 Sp =1. 


今 将 独立 地 重复 n 次 而 得 户 = BE", 以 &; 表 此 n 次 试验 中 hi 出 现 的 次 数 ， 仿 照 82.3(8) 
的 证 ， 可 见 


[ 叶 lm 


nl 


P(é1 = hi,é2 = ko,.*,ém = km) = po Dr (15) 
k; > 0 为 整数 ， 党 一 n. m=2 时 ， 访 为 n 重 贝 努 里 试验 
例 4 (一 般 的 抽 球 问题 ) 设 箱 内 共有 N = EN; 个 球 ， 其 中 N; 表 第 j 种 颜色 的 球 的 


个 数 ， 今 自 箱 内 接连 地 取出 n 个 球 ， 试 求 所 取出 的 球 中 ， 恰 有 第 1 种 颜色 的 球 共和 i 个 ， 
… 第 mm 种 颜色 的 球 共 km 个 的 概率 ， 呈 太 = 


解 在 还 原 情况 下 ， 所 求 概率 为 


nl! ki kz km 
Rikal. .kml P2 Pm 


其 中 p; = 等 , 此 式 是 $2.3(9) 中 右 方 值 的 一 般 化 . 
在 不 还 原 情况 下 ， 所 求 的 概率 为 


WII 
© 
这 是 $2.3(10) 中 右 方 值 的 一 般 化 . 
现在 脱离 随机 试验 , 设 k= (ki,…,km) 是 一 m 维 点 ,其 中 为 非 负 整数 ,而 且 六 =n, 


固定， 全体 这 样 的 点 上 构成 Ri 中 一 有 穷 集 Ai 又 设 已 给 mn 个 非 负数 ps, 沁 pi =1 由 
F(RD = pp pimp, (ke A) (0) 


.74 ， 


定义 的 离散 分 布 已 称 为 m 项 分 布 ， 注 意 


DO FAURED)= (pi+pa 十 … 士 pm) 一 1 
kEA 
当 m= 2 时 它 化 为 二 项 分 布 ， 
例 5 设 De B,D 的 勒 贝 格 测度 |D| > 0. 定义 函数 
1/IDI|， ”如 (z1,…,zn)ED 


,Tn) = : 17 
fl ) { 如 (zl， “0 , Tn)ED, ( ) 


以 f(z1,…,zn) 为 密度 函数 的 分 布 称 为 在 D 上 的 ” 维 均匀 分 布 ， 或 简称 均匀 分 布 ， 它 是 
82.2 例 2 的 一 般 化 . 


(四 ) n 维 正 态 分 布 . 这 是 最 重要 的 多 维 分 布 . 
例 6 设 已 给 常数 a,b,ol >0,oa >0 及 mr|<1. 定义 函数 


(0) = 
'y 27rolooV1 一 72 了 2(1 一 72) 





2 一 al2 2r(z 一 ay 一 一 从 2 
<[E 宇 2 人 -|} ii8) 
它 的 切断 了 的 图 形 见 图 3. 显然 f(z,y) > 0, 下 面 证 明 
ff fa (19) 


以 f(z,y) 为 密度 函数 的 分 布 称 为 二 维 正 态 分 布 ， 为 证 (19), 令 上 5。 = 多 叶 =v. 先 计算 


= 人/ few 人 exp{ -5 2 — 2ruv + v3]} dv 
一 ru)2 十 (1 一 r2)u} dv 





1 
5). Bd 二 7 习 | a 
1 “ef (v— (一 ra) } go 


7 人 
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_ 1 ew/ 
V27 2( 利用 82.5(3)) 





al 
1 下 一 全 2 
二 ee. 3. (20) 
CO1V2T 


于 是 


ce po oo 1 (zs-a)? 
zr,Yy) drdy = e 1 dz=1. 
/. /. A Y) Y 人 GO1V2T 


由 对 称 性 ， 











fo(y) 一 人 f(z,y) dz = a (21) 


然而 及 (z), fo(y) 是 两 个 边沿 分 布 的 密度 函数 ， 故 二 边沿 分 布 是 一 维 正 态 的 ， 即 N(a,o1) 及 
N(b,o2).( 但 反之 不 真 : 两 边沿 分 布 都 是 正 态 的 ， 联 合 分 布 却 未 必 是 二 维 正 态 的 . )( 参 看 144 
页 ， 题 62.) 
现在 考虑 下 列 问 题 : 取 椭 圆 
(zz 一 ao2 2r(z-oy-b), (y-0) _» 


0 二 一 一 三 Cc (22) 


20102 02 
由 (18) 可 见 ， 当 (z,y) 在 此 椭圆 上 变动 时 ， /ftz,y) 的 值 不 变 而 恒 等 于 常数 


ec 
一 7 区 
€ 2(1-—r ) ， 


1 
27rolooV1 一 72 
因而 称 椭圆 (22) 为 等 概率 椭圆 .以 4。 表 此 椭圆 围 成 的 区 域 ， 试 求 F(4.), 已 是 以 (18) 中 
f(z,y) 为 密度 函数 的 二 维 正 态 分 布 . 直观 地 说 : 设 质点 4 按 二 维 正 态 律 分 布 ， 则 它 落 在 椭 
(22) 内 的 概率 为 F(A4。). 
引进 极 坐 标 z 一 a = pcos 9,y -5=psin 9. 并 令 
2 1 [2 Cos bsin b sam] 


一 3 2 
1—7r2l of 0102 03 











3 


则 


(4a)= ftw dra 
Ac 
1 广 oa 
一 一 一- 一 一 e 2 
2xoio02V1—7r?2Jo Jo PP 

le mT fw (23) 
9xolo2V1—r2Jo 52 
于 上 式 中 令 c 一 oo, 得 
1 广 db 
加 2rolo2VI 一 72 /0 3s? 





1 =' lim F(A.) 
C 一 OO 
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因而 附带 求 出 了 积分 局 " 闻 的 值 为 2ro1ozVi 一 73; 代入 (23) 即 得 
F(A) =1- ec- 十 柯 ， 、 (24) 


例 7 设 已 给 ”级 矩阵 互 = (bjx), 满足 条 件 : 
(A) 对 称 性 : br = bi (一 切 jk= 1,…,n); 
(B) 正定 性 : 对 任意 实数 11 ,Tn, 如 果 它 们 不 全 为 0， 则 


> brn > 0. (25) 


7,k=1 


称 这 样 的 矩阵 B 为 级 正定 对 称 和 矩阵 . 以 B-1 = (mj) 表 B 的 逆 矩 阵 ， 以 1B| 表 B 的 行列 
式 的 值 . 
又 设 已 给 向 量 a = (a1,…,an), ai 为 任意 实数 ， 定 义 元 函数 : 


1 n 
zzn) = [CE exp { 一 3 > Tjk(T; — 2;) (Tk 一 ab) (26) 
了 天 一 1 


用 和 矩阵 记号 ， 令 。 表 和 矩阵 。 的 转 置 矩阵 ， 则 (26) 可 改写 为 
1 1 一 / 
fo) = BP {2-0)B (so)}, (se R,) (27) 


显然 f(z) > 0, 下 证 


人 ae 人 fe de den = (28) 


称 以 (27) 中 的 ftc) 为 密度 函数 的 连续 型 分 布 为 维 正 态 分 布 ， 特 别 ， 当 B= 
( 5 "9 ) 时 ， 化 为 例 6 中 2 维 正 态 分 布 


TOI102 o2 


由 于 B 的 对 称 性 ， 根 据 矩 阵 论 知 存在 正 交 逢 阵 了 , 使 


di 0 
1 d2 
TBT’=D= .- ， (29) 
0 dn 


其 中 D 的 非 对 角 线 元 素 各 为 0 而 di 是 B 的 特征 值 ， 即 方程 |B ~ dl| = 0 的 根 ， T= 


外 me 由 B 的 正定 性 知 di >0,i=1,.…,n. 作 变 换 
0 1 


y= (zo)T', BRz=a+y7, 
注意 7T 7!=7T' 也 是 正 交 的 ， 由 此 推 知 变换 行列 式 和 之 值 为 IT| = 士 1 (27) 中 的 
B= IT'DT| = TIDIT) = TTD = di .ed 
(rz 一 oaB-iz -ao =yTB TY = y(T")-1B- iT iy 


=yTBT) YYy =yD 1y = > /di 
i=1 


因此 (28) 左 方 为 


v2 


- 半 痊 
t=1 “4 加 
/ 加 0 7 Ydy 
一 II - 六 ee /2d dy; =1. 
1 一 1 和 一 Ce 


由 于 此 分 布依 赖 于 1 维 向量 a = (a1,…,an) 及 对 维 正定 对 称 和 矩阵 B, 故 宜 记 此 分 布 为 
N(a, B). 关于 它 的 进一步 讨论 见 $2.12( 三 ). 








82.7 ”随机 变数 的 独立 性 ; 条 件 分 布 
(一 ) 独立 性 . 设 (w),…,&n(w) 为 定义 在 概率 空间 (9, 大 , P) 上 的 nn 个 随机 变数 ， 称 
它们 为 相互 独立 的 ， 或 独立 的 ， 如 果 对 任意 实数 z1,…,z，, 有 
下 (1 Zr) 二 五 (z1) Fe(znh， (1) 
这 里 已 是 如 ,en 的 联合 分 布 函数 ， 玉 是 & 的 一 元 分 布 函数 ， 等 式 (1) 可 转述 为 : 联合 
分 布 函 数 (x1,…,zn) 等 于 个 一 维 边沿 分 布 函 数 的 积 ， 有 了 时 把 (1) 写成 下 式 更 方便 : 


P(é1 & z1,° ,bn & 2n) = [[ PGé:; < zc) (1") 


i=1 


称 定义 在 (9, 开 , P) 上 的 随机 变数 列 {#4(w)} 是 独立 的 ， 如 果 其 中 任意 有 限 多 个 随机 变数 是 
独立 的 . 

先 分 别 考虑 两 类 随机 变数 . 

引 理 1 设 &; 是 离散 型 随机 变数 , 它 的 分 布 集中 在 集 A; 上，(G = 1 2 ,7); 则 二,…… ,én 
独立 的 充 要 条 件 是 


PE = ao 名 =a=]T[P(=o， (2) 
i=l 
对 任意 ai € A;(i = 1,:…,n) 成 立 . 
证 将 (2) 式 两 方 对 一 切 满足 cl < zi ,an < zn 的 (qa1,…,an) 相 加 即 得 (1). 反之 ， 
设 (1) 成 立 ， 于 是 有 
P(é&i1 Sg, En_1 Sanén < 0m) = [PE < (3) 


PE & a1 én S ani,én < zn) = Tre.« ai)P(én & zn). 


令 zn fan, 由 后 式 得 


也 一 工 
P(éi < QT En 1 < Qn-1, En < an) 一 II Pl(é; < ai)P(én, < Qan). 
i=1 
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自 (3) 式 减 去 此 式 ， 即 得 


n—l1 
Pl(é1 < 41 ,én-1 < an-_i,én = an) 一 II 了 (6 < ai)P(én, 三 an) (4) 
i=1 
对 (4) 中 Qn—l 作 同 样 讨论 ， 可 得 


了 一 2 


P(éi & a ,én 2 & an-2,én-1 = an-1,én = an) = II P(é; & ai)P(én_1 = an-1)P(én = an) 


i=1 


如 此 共 重 复 m- 1 次 后 即 得 (2). 口 
引 理 2 设 操 :…，,6o 是 连续 型 的 随机 变数 ， 则 它们 独立 的 充 要 条 件 是 : 关于 RR 中 勒 
贝 格 测度 几乎 处 处 有 


Je an) = In (5) 
其 中 /及 下 分 别 是 玉 及 到 的 密度 函数 ; 如 记 坟 都 是 连续 函数 ， 则 充 要 条 件 是 (6) 式 处 处 
证 充分 性 : 由 加 得 
gee) = fe 
= A olen) dn dy -Iney 
必要 性 : 由 (D 得 
太太 了 人 
-IIaeo- 广大 pe0 He 各 加 


这 两 边 对 zl ……zn 各 微分 一 次 ， 即 知 (5) 式 凡 乎 处 处 成 立 ， 
二 连续 函数 如 几乎 处 处 相等 ， 则 必 恒 等 ， 此 得 证 第 二 结论 . 
定理 1 EL， ,En 独立 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 nn 一 维 波 雷 耳 集 Ai,.…, A, 有 


Pléi € A bn € An) = TI P(E € Ai). (6) 
i=1 
* 证 充分 性 : 取 4; = (-cozi 由 (6) 得 (1). 


必要 性 : .定义 nn 元 分 布 函 数 了 (z1,… ,zw) = 用 (z1)…, 本 (zn), 它 产 生 的 n 维 勒 贝 格 - 
司 梯 阶 测度 记 为 FF(4), 4 e 8,, 满足 条 件 : 对 任意 4i e B1,i=1,…, 有 ! 


F(A1 x: x An) = (A1):… F(An), 





1 参看 [10] 第 三 章 85， 
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其 中 4 x…x A。 表 Cartesian 乘积 , 即 R, 中 一 切 满足 € 41,…,ynE hn 的 点 (人 
的 集 , 而 忆 (4) 是 户 (x) 产生 的 测度 , 它 是 &; 的 分 布 . 由 (1) 知 F(z1)… za) = 请 (z1):… zn) 
故 它们 产生 同一 测度 F(4), 4 & B 既然 F(z1,… ,zn) 是 得 ,各 的 分 布 函数 ， 故 F(A4) 
是 它们 的 联合 分 布 ， 于 是 


Pléi € Ai,-i ,én €E An) = F(A x x An)= (A). F(An) 


三 本 P( € Ai). 吕 
z=1 


系 1 设 随机 变数 &1,…,&r 独立 ， 又 f(z) 为 一 元 波 雷 耳 可 测 函 数 ， 宇 = 1,…,n, 则 
用 (1),…,fn(&n) 也 是 独立 的 随机 变数 . “ 

*# 证 因 f(z) 波 雷 耳 可 测 ， 故 对 任意 ce Ri, 集 4? = (2 :f(x) < a) € Bi; (fi(&i) & a)= 
(&; € 48) E 大 (82.1 引 理 3), 大 所 (&i) 是 随机 变数 ， 其 次 


Plw: fi(ti(w)) zi, i= ,n)= Pw: é(w) € AF', i= 1,.…,n), 
由 定理 1, 后 式 等 于 
lre: &i(w) € AT') = ]TPe: fi(éi(w)) & zi). OO 


t=1 
* 定 理 2 (存在 定理 ) 设 已 给 ”个 一 维 分 布 函数 瑟 (z), 则 必 存 在 概率 空间 (9, 下 ,P) 及 
定义 于 其 上 的 独立 随机 变数 刀 ,… ,én, 使 & 的 分 布 函 数 重合 于 Fi(z), i = 1,… ,nn 
证 定义 于 元 函数 F(z1,:… ,zn)， 


F(z1,:.., Tn) = 1 ri). (7) 


易 见 它 是 一 n 元 分 布 函 数 ， 根 据 82.6 定理 3, 知 存在 概率 空间 (9, ,PP) = (Rn, Bn, 了), w = 
(wi ywn) € Rn, 及 坐标 函数 6(w) = wi, &i(w) 是 随机 变数 而 且 刀 (w),… ,én(w) 的 联合 分 布 
消 数 为 F(z1,…,zn). 由 此 及 (7) 得 


Pléi < ri, ,En < zn) 一 五 (zi Zn) 一 TLRces)， (8) 
i=1 


于 (8) 中 令 zi 一 co, 一切 i 关 j, 即 得 
Plé; < 2;) = Pi(2;). 
定理 2 的 结论 对 已 给 的 一 列 分 布 函 数 瑟 (z),: = 1,2,… 也 正确 ， 不 过 证 明 中 涉及 无 穷 
维 空间 中 的 测度 问题 ， 故 从 略 . 
例 1 设 (&1,f2) 有 二 维 正 态 分 布 ， 密 度 函数 f(z,y) 由 82.6(18) 定义 ， 即 








fz) -i oP { 2(1 = 7r2) 
x 让 3 27(z = —b) 十 (y 2 | } (9) 
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在 82.6 中 已 证 明 : 6&1,é2 各 有 一 维 正 态 分 布 N(a,o1), N(b,o02), 密度 分 别 为 








1 _ {2-0)? 1 _ (0)? 
fi(z) = e 2°1 e 2°2 . 10 
( ol V2 》 f2 (y) aa V 玩 人 ) 


由 引 理 2 立 得 : 为 使 6,e 独立 ， 充 分 条 件 是 7 = 0. 

以 后 ($2.10) 会 看 到 ， 这 条 件 也 是 必要 的 . 

例 2 在 贝 努 里 试验 中 ， 定 义 &=1, 如 4 在 第 i 次 试验 中 出 现 . 否则 令 &; = 0. 由 试 
验 的 独立 性 知 {} 是 一 列 独立 的 随机 变数 ， 这 时 概率 空间 应 取 为 乘积 空间 9 = Q”( 参 看 
82.3)9 = (4,4). &; 只 依赖 于 的 第 i 个 因子 . 例如 


&(A:..AAA..)=1, (11) 


ti(A...A4AAA...)=0, (12) 


P(G = kh, bn = kn)= II P(t:=)= 9p" ™, 
i=1 


其 中 = 0 或 1,p 为 在 一 次 试验 中 4 出 现 的 概率 ，g = 1 一 p,m 是 等 于 1 的 的 个 数 . 

(二 ) 条 件 分 布 . 先 回 忆 条 件 概率 的 定义 
P(AB) 
P(B) 





P(A4|B)= 如 P(B) > 0. (13) 


设 已 给 二 随机 变数 &,n, 对 任意 Ce Bi, 如 P(E € C) > 0, 可 考虑 ye Ri 的 函数 


(n < y,é €ocC) 
Pleo (14) 


容易 看 出 P(n < y| & e C) 是 一 维 分 布 函数 ， 自 然 的 称 它 为 在 条 件 te C 下 ， 的 条 件 分 布 
函数 ， 它 所 对 应 的 分 布 称 为 在 条 件 上 seC 下 ，7 的 条 件 分 布 . 

在 许多 问题 中 常常 要 考虑 C 是 单 点 集 {zx} 的 情形 ， 如 果 P(t = zx) > 0, 那么 这 没有 任 
何 困难 ， 问 题 发 生 在 当 P(t = x) = 0 时 ， 应 该 如 何 定义 PO < ylé = z) 才 合理 注意 ， 当 
有 连续 型 分 布 时 ， 一 定 有 P(& = z) = 0; 实际 上 ， 设 fe(y) 是 的 分 布 密度 函数 ， 那 么 


P 
Pl(n < yl €€cC)= 





1 z 十 去 
P(€=7)= limP(z<e<z+ 二 ) = lim fe(y) dy =0. (15) 
逐步 考虑 各 种 类 型 的 随机 变数 ， 


( 甲 ) 设 上 ,7 是 离散 型 的 . 
7ZO Xi T2 _f{fyo Yl VY2 
= (% pl pz2 2 )， "= (% q1 92 ) 
不 妨 设 一 切 p; > 0,q; > 0; 令 
P(E = 2i,7 = Yj;) = piy: (16) 
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于 是 
pi = >_ pi, qj 三 >》 pij， (17) 
了 2 


从 而 
ylt=s)= -2 
Pl vké Di 和 Pi (18) 
2 Di 
P(n < ylé = 2i) = (19) 
( 乙 ) 设 &,7 是 连续 型 的 ， 以 f(z,y) 表 (上 7) 的 分 布 密度 ， 如 果 在 定点 >， 
广 f(x,ydy>0 (20) 
由 于 (19)(18) 的 启发 ， 自 然 地 定义 
jcz)dz 
P< WK 7) = pS fea (21) 
这 定义 的 好 处 是 避免 了 P(é = z) =0 的 困难 . 称 y 的 函数 f(ylz) 
fy) = mY (22) 


[ow f (2,2) dz 


为 在 条 件 上 = z 下 了 的 条 件 分 布 密度 .注意 三 。 f(z,z) dz 是 (é&,) 的 边沿 密度 ， 也 就 是 € 
的 分 布 密度 (参看 本 章 习 题 61). 显然 ， 可 改写 (21) 为 


Pln < ylé = 2) = 人 fl)d. (23) 


( 丙 ) 在 一 般 情 形 下 ， 设 6,7 的 联合 分 布 函数 为 F(z,y). 我 们 定义 P(m < ylé = z) 为 在 
上 =z 下 ，7 的 条 件 分 布 函 数 为 : 


Pog 央 = 可 = lm LE+PY) Fle oy) 


wo 天 zcoo) 二 天 rz 一 aooj， (a > 0,8 > 0). (24) 


只 要 右 方 极限 存在 注意， 上 式 其 实 不 过 是 (14) 式 当 C 逐渐 缩小 为 单 点 集 {z} 时 的 极限 
情形 ， 这 个 定义 与 (19)(21) 是 相 容 的 ， 实 际 上 ， 如 F(z,y) 有 密度 为 flz,y), 则 (24) 化 为 


Z 十 B ry 
. sa J f(w, z) dzdw 
P(n < yté =7x)= lim A see 
ou,B—=0 fo, 三 f(w,z) dzdw 


以 6+ea 除 右 方 的 分 子 ， 分 母 ， 取 极 限 即 得 (21) 几乎 处 处 成 立 . 
如 果 7m, 独立 ， 则 由 F(z,9) = 天 (z) Fw(y) 及 (24) 得 


Pelz + Ply) -Fel — a)Ply) -| 


P(n < ylé = 7)= lim n(y). (25) 


a,B—0 Fel(z 十 有) 一 Fe(z 一 a) 
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这 表示 ?在 上 =z 下 的 条 件 分 布 函数 与 ? 的 (无 条 件 ) 分 布 函数 Fn(y) 一 样 ， 因此， 在 独立 
情况 下 ， 对 : 的 条 件 不 影响 ?9 的 分 布 与 分 布 密度 ， 这 个 结论 很 是 直观 ， 也 很 重要 . 

( 丁 ) 以 上 定义 不 难 推广 到 多 维 情况 . 设 《= (和 和) 人 = (0 7m) 分别 为 nn 及 mm 
维 随机 向 量 ， 我 们 定义 


P(m & gy Mm & Ymlél = T1, ,bn = Ln) 
1i P(m 入 1 Mm < Ym;€ EC) 
一 In 





(26) 


只 要 右 方 极限 存在 ; 这 里 C e Bu。 {z] 为 含 一 个 点 (71,…,zn) 的 集 ，“C 一 {z}” 表示 
CD {z}, 而 且 它 的 直径 d= sup lz ~ zl| 一 0， 距离 是 n 维 欧 氏 空 间 的 . 
z88 


特别 ， 设 &,7,¢ 是 连续 型 的 随机 变数 ， 有 密度 为 flz,y z), 则 类 似 于 (21)(22) 有 


P(C < z=2,n=Y)= Fe (27) 
fly) = 7 (28) 


[2 fr,y,w) dw 
§2.8 ”随机 向 量 的 变换 


(一 ) 问题 的 一 般 提 法 . 随机 向 量 经 某 变 换 后 变 为 一 新 随机 向 量 ， 如 何 求 后 者 的 分 布 
函数 ? 这 问题 无 论 在 理论 上 或 实际 中 都 有 重大 的 意义 . 在 叙述 问题 的 准确 提 法 以 前 ， 先 看 
一 些 例 . 

例 1 设 随机 变数 的 分 布 函数 为 Fe(z), 作 变 换 


二 aé 十 六 (a 天 0). 
以 互 (y)(y€ Ri) 表 随 机 变数 5 的 分 布 冰 数 ， 则 
Fly)= Plat +b Y= Plat < yb). 


如 a > 0, 得 





恕 aa<0, 得 
By) = P(e 2 ) 1- P(e < 7)=1 Fe (0 0). 


车 Fe(z) 有 密度 函数 fe(z), 显然 ! Fn(y) 有 密度 函数 为 


1 这 时 天 (z) 连续 ， 故 Fe(z 一 0) = Fe(z). 
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特别 ， 如 上 有 N(0,1T) 分 布 ， 则 ?了 =cc+a 有 
N(a,o) 分 布 ， (cc > 0). 
例 2 设 上 在 [0 可 中 均匀 分 布 ， 试 求 





7 一 Sin O sin~1! 


y A—sin ly 7 


的 分 布 函数 Fy(9). 图 1 
解 由 于 6eslo 了 可, 故 7 只 能 取 0 中 的 值 ， 对 任意 ye [0,1j, 由 图 1 知 


(y= Pn<y)= Psint y= POSE Ksin y+P(r—sin ly 所 入 T) 
1 


= 工 sin-1y 十 x — (x — sin ly)] = 2sm 3 2 
i TT 
因此 ， 
0， 如 y < 0， 
2sin-! 
(WY) = 如 0 <y<1 (2) 
1, 如 y > 1 
它 的 密度 是 ， 
= -一 一 ，0 和 yy 忒 1 


问题 的 一 般 提 法 如 下 : 

设 nn 维 随 机 向 量 & = (&1,…,&) 的 联合 分 布 函 数 为 Fe(x), z = (7z1,… ,Zn) € Rn, 又 设 
已 给 m 个 n 元 波 雷 耳 可 测 函 数 wi(z), i 二 1,…,m. 易 见 1m = wi(&) = wi(&,…,r) 是 一 随 
机 变数 ， 因 而 5 = (m4,…,mm) 是 一 个 m 维 随 机 向 量 ， 它 自 & 经 wi(zx) i = 1,…,m 变换 得 
来 . 我们 的 目的 是 求 7 的 联合 分 布 函数 而 (四 y = (ym) € Rm 

理论 上 看 ， 这 问题 并 不 困难 ， 实 际 上 ， 对 任意 实数 羡 ……,ym, 考虑 Rn 中 的 子 集 


ci= (7: wir) & yi) € Bn, c= /eeB.. 


i=1 


Fy) = POR & yi Mm & Ym) = Pu(€) & ,Um(€) & Ym) 
=PEec Ecm)= P(t € C)= Fe(C), (3) 


其 中 Fe(4)(4 & B,) 表 & 的 分 布 . 


1 实际 上 ， 对 任意 ae Ri, 点 z 的 集 A4 二 (xz :wilz) a)€ Brn, 故 w- 集 (w :wbly,n) 入 9 一 (wo 
(&1,… ,én) e A) E 大. 其次, 如 只 需 近 似 地 求 出 F(y), 则 可 用 下 法 . 仍 以 例 2 来 说 明 . 利用 56.1, 先 作 出 n 个 独立 ， 
有 相同 均匀 分 布 于 [0,7] 中 的 随机 变数 &i, 并 令 让 = sin 6i, 1 二 1…,n. 以 m 表 满 足 my 的 的 个 数 ， 则 由 83.3 
中 的 强大 数 定理 ， 当 n 充分 大 时 ， 空 近似 地 等 于 互 (y). 对 一 般 的 与 7 = w(€), 方法 相同 ， 先 利用 86.2 以 作出 与 
E 同 分 布 的 n 个 独立 的 和 令 Th 二 wu(&i), 又 设 m 为 满足 my 的 i 的 个 数 ， 则 至 接近 于 Fn(9). 





(3) 式 表示 ， 五 (y) 等 于 上 落 于 ( 即 取 值 于 ) 集 C 中 的 概率 ， 如 果 & 有 联合 密度 为 
ca zj) 则 (3) 化 为 


FF,(W) = ff fee sn) dor den. (4) 
C 


然而 在 实际 计算 Fe(C) 时 ， 却 常常 不 容易 ， 问 题 决 定 于 两 个 因素 : 

1° 图 数 wz)i=1 是 简单 ， 还 是 复杂 ? 

2° & 的 联合 分 布 函 数 (xz) 是 简单 ， 还 是 复杂 ? 

对 ui(z) 及 Fe(x) 作 相 当 强 的 假定 (如 设 wi 是 zl,zn 的 线性 函数 ， (zx) 是 独立 随 
机 变数 的 联合 分 布 函数 等 等 ) 后 ， 可 以 得 到 完满 的 结果 . 

(二 ) 一 些 重要 的 变换 . 

1° 和 的 分 布设 上 = (&1,&2) 是 二 维 随机 向 量 ， 联 合 
分 布 沙 数 为 及 (zl,za), 为 方便 计 ， 改 写 为 F(y z). 试 求 随 
机 变数 Z = & 十 &2 的 分 布 函 数 G(z). 
， 这 时 C= (人 本 :gz ,由 (3) 





G(z) = F(C) = / / dF(y,z). 


图 2 3 十 z 科 了 


这 里 及 以 后 关于 分 布 函数 的 积分 都 是 勒 贝 格 - 司 梯 阶 积分 ， 它 的 定义 及 性 质 见 参考 书 [10] 
或 人 中. 如 (&1,&2) 有 联合 密度 f(y,z), 则 G(z) = J f(y,z) dydz = [fo fy,u — Y) dydu, 
y+z 


故 知 2 也 有 密度 为 


OO 


glz) = Go) = 人 flyr_ydy (41) 
如 ee 独立 ， 分 别 有 分 布 函数 为 所 (办 , 互 (2), 则 由 


Fl(y,z) = Fi(y)F2(2) 





得 
G(z) = | | / CMR -人 [ma) je =- 人 Re- 
-三 mol| | dp) = Pleadraly) (5) 


一 般 地 ， 称 分 布 函 数 (或 分 布 )G(z) 为 二 分 布 函数 (或 分 布 )Fi(z) 及 所 (z) 的 卷 积 ， 如 
果 对 任意 >e Ri, 有 


G(z) = / ~ lz WaR(y) = 人 Ri(s —y) dF(y). (6) 


通常 记 (6) 式 为 
G= Fo*h = FF +* Fy. 
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如 互 (z), Fz(z) 分 别 有 密 度 为 有 (xz), f2(z), 则 卷 积 G(z) 也 有 密度 g(z) 为 
g(z) = 人 户 (z — Wfi(Y) dy = 人 fi(z — z)fo(2) dz. (7) 


由 此 可 见 : 上 述 独立 随机 变数 &,é 的 和 2 的 分 布 函数 G(z) 是 各 自 的 分 布 函数 的 卷 积 ; 
而 且 如 te 是 连续 型 的 ， 那 么 2Z 也 是 连续 型 的 ， 三 者 的 密度 间 有 关系 (7). 

(7) 式 称 为 密度 的 卷 积 公式 ， 并 称 其 中 的 g(z) 为 有 (Zz), f2(z) 的 卷 积 . 

如 ,ea 是 离散 型 的 独立 随机 变数 ，&1 只 能 取 值 2;, (i = 0,1,2,…), 和 只 能 取 值 yy(j = 
0,1,2,…), 那么 z 只 能 取 值 x; + yj(i,j = 0,1,2,…), 因而 z 也 是 离散 型 的 ， 而 且 


P(2=7)= > P(t =2z— zi)P(é1= i) 


i=0 
= 2 P(6a = 7 — YYy)P(é2 = yi). (8) 
这 式 与 (7) 式 相 当 . 
2° 差 的 分 布 ， 差 
和 = 所 一 如 


的 分 布 可 类 似 求 出 ; 或 者 利用 (&1, -ea) 的 联 会 分布 函数 为 


P(€1 & Yy,—é2 &z)= P(t &Y,é2 > —2z) 
= P(ti1 < -Pt yt < -z= Ry) -Fy,—z— 0) 


及 包 一 纪 二 十 (2) 而 化 为 1°, 详细 的 讨论 从 略 . 

3° 商 的 分 布 ， 设 上 = (&1,é2) 是 连续 型 二 维 随 机 向 量 ， 密 度 函 数 为 f(y,z). 前 面 已 经 看 
到 ，& 也 是 连续 型 的 ， 密 度 函 数 设 为 fi(y), i = 1,2. 由 于 P(ea = 0) = 0( 见 82.7(15)), 故 可 考 
虑 随机 变数 


一 所 
2= 6 
试 求 2 的 分 布 函数 G(z). 


y 


G(z) = P(E < z) = / f(y,2) dydz 


¥<o 


=/ 广 foot 广 f(y,z) dydz. (9) 


G(z) 的 密度 g(z) 为 





oo 0 
9(zZ) =/ f(z22,2)z dz 一 三 f(zz,z)z dz 
=/ f(zz,z)|z| dz. (10) 
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如 果 上 ,6 独立 ， 则 由 82.7 系 2,(9),(10) 分 别 化 为 


= 三 广 hopaanas+ 矿 广 hopa)aa 
= [ ~ Fi(zz)fo(z) dz 十 人 机 — F(zz)]fo(z) dz; (11) 


广 户 (zz) 户 (zzl dz. (12) 


(三 ) 连续 型 情况 . 现在 来 证 明 一 个 非常 有 用 的 定理 ， 它 适用 于 连续 型 的 随机 向 量 ， 

定理 1 设 ” 维 随机 向 量 蕊 = (Xi1,…,X。) 的 密度 函数 为 fx(z1,…,zn), 又 设 n 元 消 
数 ai(Z1 ,Tn)(i = 1,..,n) 满足 条 件 

1 存在 唯一 反 函 数 zi(w1,…,yn), 即 存在 方程 


ai(Z1 Tn) = Hi (13) 


的 唯一 实 值 解 Ti(Y1,: “ , Yn) (i 三 1 “ 了 
2 ai(Z1，， , Tn) 及 Ti(Yi,: “ on) 都 连续 ; 
3 存在 连续 的 偏 导 数 够 i, 器 :. 以 了 表 雅 各 比 行列 式 


Oz . O71 
Oy1 Oyn 

J = ， 
azn ... Orn 
Ovy1 Oyn 





则 ” 维 随 机 向 量 节 = (了 ,…,Y), 其 中 


Y: = ui(X1,.., Xn), (i=1,....n) 


有 密度 函数 为 - 
xz Yn), Tn (Yi Yn)): BA 
f (yi, ,Yn) 一 | 如 (0 “ nm) 使 (13) 有 解 ; (14) 
0， 反之 . 
证 由 (3) 


Fy(y. yn) = Fx(C )=/- /ite pn)dp1 dzn， 


作 变 换 mi = zi( 妈 ,… ,yn) 后 ， 此 积分 化 为 
[- fx (xiv , Vn), Tn(V1 yon))| Jadv dun， 


这 得 证 (14) 中 第 一 结论 . 其 次 ， 如 对 某 yi, ,Yn,(13) 无 解 ， 这 表示 YY; 一 ai(X1 Xn) 不 


注 1. 如 反 函 数 不 唯 一 ， 即 如 方程 组 (13) 有 多 个 解 zy,… ,yn), 1 = 1,2,…, 则 这 时 
y 一 空间 中 一 个 点 ， 对 应 于 z- 空间 中 多 个 点 ， 将 x 一 空间 分 成 若干 部 分 ， 使 y- 空间 与 每 
部 分 成 一 一 对 应 ， 于 是 Y 取 值 于 y- 空间 某 集 的 概率 就 等 于 X 取 值 于 *- 空间 中 每 部 分 
里 对 应 的 集 的 概率 的 和 ， 故 应 对 每 一 反 销 数 运用 (14), 然后 将 所 得 结果 相 加 ， 这 样 便 求 得 
Y 的 密度 为 : 

2 Go Yn) |， 如 (am) 使 (13) 有 解 ; 
wor 
0, 反之 . 
(141) 
下 面 的 几 个 例子 更 清楚 地 说 明了 这 一 点 
注 2. 如 果 只 给 定 m(< 由 个 连续 函数 wi(z1,…,zn),i 一 1,…,m, 那么 可 补 定义 


Wj(T1,* ,Tn) = Yj, (j= m+1,m+2,..,n), 


因而 仍 可 利用 上 定理 而 得 VY, 一 (w(KX1, Kn) Um (KL, Xn), Xmtl ,Xn) 的 密度 
fy, (Ym m+ Yn)- 于 是 由 §2.6( 三 ) 知 Yn, 一 (Xe 
的 密度 为 


oo oo : 
fo, (ym) = …| fy (V1 Ym Ym Yn dymti dy 
一 co 一 co 


下 面 的 例 对 掌握 定理 1 很 有 帮助 . 
例 3 设 星球 4 至 最 近 星球 B 的 距离 X 的 分 布 函数 为 


Fx(z)= P(X < 7)=1- eI"’”, (z>0), 
(参看 81.6 例 2), 试 求 如 对 4 的 引力 了 
二 、(k 为 正常 数 ) 
的 密度 函数 fy (y). 
解 


47rXz2e 一 条 xz ， (x > 0), 


设 y>0. 由 y= 专 得 == 士 V 针 故 有 二 反 函 数 ， 对 它们 都 有 |J|= | 吉 | = 次 y 由 (14) 


fr(y) = (yf) +fx(- /3) yp 


fr(y) = m/s) 


一 2nAk3y- exp [- jr*(£) ], (y > 0). 
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如 y 和 0, 则 方程 y= 专 无 解 ， 故 fy(y) = 0. 
例 4 设 X 的 密度 为 fx(z), 试 求 了 = cos X 的 密度 . 
解 1°. 设 |y<1, 则 y= cosz 的 解 为 


z(0(y) = 21r + cos 1y 及 元 0(y) = 2(1 十 1)r — cos™!y, 
1 = 0, 土 1, 土 2,…, 共有 无 穷 多 个 ， (cos-1y < 7). 反 函 数 的 雅 各 比 行列 式 的 绝对 值 为 


|- _ | |= 1 





Vi-B 





由 (141) 得 


fy(y) = -二 3 > Ux( (2lx + 27 — cos™!y) 
+ fx(2lr + cos 1y)], (ly| < 1), (142) 


如 ly| > 1 则 方程 y = cos z 无 解 ， 故 fy(y) = 0. 
2°. 自然 ， 我 们 也 可 不 用 定理 1 而 直接 计算 Y 的 分 布 函数 Fy(y). 对 |y| < 1 


Fy(y) = > Pl(cos X <y,2lr <X <2(+1)7n), 
l=—o0 
由 图 4 看 出 ， (cos 了 基 <y,2ir <X< 和 2(0+1l)r) 重合 于 事件 (2lr +cos-1y < 三 和 去 20 二 1 一 
cos™1y), 因此 


Fyl(y) = >》 [Fx(2Ir 十 2r ~ cos™1y) 一 Ex(21r + cos™! y)]. 


一 一 oo 


将 此 式 对 y 微分 ， 即 得 (142). 
3°. 至 今 我 们 对 fx(z) 未 作 任何 假定 . 现在 考虑 一 特殊 情形 ， 设 生 在 [-- 吕 ,下 中 均匀 


分 布 ， 即 
1 
Tt |z>| < 
fx(7) = 
- 0, 


|z| > 


; 


wa 


.89 . 


则 对 0 < y < 1,(142) 的 级 数 中 除 剩 下 两 项 外 ， 其 余 都 为 0, 故此 时 





fr = Fe 人 +TACeos 1) = 


1 y i 1— vy 


显然 了 = cos X 不 能 取 (-eo,0) 及 (1,o0) 中 的 值 ， 故 当 y 属于 此 二 区 间 时 ， fy(y) = 0. 
例 5 Y= VX?+ XZ, 卫 = 疙 . 
1° 试 求 Y = (五, 了 于) 的 密度 f(y1,y2), 假定 X= (Xi,X2) 有 密度 为 fx(x1,7x2). 由 


/ Z1 
2 一 

1 二 2 十 YZ2， Y2 三 一 

Z2 























解 得 二 反 消 数 
(1) _ Yiy2 (1) Yi . 
Z1 二 T2 一 可 
1+ 2 VI1 十 鹃 
z0) = -xz00，z2 ood) 
< 
容易 算出 jt 0 
JI=| 3 59 | = | 如 | 
art ezo | 1 十 好 
Oy1 Oy2 
同样 ，17|= 夫 于 是 由 (141) 
Yl | ( Y1Y2 Yl ) ( Yiy2 —Y1 )| . 
xX 》 十 fx 》 ; 如 yy 之 0; 
nm { Vi 二奶 V1i 二 + 吸 Vi+ 妃 Vi+ 奶 
0， 如 仿 < 0. 


2° 进一步 ， 设 0 

fx(x1, x2) = Fae 
即 设 XX ,Xs 独立 ， 有 相同 分 布 N(0,o); 显然 fx(zi,za) = fx(-z1, 一 22)， 代 入 刚才 所 得 结 
` 果 ， 得 


» 








yw 1 | ( Vig2 4 )/ | 
， 三 一 一 一 一 > exp | 一 十 20 
人) = 了 六 703 PL + 好 二 1 大 
一 人 一 2 。 1 > 0: 
J2° 2 (1 十 好 )， 如 yn 之 1U 


fr(y,y2) =0， 如 wi < 0. 


由 此 我 们 还 附带 得 到 一 个 事先 不 易 预 见 的 结论 : 由 于 fy (wi, 如 ) 可 表 为 的 函数 攻 e- 屯 
与 入 的 函数 jb 的 乘积 ， 可 见 = VZR 二 戏 与 驴 = 状 独 立 ; 而 且 六 的 密度 当 
y > 0 时 是 为 e- 近 ， 当 y < 0 时 是 0,Y 的 密度 是 5 (-co <y < oo). 这 个 结果 所 以 难 
于 预见 ， 是 因为 3,Y 同 是 Xi Xs 的 函数 ， 因 此 ， 似 乎 六 , 广 应 该 相关 ， 然 而 上 述 计算 证 
明 ， 这 种 表面 印象 是 错误 的 .1 

1Y1 的 分 布 是 瑞 利 分 布 ，Y2 的 分 布 是 柯 西 分 布 ， 见 94 页 与 106 页 . 
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例 6 积 的 分 布 ， 设 X = (Xi1,X2) 是 连续 型 随机 向 量 ， 乘 积 X1X2 的 分 布 及 密度 可 仿 
求 商 的 分 布 那样 求 出 。 然 而 我 们 仍 用 定理 1 来 求 ， 依照 注 2, 令 页 = X1,Y = X1X2. 由 方 
程 组 六 = z1,y2 = zlz2 解 得 反 函 数 zi = yi, zz = 多 ; 又 





1 0 1 
J= _y2 1 |J| 一 一 
3 31 |y| 


于 是 由 (14) 得 
1 


[yl 
由 82.6( 三 ) 得 知 1 = XiX2 的 密度 g(z) 及 分 布 函 数 G(z) 分 别 为 


oa- fx (y, = 人 (15) 


G(z) = 广 三 rr 人 引证 andz G6) 


如 Xi,X2 独立 ， 分 别 有 密 度 为 (x), f(z), 则 上 二 式 化 为 


fy (yi,Y2) = fx (ye Ee 


=/ AWh (> J (17) 
G(x) = 三 三 fi (Who(s 训 dy (18) 


例 7 设 独立 随机 变数 总 ……,c 有 相同 的 分 布 函数 F(z), 它们 的 极 大 值 是 一 新 的 随机 
变数 7: 
n(w) = max[é1(w%), ,én(w)]. 
它 在 许多 实际 问题 中 起 重要 作用 ， 例 如 ， 设 某 河流 第 i 年 的 最 大 径流 量 为 &, 则 ”年 中 的 
最 大 径流 量 为 n. 它 的 分 布 函数 为 ! 


如 F(y) 有 密度 函数 为 f(y), 则 玖 (9) 也 有 密度 为 
fy) = nlF (WT f(y). 
类 似 地 ， 对 极 小 值 ¢: 
C(w) 一 minlé1 (w)， “0 ,én(w)] 


1 由 此 可 见 : 如 FFC) = 妨 (0 过 区 二 了 为 均匀 分 布 函数 时 ， 而 (人 = 如 = P(&1 < 7") = P( MA 人 < 共 . 这 表示 
了 = max(6 ,tn) 与 M1 同 分 布 ， 因 而 从 同 分 布 意义 上 看 ，9 与 W 6 是 等 同 的 ， 故 可 用 7 来 模拟 Sa( 参 看 
第 六 章 ). 此 结论 在 这 特 卡 罗 计 算 方 法 中 有 用 ， 因 取 极 大 值 比 开 n 次 方 易于 实现 ， 极 大 值 分 布 有 许多 应 用 ， 见 [8;41]. 
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PC>g=P(6 >y ,tn > = IP > = [1- FF(y))", 





故 
Fely)=1- PC>D)=1- [1 -FY". 
(四 ) 三 种 分 布 的 推导 . 下 列 三 种 分 布 在 数理 统计 中 起 着 重要 的 作用 . 
定理 2 设 相 互 独立 的 随机 变数 6&1,…,tn 有 相同 的 正 态 分 布 N(a,o), 考虑 随机 变数 
X2， 
x*=- (人 2) ， (9) 
4 一 1 
则 随机 变数 C 
X 1 /éi— a? 
生计" a) (20) 
的 密度 函数 为 
0 如 z < 0， 
gn(7) 一 Var ZVn ” rT (21) 
i ( ) ， ”如 z > 0. 


由 于 
Gn(z) = P( 访 < ) = P(x? < nz’), 、 (22) 


故 Gu(z) 等 于 随机 向 量 ( 皇 =2,……, 振 =) 落 于 以 原点 为 中 心 ， 以 Vnz? 为 半径 的 球 
》 nr? ， (23) 


内 的 概率 注意， 每 2(i= 1,…,n) 独立 ， 有 相同 分 布 为 N(0,1), 故 它 们 的 联合 密度 为 


于 是 


G,(z) = f-/ (BF) 全 ao am (24) 


n 
2 

》 3 入 nz2 

t=1 
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下 面 的 任务 在 于 计算 这 n 重 积分 ， 作 坐标 变换 


21 = pceos 01cos 0 .cos On_1, 
2Z2 = peos 0 cos 加 sin 01， 





全 i 


( 当 n=3 时 p, 01, 02 的 几何 意义 见 图 5) 





图 5 
™ 至 至 zn 1 n 2 
Gn(z =/ / |/ / — egp"-!.D(0 ,91)dodb .db。1 
(2) 一 和 v 一 到 一 于 0 ( 却 ) ’ 
ZVn 2 
= “| e- 气 pnr-l1do， (25) 
0 
其 中 
“= 厂矿: -f( -元 ) D(b On 1) dO1 -dOn1, 
一 Tv/ 一 委 要 V2 
而 [a Dz Oz 
de 有 
1 | 多 需 … 
D(01,.……,0n_1) = nl ? 用 , ” ? 
Or 8 
党 人 


右 方 行列 式 为 变换 行列 式 ， 为 求 cn 于 (25) 中 令 > 一 co, 得 
-= 1i -os 三。 有 .pr-ldp 

1 Jim Gn(7x) “/ e p p 

令 t= 每 ,p= VK,dp = 竟 , 由 上 式 得 
ar 人 
其 中 工 (3) 为 Gamma 函数 
r(p) = / wletdt, (p>0) (26) 
0 


在 3 的 值 ， 以 Cn 一 EE) 代入 (25), 即 得 


TVn 2 
Gn(z) = i / es .plidp, (x > 0). (27) 
微分 后 ， 即 知 密度 函数 gu(z) 由 (21) 式 给 出 ， 口 
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|。 2Z<0， 

91(zZ) 一 /2 _22/2 (28) 
—e€e ) 2 过 0. 

对 非 负 的 x, gi(z) 等 于 N(0,1) 的 密度 在 点 > 的 值 的 二 倍 . 通常 称 它 为 反射 正 态 分 布 ， 因 如 

€ 有 NN(0,1) 分 布 ， 则 |#| 的 密度 为 gi(z). 


又 当 Tn 二 2,3 时 ， 
0, <0 了 ”< 
ga(z) = {2 0 9a(Z) = We -3/2)s” 2>0. 
通常 称 密度 函数 为 
0, Z<0， 
f(z)= { 三 en， z > 0， (o > 0) (29) 


的 分 布 为 瑞 利 (Rayleigh) 分 布 ， gz2(z) 是 它 的 特殊 情形 (c = 翅 ). 称 密度 函数 为 


0， Z < 0， 
h(x) = 1 2 2 (o >0 (291) 
(®) /2 /2" ，zy>0， ) 
n 


0o3 
的 分 布 为 马克 斯 威 尔 (Maxwell) 分 布 ， 它 在 统计 物理 中 起 着 重要 作用 ?. 上 述 gs(z) 是 它 当 
o = 贞 的 特殊 情形 . 
系 1 (19) 中 随机 变数 x? 的 密度 函数 为 


0， 如 z < 0， 
f(x) = | I 如 z >0 (30) 
证 
0, (z < 0)， 
| 于 -二 er dp，(z > 0). (31) 


对 z 微分 后 即 得 (30). 口 | 
1 设 £ 有 N(0,o) 分 布 ， 则 |é| 有 一 般 的 反射 正 态 分 布 ， 密 度 为 呈 铝 ,而 且 其 天 阶 矩 : 





k 大 sT() 会 


2 瑞 利 分 布 的 数学 期 望 与 方差 分 别 为 Vo 与 【2 - 于 )o2、 马 克 斯 威 尔 分 布 的 数学 期 望 与 方差 分 别 为 2V Eo 与 
(3 一)o?. 气体 分 子 的 速度 (绝对 信 ) 服从 马克 斯 威 尔 分 布 ， 它 在 统计 物理 中 起 重要 作用 
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称 以 (30) 中 f(x) 为 密度 的 分 布 为 具 自 由 度 ” 的 x? 分 布 , 参数 % 称 为 自由 度 . 注意 ， 
虽然 (19) 中 的 Xx? 依赖 于 a,o, 但 它 的 密度 却 与 a,o 无 关 ， 对 不 同 的 mw% f(x) 图 形 见 图 6. 





6 XC 分 布 密度 图 . 多 二 1,4, 10, 20 


定理 3 设 &,z 为 二 独立 随机 变数 ，& 有 NN(0,1) 分 布 ，z 有 自由 度 为 n 的 x 一 分布 ， 





则 
st /f= (32) 
的 密度 为 i 
= at ) “. (33) 


证 因 Vz/V 与 (20) 中 旋 同 分 布 ， 故 它 的 密度 是 (21) 中 的 gn(z); 又 《的 密度 是 
碟 e- 子 , 故 由 (12) 得 





= V2n (2 nl ng 1 2 
0 


e 一 -ce 3 yd 
py Yay 





一 1 n 网 
) e- 革 (+t 人 )ny dy. 


| 

3 

se 

[A 
Sr 
8 
一 
[< 
SS 


i a r( 叶 ) 性 入 
| uz e “du= +) . 口 


称 以 (33) 中 的 f(z) 为 密度 的 分 布 为 具 自 由 度 为 n 的 t- 分 布 (或 称 学 生 分 布 ), fn(z) 
的 图 见 82.5 常用 分 布 表 ， 图 7 则 将 N(0,1) 正 态 分 布 的 密度 与 n= 2,n =5 的 t- 分 布 密度 
作 了 比较 ， 当 nn 很 大 时 , 这 二 者 差别 很 小 ,， 实际 上 ,只 要 n> 30, 二 者 的 值 就 相差 无 儿 了 . 
因此 t(D),t(m) 的 密度 也 非常 接近 ， 只 要 Lm 充分 大 ， 辟 如 说 ， 都 大 于 30. 这 也 可 由 二 分 
布 表 直接 看 出 . 
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NN(0, 1) 分 布 密度 一 -一 
t(2) 分 布 密 度 


N(0,1) 分 布 密度 一 一 
t(5) 分 布 密度 ---- 


4 73 TO 1 2 3 4 5 
图 7 n= 2,5 时 ，t 分布 密 度 与 N(0,1) 正 态 分 布 密度 的 比较 图 


定理 4 设 xx2 为 独立 随机 变数 ， 分 别 具 有 自由 度 为 m 及 的 x2- 分 布 ， 令 





2 2 
€= ,n= 种 ， 
mm nn 
则 《= 4 的 密度 为 
. | 如 z < 0， 
f(z)=4 T( 对 2) a 。 xz 且 -1 
TN 一 如 z > 0. 
FF)T(Y) "(mztn) 
证 由 (30) 推 知 5 = 关 的 分 布 密度 为 
0， yo0, 
0-| ms 全 -1 一切 
37 


， 
f(z) = -/ y(zg) 且 -ie Hye le Ydy 
0 





oo 
证 mtn_y _ 工 
-cs 1 2 le 52y(mz+m) qy, 
0 


其 中 





令 z= y(mz 十 n), 则 
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(34) 


(35) 


由 此 及 (35) 即 推出 (34). 口 
称 以 (34) 中 f(z) 为 密度 的 分 布 为 具有 二 自由 度 m 及 nn 的 下 - 分 布 ， 记 为 Pn, 它 的 
图 形 也 见 82.5 常用 分 布 表 . 


$2.9 ”随机 变数 的 数字 特征 


(一 ) 引进 数字 特征 的 原因 . 为 了 要 完满 的 表达 随机 变数 6 的 概率 性 质 ， 自 然 应 该 知 
道 的 分 布 函数 F(z), 然而 在 许多 实际 问题 中 ， 并 不 需要 知道 上 的 一 切 概 率 性 质 ， 而 只 需 
了 解 它 的 某 一 性 质 就 够 了 ， 例如 ， 以 上 表 普 阿 松 流 在 时 间 (0,1) 中 出 现 的 质点 数 ， 有 时 只 
要 知道 平均 的 质点 数 ， 即 上 的 平均 数 ， 而 平均 数 是 下 面 要 讲 的 数字 特征 之 一 ， 引进 数字 特 
征 的 另 一 原因 是 : 有 时 很 难 精确 地 求 出 (x), 因 之 不 得 不 退 而 求 其 次 . 

数字 特征 一 般 被 F(z) 确定 ; 它 是 对 FE(z) 进行 某 种 运算 的 结果 因此， 我 们 可 以 引进 
任意 多 个 数字 特征 ， 只 须 引 进 任意 多 种 运算 ， 问 题 在 于 哪些 数字 特征 才 有 实际 的 或 理论 上 
的 意义 .一 般 地 ， 重 要 的 是 反映 随机 变数 & 下 列 方面 的 性 质 的 数字 特征 : 

1. 的 集中 位 置 : 注意 上 = 6(w) 是 w 的 函数 ， 对 应 于 不 同 的 w, 上 (w) 的 值 可 能 不 同 ， 
因而 希望 知道 大 多 数 的 上 (w) 集中 在 那里 ， 能 够 粗略 地 (未 必 精确 地 ) 满足 这 一 要 求 的 是 《 
的 平均 值 ， 也 叫 € 的 数学 期 望 ; 另 一 数字 特征 是 中 数 ， 它 们 的 严格 定义 留待 以 后 . 

2.& 的 集中 程度 : 除了 知道 集中 的 位 置 外 ， 有 时 还 要 知道 集中 的 程度 ， 是 高 度 的 集中 
还 是 高 度 的 分 散 ? 反映 这 一 点 的 数字 特征 是 方差 和 内 极 差 等 :. 

3. 两 个 随机 变数 的 相关 程度 : 设 有 两 个 随机 变数 & 与 % 希望 知道 它们 的 概率 联系 是 
否 紧 密 ， 反 映 相关 程度 的 有 相关 系数 . 

当然 ， 还 有 一 些 重要 的 其 它 的 数字 特征 如 和 矩 ， 半 不 变量 等 , 

直观 的 想法 大 致 如 此 . 

(二 ) 数学 期 望 . 如 上 所 述 , 我 们 希望 引进 一 个 数字 特征 , 来 反映 :上 的 值 的 集中 位 置 . 这 
使 我 们 联想 到 力学 中 重心 的 概念 ， 因 为 重心 是 反映 力学 系统 的 集中 位 置 的 . 设 有 一 个 一 维 
力学 系统 5, 它 由 nn 个 质点 构成 , 第 i 个 质点 的 坐标 为 ai, 在 ai 点 上 的 质量 为 pi,(i= 1,…,n)， 
那么 力学 中 定义 8 的 重心 的 坐标 为 


2 oapi Dp: (1) 
受 重心 定义 的 启发 ， 对 密度 矩阵 为 (% ““) 的 离散 型 随机 变数 &, 我 们 定义 《 的 数学 


期 望 Bt 为 
Et = Saipi, (2) 


i=0 
(注意 二 pi = 1), 只 要 右 方 级 数 绝 对 收敛 . 
收敛 的 绝对 性 保证 去 aipi 的 值 不 随 级 数 项 排列 的 次 序 改变 而 改变 ， 这 是 必需 的 ， 因 


为 数学 期 望 反映 客观 实在 (6 的 集中 位 置 ), 它 自然 不 应 随 排序 的 主观 性 而 改变 . 收敛 的 绝 
1 此外， 为 了 克服 方差 不 一 定 存在 的 缺点 ， 还 有 所 谓 散 布 度 ， 也 是 反映 分 布 的 集中 程度 的 数字 特征 ， 见 [18] ,811. 
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对 性 还 可 以 使 我 们 充分 运用 勒 贝 格 积分 这 一 有 力 工具 . 
特别 ， 如 & 的 密度 矩阵 为 (时 … 全)( 二 典型 ), 那么 BE = ai 化 为 mm， ,on 的 平均 
值 ， 所 以 数学 期 望 是 平均 值 的 推广 ， 即 “加 权 ” 平 均值 ， 
与 (2) 对 应 ， 对 密度 函数 为 f(z) 的 连续 型 随机 变数 & 如 果 三 -zlf(z)dz < co, 我 们 
定义 w 
Eé =/ rf(z) dz， (3) 


右 方 是 勒 贝 格 积分 . 
对 一 般 的 随机 变数 &, 有 分 布 函 数 F(z), 如 果 [人 |z|dF(z) < co, 我 们 定义 & 的 数学 期 
望 EE 为 


Et = / ~ zdF(g), (4) 
右 方 是 勒 贝 格 - 司 梯 阶 积分 . 
这 定义 还 需要 稍 许 推广 . 设 g(z),x & 记 是 一 元 波 雷 耳 可 测 函 数 ， 在 82.7 | 1 中 已 知 


gf6) 是 一 随机 变数 ， 仍 以 F(z) 表 的 分 布 函 数 ， 如 果 勒 贝 格 - 司 梯 阶 积分 [So g(z)dF(z) 
绝对 收敛 ， 即 如 六 < lg(z)| dF(z) < co, 就 定义 g(&) 的 数学 期 户 [的 人 jE 为 


Bg) = {slo)arle) (5) 


由 于 |Eg(&)| < /Yjg(z)i dF(z), 可 见 如 ,g(&) 有 数学 期 望 ， 则 Bo(6) 必 有 穷 !. 对 连续 型 的 
F(z), 如 F(z) = 训 则 (5) 化 为 


go) = slo) ar; (51) 
对 离散 型 的 F(z), 如 它 的 密度 矩阵 是 {eo ea …), 则 (5) 化 为 


Po Pp1 


Eg(é) = Ds )pi. (52) 


现在 将 g(x) 特殊 化 ， 就 得 到 各 种 数字 特征 . 
a. 0) (之 0), 称 Be* 为 € 的 上 阶 和 矩 ， 记 为 mp 
令 g(z) = zx,(k 之 0), 称 BE 为 & 的 上 阶 绝对 甜 . 
c. 2 g(z) = (z 一 EE)?. 称 E(& - BE)? 为 上 的 方差 ， 记 为 D&, 即 


pe= 人 (Be ape) (9) 
当 F(z) 是 连续 型 或 离散 型 时 ， 上 式 分 别 化 为 
PE= ee-E97( (61) 
Dé = Dla: — Eé)*p:. (62) 
i 二 0 





1 以 后 “g(€) 有 数学 期 望 ",“g(€) 的 数学 期 望 存在 ”与 “9g(€) 的 数学 期 望 有 穷 ”三 名 话 是 同一 意思 . 
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方差 是 表示 对 它 的 平均 值 ( 即 数学 期 望 )Bé 的 分 散 程 度 的 一 个 指标 . Dé 越 大 ， 某 些 
(ai 一 本) pi 也 越 大 ， 即 分 散 程度 大 ; 反之 亦 然 . 特别， 如 Dé = 0, 则 ai = Et( 一 切 人 这 
表示 上 有 单 点 分 布 (9), 这 是 高 度 集中 的 特殊 情形 ， 这 里 我 们 用 (62) 来 解释 是 为 了 便于 说 
明 ， 其 实 这 事实 对 一 般 的 F(z) 都 正确 ， (6) 中 采用 平方 是 为 了 保 让 一 切 离 差 都 起 正面 的 
作用 ， 因 而 都 被 考虑 在 Dé 中 . 否则， 如 用 一 次 方正， 负 离 差 就 有 相互 抵消 的 可 能 ， 通 
常 可 用 下 式 来 计算 方差 . 由 (6) 


Dé = 广 zdF(z) — 2Eé 广 vadF(r) + (EE)? 
= Eé? ~ (BEE). (7) 


d. 令 g(z) = (z 一 BE)*,(k 之 0). 称 E(E 一 BE)* 为 & 的 & 阶 中 心 矩 ， 记 为 cx 
e. 令 g(z) = 二 Iz 一 El*,(k 之 0). 称 BIE 一 BE 为 & 的 k& 阶 绝对 中 心 矩 . 
中 心 矩 可 通过 矩 来 表达 : 对 正 整数 &, 有 


k 


cr = E(€ — EE)* = > () (一 EPE 


例如 : 


co 二 1, Cl 二 U, 
c2 = m2 — mm}, cs = ms— 3m2ami+t2m?, ». (8) 
c4 = ma 一 Amami 十 6m2m? ~ 3m4, ... 


和 矩 也 可 通过 中 心 矩 来 表达 : 


mx = Eé* = E[(é — m1) + ma]* 


= 5 (0) Be -mm 


k 
k 人 
三 .| Ck—iTN1. 
. 2 
=0 


现在 来 考虑 多 变量 情形 . 设 (w),… ,én(w) 是 nn 个 随机 变数 ，g(z1,… ,zn) 是 nn 元 波 
雷 耳 可 测 函 数 ， g(&1(w),… ,én(w)) 是 随机 变数 ， 以 F(z1,… ,zn) 表 (&1(w),… ,tn(w)) 的 分 
布 函 数 ， 完 全 类 似 地 ， 定 义 g(&1(w),… ,én(w)) 的 数学 期 望 为 


zk 全 gz njdF(cb zh (9) 
只 要 右 方 的 勒 贝 格 司 梯 阶 积分 绝对 收敛 . 
(三 ) 一 些 数字 特征 的 性 质 . 以 下 总 设 6,61,…,é% 都 是 随机 变量 , 而 且 所 用 到 的 数字 特 
征 存在 . 
定理 1 数学 期 望 有 下 列 性 质 : 


0) 如 c 是 常数 ， 则 Ec = c. 
(ii) 线性 : 对 任意 常数 Ci 一 1,.- “, 1, 有 
B( Dot) 二 DcBé. (10) 


i=1 i=1 


Eé1é2:: én = I Baé:. (11) 
i=1 


(iv) 函数 f(z) = E(# ~ zx)? 当 z= Bt 时 取 最 小 值 Dé. 
证 常数 c 也 是 随机 变数 ， 这 是 因为 把 它 看 成 恒 等 于 c 的 函数 时 ， 82.1(4) 式 显然 满 
足 ， 它 是 离散 型 的 ， 密 度 矩 阵 为 (外 , 由 (2) 得 


在 (9) 中 取 g(x1,…,zn) = Dar 并 以 所 (xz) 表 &; 的 分 布 函数 ， 得 ! 


s(t:) = of tt enen) dF en) 


?一 1 


一 “|/ | sidP(en ,0n) = De zidF(72:i) 


i=1 29 oo9 i 二 1 


一 cibé; (12) 


41=1 


nn 


F(z1,:*:, Tn) 一 [I F(zi). 





“1(12) 式 中 第 三 个 等 号 的 成 立 可 由 积分 的 性 质 推出 : 例如 ， 当 n 二 2 时 
/ / z1dF(z1,22) = lim 2) P(e < za < 过 ] x Ri1) 
一 ceo“ 一 co k=—o00 


本 








其 中 Ri 表 一 维 空间 ， 对 一 般 的 证 明 完全 类 似 . 
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因而 由 实 变 函 数论 中 富 比 尼 (Fubini) 定理 : 


五 6 | 1 TndF(r1,..., rn) 


-三 zi Tn dF (21) .dF (za) 
II/ Ti dF'(zi) 一 TEé:. 
一 1 ”一 co 1 一 了 


证 (iv), 注意 由 (D,(i 得 


f(x) = EEé? — 27EE + 7? 一 2z — 2Eé. (13) 


df (x) 
dz 
dB = 0 的 根 为 Bé, 既然 和 如 =2 > 0, 故 f(z) 在 z= Et 取 最 小 值 EB(é ~ Et)? = Dé. 品 
这 里 的 (iv) 是 可 以 把 谍 看 成 & 的 集中 位 置 的 另 一 理由 . 

定理 2 方差 具有 下 列 性 质 : 设 cci 为 常数 : 

(i) De=0. 

(ii) zf 二 cl = oo Ee — Eg)(€; -本 让 
?一 zi 一 1 7=1 

(iii) 如 与 ,…,& 独立 ， 则 


n 


z( > se] = oDé. (14) 


i 二 1 i 二 1 


证 由 (7) 得 
De= Ec — (Ec = -c=0 (15) 


D (Dat) = be BE | = =-B| > Doct 一 Eéi)(é; — Eé;) 


i=1 i=1 i=1 ;=1 
=  》 ccB(ét; — Eéi)(é; — Eé;). (16) 
i=1 j=1 


如 6 独立 ， 则 由 定理 1 


Eeéié; = EtibBé;, (i,7 = 1,...,n, 1 天 了 )， (17) 
:参看 [10] 第 五 章 89. 作为 定理 1 性 质 (i) 的 一 个 应 用 ,考虑 红 .4 中 的 例 7, 即 ” 张 信 纸 与 信封 的 配对 问题. 设 配 好 
对 的 对 数 为 上 , 试 求 BE. 采用 那里 的 记号 ， 按 定义 得 BE = > rgr = bE 开 ba CC 下, 但 另 方面 ， 也 可 利用 (i) 来 计 


算 : 定 义 艾 = 工 或 0， 视 第 号 信纸 是 或 否 装 入 同 号 码 的 信 寺 而 定 . 于 是 ， 《= 6 + 故 BE = BEI 十 … 十 已 En 
但 由 81.4 例 7,BEk = 1. P(ék 二 1 十 0.P(ék ==0) = P(&k 二 1) = 二 从 而 BE 一 半 :去 三 1 这 样 一 来 ,我 们 便 用 概 


率 的 方法 证 明了 下 列 恒等式 > Gy 光 =1. 











: 101 ， 


从 而 E(&; -EB&i)(&; -BE&;) = 0 故 (16) 化 为 
D( Dot) = 》 Dé. 口 (18) 
i 二 1 t=] 
特别 注意 下 式 中 的 加 号 ， 如 三 ,2 独立 ， 由 (14) 有 


De — 2) = Dé + Dé2. (19) 


顺便 指出 ， 由 上 面 证 明 可 见 ， 如 果 (17) 成 立 ， 那 么 除去 独立 性 的 假定 后 ， (14) 仍然 成 立 . 
现在 来 研究 有 阶 绝 对 和 矩 awk = EI, k= 0,1,2,…, 由 于 


[EF < 11+:t!l, ok 1+aptl, 


可 见 如 高 阶 绝对 和 矩 有 穷 , 则 低 阶 绝对 矩 也 有 穷 ; 故 如 高 阶 矩 mn 存在 , 则 低 阶 和 矩 m1,… ,mn-1 
也 存在 . 
* 定 理 3 如 an < O00, 则 


NY Qk < FH/ QR+1, k=1,2,..……,n—1. (20) 
证 考虑 u,v 的 函数 
Co 2 
ak_lt2 十 2aktuo 十 ak+102 一 / [ual 富 十 vlz| dF(z)， (21) 


由 右 方 可 见 这 函数 对 任意 数 wv 非 负 ， 因 此 必定 


2 2 
a — Qg_1Qk+1 < 0, Bhar < op_1iQk+1 
k 大 
Ok S QR-10k+1: 


令 上 = 1,2,…,n 一 1, 得 


a? < ao02, of < oa3, 1, a < andan!, 
其 中 ao =1. 将 这 些 式 中 前 大 个 的 左 ， 右 方 分 别 相 乘 ， 化 简 即 得 ok+tl < ak 1, 开 k(k 十 1) 次 
方 即 得 (20). 口 
如 果 对 &, Eé, DE 都 存在 ， 有 时 考虑 





+ -PEé 
上 ”一 VEE (如 Dé > 0) (22) 
更 方便 ， 称 6* 为 & 的 标准 化 随机 变数 ， 显 然 
Et* =0, Dée*=1. (23) 
(四 ) 条 件数 学 期 望 ， 设 事件 B 使 P(B) > 0, 令 
_ Plé€ < x,B) 
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它 是 在 事件 B 下 & 的 条 件 分 布 函数 . 如果 积分 ,zadF(z|B) 绝对 收 化 ， 称 此 积分 为 € 在 
事件 B 下 的 条 件数 学 期 望 ， 并 记 为 B(E1B), 显然 ， Et = E(&#|0). 

设 事件 Bi1, B2,.…:, Bn, 互 不 相交 ， P(B:) > 0， (i 一 1,2,.….,n) 而 且 UB: 一 0, 由 全 概率 
公式 


F(z)= P(Eé & x)= 》 P(E & zlBi)P(Bi) = >》 F(z|Bi)P(Bi). 


故 得 _ 
Be= | zarm=》 BlBOP(BD) (24) 


此 式 称 为 全 数学 期 望 公 式 . 
正如 全 概率 公式 有 利于 计算 事件 的 概率 一 样 ， (24) 式 也 有 助 于 计算 Bt. 
如 与 B 独立 ;就 是 说 ， 如 对 任意 实数 x, 有 


Pllé < anB) = Pé < a)Pp(B). 
那么 由 (24), 显然 F(z1B8) = F(x), 于 是 
E(t£|B) = 三 zdF(z|B) = 广 zdF(z) = 


现在 考虑 两 个 随机 变数 & 与 7 的 情形 ， 在 82.7( 二 ) 中 已 定义 过 在 7 =y 的 条 件 下 ，《 
的 条 件 分 布 函 数 P(E < zln = 外) 以 及 条 件 密度 f(z|y); 简 记 P(E < zj =) 为 F(zly). 利用 
它们 ， 就 可 定义 : 在 ”=y 下 ， g(é) 的 条 件数 学 期 望 B(g(&)ly) 为 


Elo = { glo) dF(aly), (25) 
只 要 右 方 积分 存在 ; 这 里 g(z) 为 波 雷 耳 可 测 函 数 ， 如 果 条 件 密度 存在 ， 就 有 
Bl 四 = {gle)f(aly) ae 
当 ， 固定 时 ，B(g(6ly) 是 一 个 常数 . 现在 我 们 换 一 个 观点 , 把 y 看 成 自 变数 , 那么 B(g(6)lo) 
是 y 的 函数 ， 而 且 由 $2.7(22), 一般 地 它 还 是 y 的 波 雷 耳 可 测 函数 ， 以 7 代替 y 后 ， 作 为 随 
机 变数 ， 的 函数 ， B(g(t)ly) 也 是 一 个 随机 变数 ， 它 的 数学 期 望 是 
BBC = 三 部 Bo 
ea 
-三 广 gj)dad= /gle)fele) de = Balé) 
其 中 f(z,y) 是 (人 的 联合 密度 ， 公 式 
Eg(€) = ELB(g(é)In)) (26) 
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是 (24) 的 类 似 式 ， 它 表明 : 条 件 期 望 的 平均 值 等 于 (无 条 件 ) 平均 值 


Be 四 = 人 se)aEG = pale), 
故此 时 条 件 期 望 与 (无 条 件 ) 期 望 一 至 
(五 ) 例 . 
例 1 设 上 有 二 项 分 布 : 
pr = PKE= 月 = (Fp, = 01 
则 有 
Eé = D toe = Dr DP 


(nC— 1) nn 
-mi 2 








Dé = Eé — (BE) = 2 En re — (np)? 


nC—1)! 1 nn 
-mp Dh i * — (np)? 


k=1 
-w[ > pi i 二 二 (pg | 一 (np 
k= 


= np[(n — 1)p+ 1 (np)? = np(np + gq) — (np) = npg. 


由 于 二 项 分 布 被 二 参数 n,p 所 决定 ， 由 上 可 见 ， 这 二 参数 又 由 BE, Dé 所 决定 ， 故 二 
项 分 布 完全 被 它 的 数学 期 望 与 方差 所 决定 ， 下 面 的 例 2, 例 3 表明 ， 这 一 点 对 普 阿 松 分 布 
及 正 态 分 布 也 正确 . 

例 2 设 t 有 普 阿 松 分 布 : 


A* 
pk = P(E =k)=e i, k=0,1,2,.. 


— A ~ A 一 入 入 
Et =) kbpe=》 ke = je T= Nee = 和 A. 
k=0 k=0 . k=0 “ 
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Dé = BE2 ~ (Eé)’ -Dw -六 _x 


二 一 入 Ma 2 
= 入 》 ke 一 -一 入 








天 一 1 (k— 1)! 
oo 2 六 1 

= 和 >》 (k— 1)e Rm mit > Ry -A2 
k=1 

a 


例 3 设 拓 有 正 态 分 布 N(a,o), 则 
_/™ 1 -ey 
Be= f 2- 5 “< dr 


- 遍 / (to (z= 可 ) 


22 
e > dz 一 ww， 








-志方 
人 


-| 22e- 所 dz (z= 一 ) 


o - _ 22 
二 ”一 一 一 Ze 2 
V2T 


a2 


= 
因此 ，“ 的 标准 化 随机 变数 为 6 = 续 . 














+ [ 归 dz (分 部 积分 ) 





27 = a2， 


-志方 六 -Sy o* 广 k - 宇 [ 
一 (z 一 ao) e 2 TI 二 一 — Te 2 oT , 
OV27 V2T J_ww 


当天 为 奇数 时 ， 被 积 函 数 是 奇 函 数 ， 故 


2 2 z2 
cf 一 /二 ak Ze 一 可 dr 

看 0 

一 20k2! zi ez dz 
T 0 

国 k+l 

= Tot23:T (TE) = or(k — 1)(k 3) 1 

不 


(27) 


(28) 
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试 求 上 阶 绝对 中 心 矩 w = Blé - EE*. 当天 为 偶数 时 ， 


Qk 一 Ck; 


m= V2 三 < FT(= 二 >) 
(5 


例 4 数学 期 望 可 能 不 存在 设 的 密度 为 1 


当天 为 奇数 时 ， 


(29) 


由 于 





1 /~ |z 
[ wwe=if T= 


故 Et 不 存在 ， 从 而 高 阶 矩 及 方差 也 不 存在 . 
(29) 中 的 密度 可 如 下 一 般 化 : 取 二 常数 /及 入 > 0, 称 密度 为 





1 入 
fa,nl¥) = 元 Bi (30) 
的 分 布 为 柯 西 (Cauchy) 分 布 . 

设 直线 4C 可 绕 定 点 4 旋转 ， 4B 垂直 z- 轴 ， 长 为 ,B 的 横 坐 标 为 y; 又 设 角度 
9 = LBAC 是 随机 变数 ， 在 ( -于 于) 中 均匀 分 布 ， 则 C 点 的 横 坐 标 上 也 是 随机 变数 ( 见 图 
1). 显然 


《一 十 Xtgb， 
由 $2.8 定理 1, 易 见 的 密度 由 (30) 给 出 . 


例 5 设 记 = Bee 为 可 列 重 贝 努 里 试验 ， 事 件 4 在 每 次 简单 试验 中 出 现 的 概率 为 
p,0<p<1. 定义 


ep | 1， ”如 第 大 次 试验 时 4 出 现 (31) 
0， ”反之 
则 2 tx 是 前 n 次 试验 中 4 出 现 的 总 数 ， 我 们 记得 a 有 二 项 分 布 B(n,p), 即 
二 1 一 
P(e=i) = (0) (j=1,2,.…,n;9=1—7) (32) 
k=1 


以 后 称 由 (31) 定义 的 {&} 为 连 系 于 贝 努 里 试验 五 的 随机 变数 列 ; 注意 {4} 是 独立 
的 . 


1 设 Xi 与 X2 为 独立 ， 有 相同 N(0， 0) 分 布 ， 则 X1/X2 有 此 密度 ， 参 看 90 页 ， 关 于 柯 西 分 布 的 另 一 些 性 质 ， 
194 页 25 题 . 
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现在 设 入 是 一 具有 参数 为 > 0 的 普 阿 松 分 布 的 随机 变数 ， 而 且 {NN,é,é2,…} 是 相 
互 独立 的 ， & 由 (31) 定义 ， 我 们 来 求 复 合 随 机 变数 


N 
n= Dé (33) 
大 一 主 
的 分 布 与 数学 期 望 . 注意， (33) 中 的 N 是 随机 变数 而 不 是 普通 的 常数 ， 这 样 的 和 称 为 随 
机 和 . 显然，?7 只 能 取 非 负 整 数值 (如 N = 0, 令 n= 0). 
由 全 概率 公式 


P(n=j)= > P(n=j N=n)P(N = 7n), (7 = 0,12 (34) 


n=0 


然而 P(N =m) =e- 所; 又 由 独立 性 得 








Po = 中 PIN=n) 一 P(N =n) 
P(e ) PN = A 
- PN = = re (35) 


代入 (34), 并 注意 (”) = 0 (7 > n), 即 得 


P=D= De (rp 
ep ec 人 MU Pp)" _ epN > DG -Ph 


(nj (n—i) 


n=j n=j 
EPN AD om Pp) 
本 了 
故 得 知 9 是 具有 参数 为 Xp 的 普 阿 松 分 布 ， 由 例 2, 知 En = Xp, Dn = Mp. 注意 Bé; = PP 
EN = 入, 故 En = EN .EBéj; 这 式 具有 明显 的 直观 意义 ， 

例 6 仍 考 虑 例 5 中 的 训 = Em~, 试 求 第 n 次 出 现 4 时 的 试验 次 数 的 数学 期 望 . 

解 以 和 表 第 一 次 出 现 4 的 试验 次 数 ， 以 Gx(k > 1) 表 第 k 一 1 次 出 现 4 的 下 一 次 试 
验 起 到 第 k 次 出 现 4 时 止 所 做 的 试验 次 数 (包括 第 k 次 出 现 4 的 那 一 次 ), 显然 ， 第 ”次 
出 现 4 时 的 试验 次 数 ( 为 。 

C= >》 6 
k=1 


Cx(k = 1,2,. .) 有 相同 的 几何 分 布 ( 见 82.3 例 4)， 故 





(36) 


BC = 2, EC = np 


k=1 


2 n 
=n.D kg lp=n. z=. (37) 
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由 例 6 可 见 ， 如 射击 独立 进行 ， 每 次 射 中 的 概率 为 p, (p > 0), 则 到 第 n 次 射 中 时 ， 平 
均 射 出 的 子弹 数 为 2. 例如 ， 若 p33, 则 EC = 2n, 这 与 直观 符合 . 

* 例 7 (广义 薄 丰 问题 ) 平面 上 画 有 等 距离 为 a 的 一 些 平行 线 ， 向 平面 任意 投 一 凸 形 
铁丝 圈 ， 其 长 为 s. 试 求 此 圈 与 平行 线 的 交点 个 数 的 数学 期 望 ， 

解 将 铁丝 圈 分 成 若干 小 段 ， 其 中 一 段 长 为 (< o). 当 4 充分 小 时 ， 可 把 这 小 段 看 成 
一 直线 段 ， 根据 81.1 例 8, 可 见 这 小 段 与 某 平行 线 相交 的 概率 为 24/ra. 定义 


“= 如 第 小 段 与 某 平行 线 相交 ， 
“ 【0， ”如 第 小 段 与 任 一 平行 线 都 不 相交 . 


显然 ， 2 人 等 于 铁丝 圈 与 平行 线 的 交点 数 . 于 是 


z(D0) -D+ -| 


2 及 2s 


na Aa 
大 


利用 这 个 结果 ， 还 可 解决 下 列 问题 : 设 上 述 铁 丝 圈 是 闭 的 凸 形 辕 ， 西 且 充分 小 试 求 
它 与 某 平行 线 相交 的 概率 p. 由 于 这 个 圈 的 交点 数 不 是 2 就 是 0( 相 切 时 认为 交点 有 了 两 个 )， 
故 交 点 数 的 数学 期 望 为 2p 十 0. (1 一 p) = 2p. 但 上 面 又 算出 它 应 等 于 总 . 比较 这 两 个 结果 即 
得 





3 
2 三 一 . 
Ta 


注意 此 式 与 s 的 形状 无 关 ， 现在 取 铁 丝 圈 为 一 椭圆 ， 而 且 它 越 来 越 扁 ， 最 后 趋向 一 长 度 为 
1= 的 针 ， 于 是 上 式 化 为 
p=2.5/ra = 2/ra. 


这 正 是 81.1(8) 式 . 

*( 六 ) 关于 数学 期 望 的 定义 的 补充 说 明 ， 设 的 分 布 函数 为 Fe(z), 又 = 9g(6), 的 
分 布 函数 为 丽 (z), 这 里 g(z)j(z es 已 ) 为 波 雷 耳 可 测 函 数 ， 如 果 ? 的 数学 期 望 存在 ， 那 么 
En = /zdFn(z); 另 方面 ， Bog(6) = /Sg(z)dFe(zx). 既然 7 = 9(&), 自然 应 该 有 


{ sams)= /slarete) (88) 


否则 ， 数 学 期 望 的 定义 中 就 含有 内 在 的 了 矛盾. 的确， 可 以 证 明 : 
定理 4 (38) 中 如 有 一 积分 存在 ， 那 么 另 一 积分 也 存在 ， 而 且 二 者 相等 . 


六 4 一 甩 Ge (9) 
其 中 :… < ze < zf) < . 是 任 一 列 分 点 ， lim zl" 7) 一 oo， ,im zt m) 一 -oo, 而 且 


lim oa 0 注意 gg) 中 积分 存在 的 信件 是 右 方 级 才 对 企 意 如 上 的 分 点 列 
{fz} (n= 1,2,…) 绝对 收敛 ， 
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另 方面 ， 根 据 勒 贝 格 司 梯 阶 积分 的 性 质 ， 有 


人 ~ g(a) dFe(z) = im Ds!" Fe{z: oi < g(7) < ei}. (40) 


(40) 中 积分 存在 的 充 要 条 件 是 右 方 级 数 对 任意 如 上 的 {z"} 绝对 收敛 ， 然 而 


Fz) Fz) = Pz < ng £0") = P(r <g(<z)) 
= P(t e {z: za < g(z) < 2")) = Felz: 2 < g(z) < 21™). 


由 此 及 (39)(40) 即 得 证 (38). 口 
定理 4 可 推广 到 n 维 情 形 . 设 上 = (&1,…,&%) 的 分 布 函数 为 Fe(z1,…,2n),， 7 二 
g(&1,… ,x) 的 分 布 函数 为 互 (y), (y € RD) 这 里 g(z1,…,zn) 为 n 元 波 雷 耳 可 测 函 数 . 
我 们 有 
定理 5 
三 yamly )= gz zn) dFe (pL an] (41) 


它 的 证 明 完 全 与 定理 4 一样， 只 要 把 那里 的 z 理解 为 Rs 中 的 点 z=(z1,…,zn), 把 é€ 
理解 为 ” 维 随机 向 量 上 = (61,…,é%) 就 行 了 . 
*( 七 ) 数学 期 望 的 几何 性 质 ， 我 们 来 证 明 两 个 几何 性 质 ， 这 对 计算 Et 有 时 很 方便 ， 
设 & 的 分 布 函数 为 F(z), 数学 期 望 Bé 存在 ， 即 _ 
|z| GEP(z) < co， (42) 
简 记 5 = Bt. 则 有 
性 质 A 


广 F(z) “= [1 — F(x)]dz, 


一 ” ( 亦 即 图 2 中 诸 面 积 间 有 等 式 s1 + 52 = s4) 











性 质 B 


Ec Ln _ Flzjldz- 三 F(z) dz, 


( 亦 即 上 = ss 十 s4 一 51) 
证 A 


广 F(z) dz = spo 国 zdF(z) 


四 
-Er 四 -jzFa- 人 zarG@) 
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由 (42) 


lim |zF(z)| = lim 
站 一 一 Oo 允 一 一 Co 





= /ar 


< lim,| / sargj|s im 太 paPg) =0, 
故 


3 € 
人 F(xz)dz = é€F(€)— / TF(z) dz， 

类 似 得 4 的 右 式 为 

fr — F(x) dz = ‘lim zfL — F(x)] — él1 — F(é)]+ 人 ZdR(z). 

é 

但 由 (42) 加 

0g im ZL 一 五 (z)] = mm dF(y) < Jm / ydFr(y) = 0， 
故 

人 -Pole=(- 于 人 人 car)+E 


é 
一 -/ vdF (zr) + EF(E). 


由 此 及 (43) 即 得 证 4. 
证 B 记 


0 € 
51 = 人 F(z) dz， “=/ F(z) dz， 
FE 
os = 人 -Plan “= | -ra 
( 见 图 2) 由 4 得 sl+sa=s4. 故 


fa — F(x)] dz 一 [ F(z) dz 


二 $53 十 84 一 81 二 83 十 (81 十 82) 一 $51 二 382 十 83 二 €.1=&. 


这 里 假定 了 《> 0. 对 上 <0 的 情况 可 类 似 证 明 . 


82.10 ”随机 向 量 的 数字 特征 


(一 ) 预备 知识 . 上 节 中 对 随机 变数 引进 的 一 些 数字 特征 可 以 推广 到 随机 向 量 . 


些 准 备 工作 . 
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(43) 


先 作 


先 考虑 定义 在 概率 空间 (909, 下, P) 上 的 二 随机 变数 和 (wow),ta(w). 说 它们 相等 是 指 : 对 一 
切 w€ 9, 
1(w) = £2(w). (1) 
然而 在 概率 论 地 绝 大 多 数 间 题 中 ， 只 和 需 “t1(w),é2(w) 几乎 处 处 相等 ”就 够 了 ， 这 人 句 话 的 精 
确 意思 是 说 : 
P(w :6&1(w2) = €2(%))= 1 (2) 
关系 式 (2) 通常 记 为 
£1= €2 (a.s.). (3) 
现在 证 明 : 如 (2) 成立 则 & 与 有 相同 的 分 布 函数 ， 因此， 任何 一 个 由 分 布 函 数 确 定 
的 性 质 或 由 分 布 函 数 确 定 的 数字 特征 ， 对 & 与 &2 都 是 相同 的 ; 例如 ， 由 82.9(4) 可 见 ， 如 
果 和 的 数学 期 望 存 在 ， 那 么 &2 的 也 存在 而 且 二 者 相同 ， 对 方差 及 其 它 各 阶 矩 也 如 此 ， 由 
(2) 得 P(&1 关 2) = 0, 故 


P(é1 & x)= Pllé1 & x] N[é # €2]) + P(lé1 < x] N [é1 = é€2]) 
= P(té1 & x] N [é1 = 人 ]) 
= P(lé2 < z] Nléi = é2]) = P(é2 & 2). (4) 
这 得 证 ,tf2 有 相同 的 分 布 函 数 . . 
一 般 地 ， 设 有 某 性 质 C, 它 涉及 基本 事件 w, 我 们 说 ， C 几乎 处 处 成 立 ， 或 者 说 ，C 
以 概率 1( 记 为 a.s.) 成 立 ， 是 指使 C 成 立 的 w 所 构成 的 集 hc 的 概率 为 1 即 P(4c) = 1 
例如 ， 在 (2) 中 ， C 表 性 质 “t1(w) = &2(w)”,Ac = (w :和 (ww) = &2(w)); 又 例如 


€ 之 0 (a.s.) 表示 P(w :E(w) 20)=1; 
im 0) =) (as) 表示 Po : lim to(o) = E00) =1. 


引 理 1 (马尔 科 夫 [Maprxos|] 不 等 式 ) 设 随机 变数 5 有 > 阶 绝对 和 矩 ， 忆 | < co, (> > 0)， 
则 对 任意 = > 0 有 Elél" 
P(l€| > 8) < 一 


证 设 & 的 分 布 为 F(A), (4e 8B1), 分 布 函 数 为 F(z)(z e Ri). 则 


(5) 


P(t| > 6) = F(z| > 6) = / dF(z) 


|z|>e 


rT 1 De 五 Tr 
< / | F(z) < 去/ Iz|" aF'(z) = 下 口 
lzl>e E” er J_w E 


(5) 式 的 特殊 情形 : 取 " = 2, 并 以 5- Bk 代替 ,得 
PE- Bel2 0) <, 


此 式 称 为 车 贝 晓 夫 (Ge6prmmeB) 不 等 式 . 
引 理 2 对 随机 变数 上 6 5 = ce (a.s.) 的 充 要 条 件 是 DE = 0 (c 为 常数 ). 
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证 必要 性 已 在 $2.9 定理 2@) 中 证 明 . 
有 反之, 设 D& =0, 以 & 一 Bt 代 寺 (5) 中 ,并 令 7=2, 则 对 任意 >0 
DE 
3 


PUE~ Etl>e)s -2 =0. 


由 于 事件 (|€ 一 EE| 之 雪 ) 1 (IE 一 BE 了 关 0), 故 


P(é -Et #0)= lim P(t - Btl 23)=0, 
Plé= Be)=1- P(t- Bl#0)=1. 口 





(二 ) 相关 系数 . 设 已 给 n 维 随机 向 量 
é£(0) = (en(o) 
如 果 E&i(i = 1,.…,n) 都 存在 ， 称 n 维 (常数 ) 向 量 (B61,…,B6,) 为 的 数学 期 望 ， 并 记 为 


五 5 = (Ee,.., Bbé,). (6) 
如 果 
bjk = E(€; — EBé;)(éx — BEér) (7) 
存在 ， 则 称 bj 为 & 与 &4 的 二 阶 混合 中 心 知 ， 而 级 矩阵 
bl Di … bn 
8- 上 2 四 (8) 
bni bn2 四 bnn 


则 称 为 & 的 协 方差 矩阵 ， 它 的 行列 式 记 为 |B|, 注意 
b;; = Dé;. 


矩阵 B 具有 下 列 性 质 : 
1° 对 称 性 : bj;x = Bx; (一切 j,k = 1,…,n). 
2° 非 负 定 性 : 对 任意 实数 放 ,…,mm,， 有 





nn 


»》, DIE 之 0 (9) 


j,k=1 


(比较 82.6 例 7). 实际 上 ， 1° 由 (7) 而 明显 ;又 


n oo n 2 
DY op =/ | {Dm - Be)) dF(z1,..*, Zn) > 0. 
oo 安 


Oo 
j,k=1 7” 


由 (9) 及 二 次 型 的 理论 知 
IB| > 0. (10) 
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现在 对 任意 两 个 随机 变数 和 ,ea 来 引进 一 个 重要 的 数字 特征 . 设 Da = Dé&i > 0,b22 = 
Dé&2 > 0, 称 





ri2 一 ba _ BE(é1 ~ BEé)(é2 — BEBé2) (11) 
Vb11022 E(t1 — E11)?2. E(té2 — Eé2)? 


为 锯 与 6&2 的 相关 系数 . 
以 有 as(zizz) 表 (&,&2) 的 分 布 沙 数 ， 由 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 得 


|b12| = / / (x1 — Eéi)(x2 — Eé2) dP» {21, 22) 


< // f_& 一 五 6 ae 三 三 em — Eé2)? dma(zl 22) 


= Vb1ib22, (12) 


可 见 当 6,ea 的 方差 有 穷 且 不 等 于 0 时 ， riz 有 定义 而 且 有 穷 . 
相关 系数 且 有 下 列 性 质 1° -4°. 
1° -1 和 ri 和 1 这 由 (11)(12) 直接 推出 . 
2° 如 上 6 独立 ， 则 ma = 0. 事实 上 ， 由 62.9 定理 1(iii) 








E(t1 — Eéi)(é2 — Eé2) = EBéibés — FE6E6a — Etibé2 + Eéibté2=0. 
3° |riz| = 1 的 充 要 条 件 是 : & 与 人 以 概率 1 线性 相关 ; 换 句 话说 ， 存 在 常数 a,b, 使 
1 = aé2 + b (a.s.). (14) 


证 充分 : 由 (14) 得 





ba = E(é1 — Eti)(é2 — Eé2) = E(at2 TD 一 at —b)(é2 — Eé2) 
= aE(é2 — Eé2)? = ab22, 


bii = E(£1 — Et1)? = E(at2 ~ aBé2)? = a?b22, 
b12 ab22 


T12 一 一 . 
2 Vb11b22 lalb22 


由 于 已 假定 Da > 0,62z > 0, 故 a 关 0 于 是 mz| = 工 还 可 看 出 如 o> 0, 则 m2=1, 如 a<0， 
则 712 = 一 1. 
必要 : 易 见 








&1 é2 7 
(i) -20 
由 引 理 2 知 : 存在 常数 c, 使 
、 é1 2 
当 r12 = 1， yr c (a.s.), 


、 41 2 
当 ria = 一 1， Ts) 











. 口 (15) 
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由 性 质 2°,3° 可 见 : 当 后 ,ea 独立 时 |riz| 达到 极 小 值 0; &1,éz 线性 相关 时 它 达到 极 大 
值 1. 而 且 后 一 结论 之 逆 也 正确 ， 这 说 明 ri? 在 一 定 程度 上 表达 了 &,é&2 间 的 相关 程度 ， 所 
以 叫 它 为 相关 系数 . | 

如 果 ri = 0, 就 称 &,é&2 不 相关 . 

由 (15) 看 出 ， 如 riz = 1,(14) 中 的 a > 0, &2 值 变 大 时 ， 6 也 变 大 ;如 ri = -1, 同 理 
知 &2 变 大 时 ， & 变 小 ， 前 一 种 相关 称 为 正 相 关 而 后 一 种 称 为 负 相关 . 

注意 2°? 之 道 不 正确 : 由 不 相关 一 般 推 不 出 独立 性 ， 因 而 “不 相关 ”与 “独立 ”是 两 不 
同 的 概念 . 

例 1 设 右 ,é&z 的 联合 密度 函数 为 


1 2 2 
0 如 2 十 这 1 
由 f 的 对 称 性 (或 由 直接 计算 ) 可 见 如 ,ea 的 二 阶 混合 中 心 矩 为 0, 故 其 相关 系数 也 为 0; 但 
上,ea 不 独立 ， 例 如 
1 
P(&1> -记名 > 历 ) AzP(& > > 万 )z (& > 万 ) 


因为 显然 右 方 大 于 0, 而 左 方 由 于 既 十 经 > 1 而 等 于 0. 
虽然 如 此 ， 对 二 维 正 态 分 布 ，2° 之 逆 却 是 正确 的 . 
例 2 如果,é&2 有 二 维 正 态 分 布 ， 密 度 函 数 为 


1 





1 (2-0)? (2—o)(y-6) ， (yb)? 
zc | oF 27 0102 十 ] 








f(z,y) = ro oi (17) 
则 

Pei = a, Eés =b, Déi = o2 Dé2 = 02, (18) 
712 二 7. (19) 

而 且 6, 和 的 独立 性 等 价 于 不 相关 性 . 

实际 上 ， 由 82.6 例 6 知 6,ez 的 密度 函数 分 别 为 
z 一 o)2 他 一 区 2 

户 (z) = oi Te 和 f2(y) = i 7. (20) 


由 82.9 例 3 知 (18) 成 立 又 


bi12 =b21 = |/ / (z — a)(y — b)f(z,y) drdy 


_ (yb)? Ooe 
a ee 
2xoi102V1—r7? 


op{ -0 ) } 必 
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作 变 换 z = ;十 志 (号 ? -+ 号:),w = 寻 2， 上 式 化 为 


Cl 


1 ”1 
yy 2 2\、- 堂 - 宇 
57 (glo2V1— rwz+roo2w’)e 77 dzdw 
一 Do 一 OO 
?7002 太空 5 2 oi02VI 72 fc az c 
一 07 we Tdw e Tt we 7 dw ze dz, 
一 oo oo 下 一 oo 一 


2 


其 中 第 一 ， 第 二 积分 都 等 于 V2r, 第 三 ， 第 四 积分 都 等 于 0, 故 
D12 一 7O102. 
于 是 
2 ypape 
由 2° 及 82.7 例 1 立 得 : 6&1,&z 独立 的 充 要 条 件 是 它们 的 相关 系数 ris = 0. 换 名 话说: 
4° 对 于 有 二 维 正 态 分 布 的 随机 变数 tea, 独立 性 与 不 相关 性 是 等 价 的 . 
(三 ) 中 数 , 众 数 . 至 今 看 到 的 数字 特征 都 是 82.9(5) 式 (或 (9) 式 ) 的 特殊 情形 , 它们 在 下 
章 中 将 起 重要 作用 . 数学 期 望 与 方差 服从 简单 的 加 法 运算 与 乘法 运算 法 则 ( 见 82.9(10),(14) 
与 (11)), 这 是 它们 的 优点 ; 缺点 是 它们 并 不 是 对 一 切 随机 变数 都 有 定义 ， 而 且 即 使 有 定义 
也 未 必 能 轻易 地 求 出 其 值 . 
现在 来 引进 一 些 新 的 数字 特征 ， 后 者 能 避免 这 些 缺 点 ; 然而 ， 可 惜 一 般 又 没有 上 述 的 


优点 . 
对 任意 随机 变数 &, 满足 下 二 式 
plé <«) 23, P(E2) 23 (21) 


的 = 称 为 上 的 中 数 ， 记 为 z3, 它 是 反映 集中 位 置 的 一 个 数字 特征 . 中 数 总 存在 ， 但 可 以 不 








y fm 2 一 
| | 
! ~ 
T1/2 I 
2 1 O Z1/2 O 1 
图 1 图 2 图 3 


画 出 上 的 分 布 函数 F(z) 的 图 ， 如 果 F(z) 连续 ， 那 么 z3 是 方程 
F(a) = 3 (22) 


的 解 (图 1). 如 果 它 有 跳跃 点 ( 见 图 2), 用 平行 于 y 轴 的 直线 联接 后 ， 得 一 连续 曲线 ， 它 与 
直线 y = 诗 的 交点 横 坐 标 即 z3, 由 于 交点 可 以 不 叭 一 ， 故 可 有 许多 个 z3; 例如 图 3 表 密 度 


为 (9 +) 的 分 布 函 数 ，z; 充满 了 区 间 [0,4]. 


+ 
2 过 
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设 F(z) 有 密度 f(x), 而 且 f(z) 的 图 形 关 于 直线 z = a 对 称 ， 即 fla + z) = f(a 一 z)， 
那么 zx} = a; 如 果 这 时 数学 期 望 m 存在 ， 则 = a = 中 特别 ， 对 于 正 态 分 布 N(a,o)， 
m=Q4= 21. 


一 般 地 ， 对 于 任意 常数 7,0 <r <1, 满足 
P(E < 1)>7, P(E>7)>1—r (23) 


的 z 称 为 7 位 数 ， 记 为 zw, 对 z; 可 进行 类 似 的 讨论 ， 称 rs -~ zi 为 内 极 差 . 如 6 的 分 布 

F(A4), (4 & B81) 是 连续 型 的 ， 显然，F([z3,z3]) = 吉 因 此， 如 z3 一 x3 愈 小 分 布 的 半 质 量 

也 越 集 中 ， 故 zy - zi 是 表示 集中 程度 的 数字 特征 ， 类似 可 定义 一 般 的 zrs - zr, ra > nl. 
对 于 一 些 特殊 的 随机 变数 &, 还 可 定义 另 一 反映 集中 位 置 的 数字 特征 : 众 数 ， 如 《 是 

离散 型 的 ， 称 6 的 最 可 能 值 ( 见 82.3(17) 为 众 数 ; 如 上 有 连续 的 密度 函数 f(z), 称 使 f(z) 达 

到 最 大 值 的 点 z 为 众 数 ， 众 数 也 可 不 唯一 . 
对 Nac), 显然 众 数 ， 数 学 期 望 ， 中 数 都 重合 为 a. 
例 3 对 具有 密度 为 f(z) = .sz 的 柯 西 分 布 ， 有 





F(z) = 2 I 二 > 十 二 arctgz. 
由 于 F(-D = 二 (0) = (1) = 4 故 中 数 为 0, 而 xz3 一 x3 二 1 一 (-1)==2, 又 因 f(z) 关于 
原点 对 称 ， 连 续 ， 在 z = 0 取 最 大 值 +, 故 由 此 也 可 看 出 zy = 0, 而 且 众 数 重合 于 zj 


82.11 特 征 函 数 


(一 ) 特征 函数 的 定义 和 性 质 . 

除了 一 些 特殊 的 分 布 (如 二 项 分 布 ， 普 阿 松 分 布 ， 正 态 分 布 等 ) 被 它 的 数学 期 望 和 方差 
所 唯一 决定 外 ， 在 一 般 情 况 下 ， 数 学 期 望 ,方差 等 只 能 粗略 地 反映 分 布 函数 的 某 些 性 质 . 
能 够 完全 刻画 分 布 函数 的 是 它 的 特征 函数 ， 后 者 是 本 节 研 究 的 对 象 ， 特 征 函 数 有 时 比分 
布 函 数 更 便于 应 用 ,， 例如， 和 矩 的 计算 对 分 布 函 数 是 积分 而 特征 函数 则 是 微分 ; 研究 独立 随 
机 变数 和 的 分 布 时 ， 用 分 布 函 数 是 求 卷 积 ， 而 用 特征 函数 则 化 为 简单 的 乘法 ( 见 下 面 性 质 
(iv) (v)) 在 极限 定理 的 研究 中 ， 特 征 函 数 尤其 起 着 重要 的 工具 作用 . 

设 已 给 分 布 函 数 F(z),z € 已 , 它 的 特征 函数 f(t)(t Ee Ri1) 定义 为 “ 


10=/ ~ eitrqF(z) (1) 


由 于 |e'*#|= 1 而且 下 有 界 ， 故 f(t) 对 一 切 te Ri 有 定义 . 
如 下 是 离散 型 的 ， 密 度 为 (% 2 ), 则 


f(0) = 2 De 





i1f(t) = f° cos trdF(r)+i 六 sin tz dF(z). 
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如 是 连续 型 的 ， 密 度 为 ga), 则 
10= 人 seam 
随机 变数 6 的 特征 函数 1(i) 定义 为 它 的 分 布 函 数 F(z) 的 特征 函数 ， 即 
f(t) = 人 etzdP(z) = Beité. (2) 


试 述 特征 函数 f(t) 的 性 质 : 
(i) f(t) 在 R1 上 均匀 连续 ， 而 且 





J < 7O =1 (3) 
f(-t) = f(t) ( 横 线 表 共 思 复 数 ). (4) 
证 
eri 0 = | ee” Dar < /ee ~ ar) 
< fr 一 IFG)+2 人 FFG (5) 
对 任 给 = > 0, 取 a 充分 大 使 
”ap < (6) 


再 取 6> 0, 使 则 < 人 对 一 切 ze [-oa] 均匀 地 有 

局 

2? 

由 此 及 (5)(6) 即 得 |f(t 二 及) 一 了 ()| <6, 只 要 ||< 6, 此 得 证 f(t) 的 均匀 连续 性 . 
其 次 ， 





， hz / he he 
lei*? — 1|= ei2 (e _e ') 





?| i ea < 
一 SIn 2 











yoi=| eape) < {lelare)= ar) =1= 700) 
0= et do= 太 eitz dF(z) = f(t) 口 
Gi) Ab 是 非 负 定 的 : 对 任意 正 整数 任意 二 < Ri 及 复数 Xi 1.…,m 有 


> f(ti—t)MA; > 0. (7) 


i7=1 


yf — tN = yl eitiveitir MA;) dF (zr) 


1,7=1 00 ;i,j=1 


oo 
一 / > AiertiT 


z=1 


Fa >0 口 
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设 随 机 变数 的 分 布 函数 为 F(z), 特征 函数 为 f(t), 有 必要 强调 上 时 ， 记 为 Fe(z), fe(t). 


Gii) 设 了 = ee 十 六 ob 为 二 常数 ， 则 
fn(t) = et fe(at). 
证 f(t) 一 Feitn 一 Feit(a€+6) 二 eibt peioté 一 eibt fe(at) 口 
(iv) 设 ? 了 7 是 ”个 独立 随机 变数 各, 和 的 和 


7 二 》 和 
对 一 工 


则 ，。 
f(t) = 1 et). 


二 1 
证 设 n=2, 有 
f(t) = Feit(t11é2) 一 peitéieité2 
= E(cos téi + isin té1)(cos té2 + isin té2) 


= Ecos té1cos té2 + iB sin té1cos té2 + iE cos téi sin té2 — Esin téi sin té2 


由 66 的 独立 性 及 82.7 系 1 


fn(t) = Ecos té1 cos té2 +iBsin té1B cos té2 + iB cos tiE sin té2 — Esin té1E sin té2 


= Be pe = fe, (t)fe,(t). 


对 一 般 的 n, 证 明 完全 类 似 ， 或 用 归纳 法 证 口 
注意 : (iv) 的 逆 是 不 真 的 ， 见 例 5. 
(v) 设 随机 变数 的 n 阶 矩 存在 ， 则 fe(t) 可 微分 klk < n) 次 ， 而且 


f°)(0) =itEé (kn). 


证 


一 | 钙 zxette| < jz 上 





dr* itr 
| 生 ( ) 
根据 假定 % jzl*dF(z) < oo, 故 下 式 中 在 积分 号 下 微分 合法 “而 有 


dr dr ™ 让 
f(t) = 天 10= 承 | 人 edF 器 
/. (he)arl) 一 外 / teirgF(z). (kh < nn) 


一 Ce 


在 此 式 中 取 t= 0 即 得 (12) 口 


1 这 性 质 的 反面 不 成 立 ， 见 例 5. 
2 详 见 [3] 87.3 





118 .: 


(8) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(二 ) 特征 函数 与 分 布 函 数 的 一 一 对 应 ”特征 函数 显然 被 分 布 函数 唯一 决定 ; 现在 来 证 
明 一 个 重要 的 定理 ， 它 说 明 分 布 函数 如 何 通过 特征 函数 来 表达 ， 而 且 被 特征 函数 唯一 次 
定 . 

定理 1 (逆转 公式 ) 设 分 布 函数 F(z) 的 特征 函数 为 f(t), 则 对 任意 -00 < zi < zz < co， 





有 1 
2 2 
1 i e 一 itzl 上 e 一 itzz 
一 一 上 一 -一 一 一 为 db 15 
元 Lm , 元 f(t) dt; (15) 


因此 ， 如 果 zi,za 是 F(z) 的 连续 点 ， 则 





1 .. 了 Eitzi _ e—itr2 
F(z2) — F(z1) = 元 dim 元 f(t) dt. (16) 
证 证 明 的 关键 在 于 利用 数学 分 析 ”中 的 公式 
， 3 (a > 0) 
了 人 a= 0 (a=0) (17) 
-= (a <0) 
以 及 交换 几 次 极限 的 次 序 ， 由 (1) 得 
1 1 er 一 titzi 上 ce 一 itz> 
1 = 元 人 二 到 
7 oo 一 ttT1 一 
一 二 全 矿 “ 二 etrdqF(z) dt 


利用 不 等 式 ”: 对 任意 实数 a 


ee -1| glal. 


可 见 被 积 函 数 的 绝对 值 不 超过 za - z1, 由 Fubini 定理 可 交换 积分 次 序 而 得 


oo 1 it(z 一 zi) ptt(z 一 z2) 
五 = 二 | / < 一 | dF(z) 








27 _oo l/l t 
Ce 1 it(z 一 z1) -一 计 (z 一 z1) 让 (z 一 了 2) 一 计 (z 一 ?22) 
二 工 / 2 2 te | dF'(z) 
2x |Jo 全 





加 1 oo [ ( 昱 t(z 一 2Z1) sin t(z 一 22)] | dF(z) 

7x oo lJo 1 t 

=/ +/ +|/ + +/ g(l, x; 71, 22) dF (2), (18) 
—00,71) {zx1} (x1,22) {z2} (z2,00) : 


1 +t 二 0 时 ， 按 连续 性 补 定义 15> 之 值 为 za 一 zl. 

?参看 [34] ; ia 

3 实际 上 ， 如 aw 0, 有 leie -- 1 = [fe Ei? dz| < flexldr=a, 如 a<0, 则 le* -4|= leis(eilol ~ 11 = 
leilel — 1| & lal, 
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其 中 {y} 表 只 含 一 点 y 的 单 点 集 ， 又 


1 firsint(z—z1) sintz — z2) 
g(l, x; £1, 2) = :/ | 7 一 I | (19) 、 





注意 由 (17) 可 见 lg(5z; zt,zz)| 有 界 ， 由 勤 贝 格 控制 收敛 定理 ， 当 1 一 oo 时 ， 可 在 (18) 右 
方 积分 号 下 取 极 限 ， 故 


lim 五 一 人 +/ +/ ;| +/ lim gl(l,z; z1, z2) dF (7). 
一 co) J{zi}y ei) dra} (wa,00) I 


2 E (一 oo, x1) U (za co) 


但 由 (17) 


0 

。 1 
Jim 9(l zi zl £2) = 2， zr 二 ZX1 或 z= x2， 

1 


， TE (zl za2). 


代入 上 式 并 以 F(4) (4e 有 Bi) 表 F(x) 对 应 的 分 布 ， 即 得 


Jim =0+3F({e1) + P(e1 22) + 3F({72)) +0 


_ F(z1+0) ~ F(z —0) F(zx2+0)— F(z2 — 0) 
2 . 


+ F(z2—0)— F(zi 二 +0)+ 了 
_ F(z2 +0)— F(z2 一 0) F(zit+O)— Fr 0) 


2 2 





于 是 (15) 式 得 证 口 

以 zy 代替 (16) 中 的 ra 及 zi, 可 见 在 F(z) 的 每 一 连续 点 z 上 ， 当 yg 沿 F(z) 的 连续 
点 而 趋 于 -ce 时 有 

1 . . eity eitz 
F(x) = 元 im。 im , ft dt. (20) 

系 1 (唯一 性 定理 ) 二 分 布 函数 玉 (z), Fz(z) 恒 等 的 充 要 条 件 是 它们 各 自 的 特征 王 数 
及 (t),， fo(t) 恒 等 . 

证 如 互 (zx) = E(z), 一 切 z, 由 (1) 可见 及 (4) = (0), 一切 t 反之， 设 有 1(t) = f2(t), 
一 切 t, 以 4 青 五 (z) 及 B(x) 的 不 连续 点 的 集 ，4 是 可 列 集 ， 由 假设 及 (20) 可 见 


F(x)= F(x), £2 ¢ 4. : (21) 
今 设 ye 4, 取 一 列 zg Ah, zn 1y. 由 分 布 函数 的 右 连续 性 


Fi(y) = lim F(zn) = lim F(zn) = Fa(y) (y € A). 


由 此 及 (21) 知 页 (z) 与 B(x) 恒 等 口 
系 2 设 特征 函数 f(t) 绝对 可 积 ， 即 太 | jd < co, 则 对 应 的 分 布 函数 F(z) 是 连 
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F'(2) = 元 广 eit? f(t) dt. (22) 


证 考虑 G(z) = 0948-9), 如 能 证 G'(z) 存在 ， 则 G(z) 在 点 z 连续 ， 从 而 F(z) 也 
在 点 xz 连续， 于 是 G(z) = F(z) 而 G'(z) = F(z). 故 只 要 对 G'(z) 证 明 系 2. 
由 (15) 得 知 对 h>0 有 
Gl(z+2h)— G(x) 1 人 er - eta+2h) 


| 
2h ar Hw), 2thi 





f(D dt 


1 i , 一 斌 六 
= im 人 ee 一 元 一 f(t) dt 
一 co .一 


1 
1 -it(z+h) sin th sin 


= 一 lim 
27 ! 一 co -1 


由 于 被 积 函数 的 绝对 值 不 超过 |7(b)|, 按 假定 7(9| 在 局 可 积 ， 故 被 积 函数 也 在 Ri 可 积 ， 
Jim 及 可 换 为 人 ,于 是 


G(rz+2h)—G(z) 1 广 _it(zih) Sin th 
2h 55 人 th /Ot 


f(t) dt 





(23) 


仍然 根据 上 述 定理 及 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ， 当 时 户 一 0+0, 可 在 积分 号 下 取 极 限 ， 故 
G+(z) = lim SC 一 Clz) - 工 [ Ye-itz f(t) dt, (24) 


R 一 0+0 2h 27 /_~ 
G+(z) 表 G(z) 在 点 x 的 右 导 数 . 对 hh <0 考虑 -Sts+20, 同样 可 得 左 导 数 G-(z) 也 存 
在 而 且 等 于 (24) 中 右 方 值 ， 这 样 便 证 明了 : 对 一 切 x*e 访 有 


G'(z) = 去 人 eit f(t) dt. (25) 


由 于 |e-ef(z)| = 7, 根据 假定 知 G'(z) 有 界 ， 再 用 一 次 勒 贝 格 控制 收敛 定理 知 G'(z) 连 
续 ， 既 然 G'(z) = F(z), 一 切 =e Ri, 故 (22) 成 立 ， 而 且 


=- 人 F'(z) dz 
从 而 F(z) 是 连续 型 的 口 
*( 三 ) 半 不 变量 设 随机 变数 & 的” 阶 矩 m 存在 ， 由 (12) 可 把 它 的 特征 函数 f(t) 按 
泰勒 (Taylor) 级 数 展开 而 得 重要 公式 


f(t)=1+ ~ me (it)* + o(t"). (26) 
a 


1 如 果 f(t) 取 实 数值 ， 利 用 e-itz = cos tz - isin tz, 分 别 比较 (22) 式 双方 虚实 部 分 ， 可 见 (22) 式 化 为 F(z) = 
去 六 cos trf(t) dt. 

注意 ， f(t) 的 绝对 可 积 性 并 非 必要 条 件 ， 故 即使 它 不 成 立时 ， 定 理 结论 仍 可 能 正确 ， 此 时 ， 不 妨 用 (22) 试 算 ， 以 
求 概率 密度 ， 再 用 (1) 验证 . 
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由 f(0) = 1 及 f(t) 的 连续 性 ， 存在 5 >0, 使 由 <5 时 ，f(t) 冯 0, 故 函数 log f(t) 对 由 <5 有 
意义 而 且 单 值 人 由 性 质 (v), log f(t) 的 前 ”级 导数 在 0 点 存在 ， 令 


x = 去 [人 osf0] (kg) (27) 
称 xx 为 随机 变数 6( 或 它 的 分 布 ) 的 上 阶 半 不 变量 ， 显 然 与 (26) 类 似 有 


log f(0) = > (it)* + olt"). (28) 


为 了 求 出 半 不 变量 与 矩 之 间 的 关系 ， 形 式 ! 地 (不 考虑 矩 的 存在 及 级 数 的 收敛 性 ) 在 
(26)(28) 中 令 n 一 co 并 利用 


log f(t) = log @ +》、 (0)*) = (i)’, (29) 
k=1 k=1 
y 等 (的 
f(t) -+ 于 Go"= 才 ， 


比较 最 后 一 式 中 (2t) 的 系数 ， 可 见 Xn 是 7721， Mn 的 多 项 式 ， Mn 也 是 XI ,Xn 的 多 
项 式 ， 例 如 


Xl 二 M1 三 bEé, 
X2 = m2 — (mi) = Dé, 
X3 一 7723 一 3m1mz 十 2m3, (30) 


X4 = m4— 3m2 一 4mims 十 12m?2m2 一 6rmmn4， 


反之 
M1 一 X1， 


m2 一 X2 + xX, 
ms = X3 十 3X1X2 + Xx}, (31) 
ma = X4 + 3X2 + 4X1X3 + 6X?X2 + XY 


半 不 变量 具有 下 列 简单 性 质 : 1°. 如 随机 变数 &1,&2 独立 ， 它 们 的 上 阶 半 不 变量 Xt ,x 外 
存在 ， 则 上 = 所 十 乌 的 上 阶 半 不 变量 xx 为 
= Xt) + xXx). (32) 
证 以 f(t), 有 (4),f2(t) 分 别 表 68 的 特征 函数 ， 由 (10) 得 


log f(t) = log f1(t) + Yog f(t)- (33) 
1 这样 形 式 地 做 的 原因 是 : 它们 之 间 的 关系 ， 如 果 有 的 话 ， 一 般 应 与 形式 地 求 得 一 致 
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由 (29) 即 得 (32) 口 
称 (32) 为 半 不 变量 的 可 加 性 ; 注意 ， 对 和 矩 mx 没有 与 (32) 相应 的 性 质 ， 这 是 它 比 矩 方 
便 之 处 . 


半 不 变量 命名 的 原因 是 由 于 
2°. 在 变换 
n=é+6b (34) 
下 ， 半 不 变量 ( 除 一 阶 外 ) 不 变 ，“ 为 常数 . 
证 ， 由 (8) 


fn(t) = et felt), 
log f(t) = itb +Hog felt). 


由 (27) 即 知 7 及 & 的 k(k > 1) 阶 半 不 变量 相等 ， 只 要 它们 存在 口 


(四 ) 例 . 
例 1 对 二 项 分 布 Bln,p)， 
f(t) 一 Nk nkoitk 一 n ( et)® nm 一 (人 et 十 )™. (35) 
2 (和 q 2, (2 p gq p a 


设 有 贝 努 里 实验 ， 4 在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 为 p, g = 1 一 7p, 定义 随机 变数 6&6: 


。 - 人 如 第 j 次 试验 中 4 出 现 ， 
” 【0， 反 之 . 


则 与 了 = 1 ,nm 独立 同 分 布 ， 分 布 为 (中, 故 
fe lt) = pe'! + ge = pe +g. (36) 


令 加 一 并 与 ,n 是 前 n 次 实验 中 4 出 现 的 总 次 数 ， 由 (iv) 得 


fnalt) = (pe 十 四 (37) 


回忆 nn 有 二 项 分 布 B(n,Pp), 于 是 重新 得 到 (35). 

设 了 YZ 是 二 独立 随机 变数 . 分 别 有 二 项 分 布 B(n,p), B(m,p). 于 是 它们 的 卷 积 B(n,p)* 
Blm,p) 是 X=Y+2 的 分 布 另 方面 , 由 (iv) 及 (35) 知 X 的 特征 函数 是 (pe”+9)"'". 由 
系 1 工 知 分 布 函数 被 它 的 特征 函数 唯一 决定 ; 亦 即 不 可 能 有 两 个 不 同 的 分 布 函数 ， 它 们 有 相 
同 的 特征 函数 .既然 B(n + m,p) 的 特征 函数 是 (pe* + 9g)"+”, 故 


B(n,p) * Blm,p) = B(n + m,p). (38) 


这 证 明 参 数 为 n,p 的 二 项 分 布 与 参数 为 m,p 的 二 项 分 布 的 卷 积 也 是 二 项 分 布 ， 后 者 的 参 
数 为 1 十 m,p. 
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从 贝 努 里 实验 来 看 ， (38) 是 明显 的 ， 因 为 B(mwp)* B(m,p) 是 n 次 实验 中 4 出 现 次 
数 与 另外 m 次 中 4 出 现 次 数 的 和 的 分 布 ， 也 即 是 n+m 次 中 4 出 现 次 数 的 分 布 ， 故 应 是 


B(n + m,p). 
由 (12)(37) 可 求 得 


En = np, Dr = En — (Em) = npg. 
这 在 $2.9 中 已 求 出 ， 由 (30),wmn 的 前 二 阶 半 不 变量 为 
Xi = np, Xx2 = npg. 


这 也 可 直接 从 (27) 及 (37) 算得 . 
例 2 参数 为 和 (和 >0) 的 普 阿 松 分 布 P(A) 的 特征 卫 数 为 





f(t) = Set . oA = e-》 3 (Meit)* eA ee eMer-1) 
k=0 


kl k! 


k=0 
由 此 可 见 
P(A)* P(p) = P(A+H), (A>0, > 0). 
为 求 半 不 变量 ， 由 (40) 得 





故 根据 (29) 有 
Xk = AA, (k= 1,2,..). 


例 3 正 态 分 布 N(0,1) 的 特征 函数 为 


1 tr -二 1 ea)? 
t) = 一 -一 etr- dr=e 3 / e 2 dz. 
7 V2n 厂 V27 -oo 





(39) 


(40) 


(41) 


最 后 一 积分 是 复 变 函 数 e- 抒 在 复 平面 上 沿 平行 于 实 轴 的 直线 y = -让 的 积分 ， 由 闭路 积 


分 的 理论 可 见 此 积分 等 于 同一 函数 沿 实 轴 的 积分 !, 即 为 1 e- 至 dz = V 玩 , 故 


一 经 


f(t) = 





1 实际 上 ， 考 虑 闭路 
c 一 {-a 一 aa 一 aa 一 诗 一 一 < 一 诗 一 一 ah 
z2 

它 由 LIDIIIIV 四 线段 构成 . 由 于 e- 了 工 在 C 中 解析 ， 故 

三 e 王 dz = 0. 但 当 z 位 于 线段 ILIV 时 ， 令 z= 二 zx 十 iy, 则 

z2 22 yz . a2 t2 

|e 2 |= |e 十 :5 iny| 所 e- 生 + 

故 ce 全 沿 ILIV 的 积分 当 a 一 oo 时 趋 于 0, 从 而 


(2—it)2 


[oe 3 dz = [™ ee- de = V7. 
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(42) 


今 考虑 正 态 分 布 N(a,o), 设 它 是 随机 变数 & 的 分 布 ， 那 么 标准 化 随机 变数 & 
Er 一 € 一 





(o > 0) 
的 分 布 是 N(0,1). 根据 (8)(42) 知 上 (或 N(e,o)) 的 特征 函数 为 
felt) = ef (0t) = et 
由 此 知 
N(ai,oi) * N(a2,02) = N(a1 + a2, V0? + 02). 
例 4 设 随机 变数 上 在 [a 一 h,a++ 问 上 有 均匀 分 布 ， 因 而 密度 为 
1 
eol) = { 2h ® € [a—h,at+h), (h > 0) 

0， zeE[la 一 /ja 十 败 . 

(参看 82.2 例 2), 特征 函数 为 


G 十 产 计 开 
. 1 re ath 
站 一 itz 1 二 [二 | 
f(t) 去 | 2 Tai os 


1 eit(ath) ~ eitla-h) _ piat sin th 











2h 计 th 
用 (12)(46) 固然 可 求 出 大 阶 矩 mx, 但 这 里 不 如 直接 计算 : 
_1 oth 1 (e+ h)*ti— (a — h)etl 
Teoh dr 一 k+l 
作 线性 变换 7? = 所 寻思 , 则 易 见 7 在 [0,1] 上 有 均匀 分 布 ， 密 度 为 
_f1, ze [0, 1], 
pn(z) = fo €[0, 1]. 


(43) 


(44) 


(45) 


(46) 


(47) 


(48) 


均匀 分 布 的 重要 性 还 由 于 下 列 事实 : 设 随机 变数 a 的 分 布 函数 F(z) 是 > 的 连续 天 


数 ， 则 随机 变数 6 = F(a) 在 [0,1] 上 有 均匀 分 布 . 
实际 上 ， 对 任意 实数 ye [0,1, 由 F(z) 的 连续 性 ， 方 程 


F(z)=Y 


至 少 有 一 解 ， 记 为 +z =F '(g). 于 是 


0, y<0 
P(B <Y)=P(F(a) Y= 4 Plag Fy))= FF = yel0,1 
1, y>1. 


* 例 5 设 (61,é&2) 有 联合 密度 函数 为 


ee = | i + zg(z2 —)， 如 |z| < 1, lyl <1, | 
0， 反之 . 


(49) 


(50) 
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以 六 电表 的 特征 函数 ，1i = 1,2, 并 令 

= 二 +é2 
的 特征 函数 为 为, 我 们 证 明 
f(t) = f(t)fo(t). (51) 


然而 6, 人 不 独立 . 这 说 明 性 质 (iv) 之 逆 是 不 正确 的 . 实际 上 ，6&,&2 的 密度 函数 p1 (x), p2(9) 
在 |z|<1 及 |yl < 1 时 分 别 为 








1 3212 4 
1 1 TYy TY 11 1 
= 二 [1 2_ wad = 了 | 一 | 一 
Pa(z) il + ryr yy)dy= ly+ 全 | = 
1 4 2，3 
1 1 ry zy 11 1 
一 —|l1 2— 2 ad. = 了 | 一 | 二 . 
p2(Y) [Mil + ryz —y)dr= 32+ 2 |_ ,= 


故人 都 在 [-1,1] 中 均匀 分 布 . 既然 pi1(z)p2(Y) = 主 夫 eol(z 四 (lz 入 二 加 乏 1) 故 对 ,6 不 
独立 . 
下 证 (51). 由 $2.8( 二 ) 的 (41) 式 ， 知 € 的 密度 函数 %(z) 为 


wp(z) = 广 op(zz 一 2Z)dz， (52) 


由 于 w(z,y) 在 矩形 |z| < 1, |y| < 1 外 为 0, 故 对 每 固定 的 z,(52) 中 的 积分 只 要 同时 满足 下 
二 不 等 式 

iz <1, z~1&zrgz+1 (53) 
的 z 进行 ， 当 -2 < z < 0 时， 满足 上 二 不 等 式 的 z 的 变化 范围 为 [-1,z+1]; 当 2>z>0 
时 ， 范 围 为 [z 一 1,1]; 当 1]z|>2 时， 没有 z 能 同时 满足 上 二 不 等 式 ， 故 


之 十 上 
1 1 
/ 4(1 +322° ~ 228° 一 2 2)dz = 2(2 + 2), 如 一 2<z<0, 
-1 








yw(z) = [ el 二 3z2z2 -2zz3 — z3z)dz = 10 _z)， 如 0 <z<2， (54) 
» 如 |z| > 2. 
w(z) 属于 三 角 分 布 的 密度 函数 ( 见 下 图 ). 由 上 式 
f(t) = 3 fe 十 zeitz dz 十 fe _ z)eit | fa(2) 
1 
一 运 ( 人 ) 





1 sin t\2 
= 30 cos2t) = ( 了 ) ， 





又 同 例 4 得 
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10= .to A 
证 明 过 程 中 还 蕴含 下 列 事实 : 两 个 在 [-1,1] 中 均匀 分 布 的 卷 积 是 一 三 角 分 布 ， 后 者 的 密度 
函数 为 (54) 中 的 W(a)， 








*82.12 ”多 元 特征 函数 





(一 ) 定义 与 性 质 ， 设 已 给 nn 元 分 布 函 数 卫 (zt1,… ,zn), 它 的 特征 函数 (1,… ,如 ), 志 6 
RR (i=1,…,n) 定义 为 


Fa) 一 / | eilt1z1+t'"*+tn en) dF(z1,.:.., Tn). (1) 


如 
记 t= (ty tn) t= (271, ,Tn), t= ( ， ) Wes 
tn 


f(t) = / eizt dF(z). (2) 


n 


n 元 特征 函数 的 理论 与 一 元 时 类 似 ， 故 叙述 从 简 . 
随机 向 量 6,…,é%) 的 特征 函数 f(t1,…,tn) 定义 为 它 的 分 布 函数 F(z1,… ,zn) 的 特 
征 函 数 ， 即 
f(t) = / eirt gqF(z) = Be't = Eeiltiéit ttnén) (3) 
RR» 


Qi) 特征 函数 f() 在 RE 中 均匀 连续 ， 而 且 


[f(t tn)| < f(0,...,0) 三 1， 
太一 三 一刀) = f(t ,tn). 


(i) 设 Fi jn (TH, Dy, ) (k < n) 是 F(z1,:.-, Tn) 对 应 于 (j1,* ,Ik) 的 边沿 分 布 函 


Pi js (TH Tj) = FW, Yn) 





Yi =2i, 如 i=j1,…,j， 


w=%， 反 之 . 
则 Pi (Tj Ty) 的 特征 函数 为 





frit (ti i ts) 一 f(s sn 3 一 在 ， 如 i=j1,…,j， 


si 一 0， 反之 . 


例如 ， 碧 (z1) = F(z1,00o,:…,00) 的 特征 函数 为 f(1,0,…,0)， 由 此 可 见 ， 如 (6 ,én) 的 
特征 函数 为 和 则 (和 的 特征 函数 为 人 6 的 特征 函数 为 
f(ti,0,...,0). 
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7 一 Feiltifit+inén) 一 I Beiss 一 TI fs, (t;), | (4) 
IJ=1 j=1 


其 中 fe,(t) 表 & 的 特征 函数 ， 
(iv) 矩 BEree .tt 与 特征 函数 间 有 关系 





2 与 DR 十 ko f (£1, to, “0 -| 


EBék:! Ek2 。 En 一 (2) j=1 | 5 BLE 一 Bek (5) 
2 了 


t 一 t2 一 … 一 tn 一 0 


(Vv) 设 Qj;, by (7 一 1,2,...,n) 为 常数 ， 则 随机 向 量 (oiéi 十 anen + bn) 的 特征 函数 


为 nn 
i( Dp hats) 
e ~ k=l f(aiti,, antn). (6) 
(iv) 设 o 为 常数 ， 则 (一 维 ) 随机 变数 9 = 污 oj&; 的 特征 函数 记 () (te Ri) 为 
| i( at 
fn(t) 一 Fe'tn 一 Ee j=1 一 f(ait, 四 ,Qnt) (由 (3)). (7) 


(二 ) 元 特征 函数 的 逆转 公式 ， 证 明 虽 与 一 元 时 相似 ， 但 由 于 它 的 重要 性 ， 我 们 仍 
给 出 证 明 ， 为 此 先 引 进 一 概 念 . 
| 设 已 给 ”元 分 布 函数 下 (z1,… ,zn), 它 所 决定 的 n 维 分 布 记 为 (4), 4 € Bu 考虑 任 一 
n 维 区 间 : 





(a,b] = (21) 7, Tn): a; < Zi bj;, j= 1,..,n), (8) 
[a, 6b] = ((z1,.…, Ln): Qj 7) < b;, 了 一 1,.……,n), 
(a,b) = (1, ,Tn): a; < zx; <b;, j=1,..,n). 

称 (a,48] 为 分 布 沙 数 F(z1,… ,zn) 的 连续 区 间 ， 如 果 F([a, 外 \ (a,5)) = 0; 也 就 是 说 正在 (a, 引 


的 边界 [a, 1 \ (a, b) 上 的 值 等 于 0， 显然 ， 如 果 (上 en) 的 分 布 函数 为 F(z1,: “ , Cn), 而 (@,b] 
是 后 者 的 连续 区 间 ， 那 么 


Pen) € la,b] \ (a,86)) = Fla, bd \ (a,b)) =0. (9) 


定理 1 (逆转 公式 ) 设 n 元 分 布 函数 下 (x1,… ,zn) 的 特征 函数 为 f(H,… ,tn), 对 任意 
由 (8) 定义 的 区 间 (a, 丰 , 如 果 它 是 此 分 布 函 数 的 连续 区 间 ， 则 


1 1 ln Eitiol — e~itib | e 一 itnan — Ee~itnbn 
F([a, 6b]) 一 -lm i 一 一 .一 一 一 一 一 一 
(2z)” oo 一 和 一 名 2t1 tn 
j=1,,n 


1 
x f(t1,:: ,tn) dti::. dt. (10) 
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证 以 (1) 代入 (10) 中 的 f(t1,…,th), 于 是 (10) 右 方 积分 先是 对 z1,…,zn, 再 是 对 
1,…,tn 的 积分 ， 由 于 被 积 函 数 绝对 可 积 ， 故 由 富 比 尼 定 理 ， 可 改变 积分 次 序 ， 于 是 右 方 
中 的 积分 化 为 


了 eiti (2;—9;) et (2;—b;) 
三 全 11 dt ladF(z1,. ,Tn). (11) 
ts 





我 们 有 - 
ly eiti(21—01) — piti(zi—b;) 
ne)=/ di; (12) 
-ls 了 
_ 2 sin tj;(2; 一 03) gi, 2 sin tj;(z2; 一 b) (13) 
0 t; ’ 0 了 ’ 


利用 $2.11(17) 式 得 
27, 如 ui << Zi 扩 b;, 


lim L(x;)= 
bo0 7 ” 0， 如 2j < Ai 或 bj < Tj. 


从 而 
1， 如 (zzn) € (a,b), 


、 (14 
0， 如 (zl ……,zn) € [a, 0]， ) 


这 里 区 可 = Rn le, 中 由 (11),(10) 右 方 值 为 
CR ,lim 广 f T(z1) :Di, (zn) dF (ri, ,Tn). 


将 R; 分 为 三 个 互 不 相交 集 的 和 : Rn = (a,5)U [a, 外 U ([a,9]\ (a,5)), 上 值 等 于 


(27)” LO 广 /: /- 上 /- -Di (Zn) dF (x1, ,Tn)|. 


,b]\(a,b) 


由 (13) 及 $2.11(17) 知 | (21)… 也,(zn)| < kk 有 界 ， 上 为 菜 正 常数 ， 由 勒 贝 格 控 制 收敛 定 
理 ， 可 在 积分 号 下 取 极 限 . 由 于 (14) 知 取 极 限 后 第 二 积分 化 为 0, 第 三 积分 的 绝对 值 不 超 
过 kF([a, 外 \ (a,b)), 由 [a, 引 是 连续 区 间 的 假设 ， 它 也 等 于 0, 于 是 只 剩 下 第 一 积分 ， 再 用 
(14) 即 知 (10) 右 方 值 为 F(la,8]) 口 

由 定理 1 就 可 仿 一 元 情况 而 得 下 定理 ， 我 们 不 一 一 地 去 深入 它 的 细节 了 . 

唯一 性 定理 ”两 个 nn 元 分 布 函 数 及 (21,… ,zn)， 忆 (z1,…,zn) 恒 等 的 充 要 条 件 是 他 们 
各 自 的 特征 函数 及 (1,… ,tn), 及 (4,… ,tn) 恒 等 ， 

系 1 以 f(t), fey (0) (tat eR) 分别 表 (&1)…,&rn) 及 三 的 特征 函数 ，j = 1,:…,n， 
则 随机 变数 6 …, 和 独立 的 充 要 条 件 是 





fi, ta) = fe (t1): fe, (tn). (15) 
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证 必要 性 见 (4). 反之 ， 设 (15) 成 立 ，(&,…,&n) 的 联合 分 布 函数 F(zu ,za) 的 特 
征 函 数 按 定义 是 fb), 以 F(z) (ee Ri1) 表 后 的 分 布 函 数 ， 显 然 


C(z Zn) = Fe (z1)**. Fe, (rn) 


oo oo 
/ .,. / ei(tari 十 … 二 tnzn) dFe, (zx1) Fe, (xn) 
一 oo 一 oo 


=H|/ arte)| = IIx 四 ) 


:1 


= f(t) (由 (15)) 


于 是 得 证 F(z1,.…- , Tn) 及 G(x1,.…- , Tn) 有 相同 的 特征 函数 ， 由 唯一 性 定理 此 二 孔 数 恒 等 ， 


故 
F(z1, en) 一 EC) (mh (16) 


亦 即 En 独立 口 
(三 ) n 维 正 态 分 布 的 性 质 ， 作为 重要 的 例 ， 试 研究 ” 维 正 态 分 布设 ” 维 随机 向 量 
二 (和 “ , En) 有 n 维 正 态 分 布 N(a, B), 密度 为 


1 一 各 3 Tjk(Tk—QR) (Ti—0i) 

Z1 Xn) = 71 ， 17 
fe) Gal 0 
其 中 BB 为 n 级 正定 对 称 和 矩阵 ，1B| 表 B 的 行列 式 的 值 ，(rjk) = B-1 (参看 82.6 例 7), 因而 
rjk = 由，1Bjs| 表 行列 式 1B| 中 元 素 by 的 代数 余子 式 ， 记 a = (ol ,an). 


引 理 1 存在 n 级 正 交 矩阵 T, 使 随机 向 量 
1= 人 -azT' (为 了 的 转 置 矩 阵 ) (18) 


中 的 分 量 nh,… ,7 是 独立 随机 变数 ， wm; 有 一 维 正 态 分 布 N(0, Vdi), di > 0. 
证 考虑 82.6 例 7 中 的 正 交 矩阵 了, 使 





di 0 
oo 相 (dj > 0, 了 = 1,.…,n) (19) 
0 dn 
由 于 了 的 行列 式 的 绝对 值 为 1, 根据 82.8 定理 1 知 (18) 所 定义 的 有 密度 为 ! 
_ 1 —y? /2d; 
mln.) = Vi (20) 


! 参 看 82.6 中 (28) 式 的 证 明 
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由 此 可 推 得 m; 的 密度 为 





5 We 及), 故 


ful 2 -I (y;). 


从 而 得 证 (Hh,… ,mn) 的 独立 性 口 

引 理 1 说 明 经 过 某 线性 变换 后 ， 可 把 具有 分 布 为 N(a; B) 的 随机 向 量 上 变 为 独立 随机 
向 量 wm, 7 也 是 正 态 的 ， 分 布 为 N(0, DD). 

定理 2 1 随机 向 量 & 的 特征 函数 为 


Get ta) eS 21) 
2° 《= (&1,…,én) 的 任 一 子 向 量 (&4,,… ,Epa), (m < n) 也 是 正 态 的 ， 分 布 为 NG 二 
其 中 &= (ap,,… apm),B 为 保留 B 中 第 语 ,…,km 行 (与 列 ), 而 抛 去 其 它 行 (与 列 ) 的 
和 矩阵 ， 
3° 
Eé; = Qj;, (22) 
E(é; — aj)(ék 一 ap) = by. (23) 
4。&1,…,én 相互 独立 的 充 要 条 件 是 两 两 互 不 相关 . 


证 1? 考虑 (18) 中 的 ? 与 了 ,注意 了 =T (7 为 了 的 逆 和 矩阵 ) 由 引 理 1 及 82.11(43) 
式 知 7 的 特征 函数 为 


pn( 丰 加) 一 e 1! ， (24) 
采用 矩阵 符号 ， 由 (18) 得 €=a+77, 故 & 的 特征 函数 为 
pelt) 一 Eei(otnT)t 二 eiot pein(Tt) (25) 
作 变 换 
Tt 一 3/ (26) 
由 (24) 得 
einGY) = Eeins 一 on(s sm) =e I! . (27) 


另 方面 ， 根 据 二 次 型 理论 知 : 由 于 了 满足 (19), 故 变换 (26) 把 二 次 型 +Bt = DD bintith 变 
到 关 邱 i ; 既然 了 -1 存在 ， 由 此 及 (27) 可 
Eein(Tt’) 一 et Bt 


以 此 代入 (25) 得 | 
ee 人 一 eiot-t Bt 
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此 即 (21). 
2 由 的 可 见 (， em) 的 特征 函数 可 自 pe 人 ,可 ) 中 令 下 = 0 关 司 天 村， 
而 得 ， 即 


wv=1 


m m 
i onuteu— D) berukvteo tk 
e uu 二 1 


然而 N(&,B) 的 特征 函数 也 是 此 函数 ， 故 由 唯一 性 定理 即 得 证 (i). 
3” 由 (ij) 知 与 有 一 维 正 态 分 布 故 Et; 及 DE; 存在 ， 再 由 Elé; - BEéj||é&k -BE < 
VDé&;VDEk, 知 
E(é; — Eé;)(ék — Eéx) = BEéjér — BEé;. Be 
存在 . 由 (5) 及 (21) 即 得 (22)(23). 
4” 必要 性 见 82.10( 二 )2°. 反之 ， 如 果 &j,&4 不 相关 ， 即 6 与 &% 的 相关 的 系数 
1 EE EE) — BEér) 
" VDEVDER 
则 EE(&j 一 BE) 一 Bx) = 0, 从 而 由 (22)(23) 知 bj = 0, 于 是 由 (21) 得 


nn 


pelt1, 四 ,tn) 一 Ile tots 一 一 一 Ho )， (28) 
j=1 

其 中 wpe,(t) 是 & 的 特征 函数 .再 由 系 1 即 得 所 和 欲 证 口 

由 定理 2 可 见 : n 维 正 态 分 布 N(a,B) 中 ，a 是 的 数学 期 望 : a; = Bti, 而 B 是 & 
的 协 方差 矩阵 . 

< 有 7m 维 正 态 分 布 N(a, B)， 等 价 于 它 的 特征 函数 由 (21) 给 出 . 

称 &1,…,é 的 任 一 线性 组 合 2 NE 十 和 Ao 为 非 平凡 的 ， 如 果 入 ,…: ,和 不 全 为 0, 和 ji < 
Ri(i = 0,1,...,n). 上 

定理 3 (&1,…,&n) 有 nn 维 正 态 分 布 的 充 要 条 件 是 它 的 任 一 非 平 凡 的 线性 组 合 7 = 
2 NE + 有 一 维 正 态 分 布 . 

证 充分 性 : 因 8 也 可 看 成 (&1,… ,én) 的 非 平凡 线性 组 合 ( 取 入 = 1, 其 余 和 = 0), 故 
由 假定 6 有 一 维 正 态 分 布 ， 从 而 E&; = aj, Dé; = bj; 存在 (一 切 力 , 于 是 


bjx = E(é; — aj)(éx — ak) 


也 存在 ， 由 此 立 知 : 对 非 平 凡 的 线性 组 合 ”= 2 Xj6 有 


=0，( 夭 人 


n n 
En 一 DY Na D2n 三 》， DA7TAK， 


j=1 j,k=1 


根据 假定 有 一 维 正 态 分 布 ， 故 7 的 分 布 为 a 守 bx] ,7 的 特征 函数 为 


3,k=1 


Be'tn = exp 4 it 2 :Qj 一 一 DjkAjAk 
了 了 


2 2 
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BeiNié1+.+Anén) -ep 2 Qj 一 二 ;> DA xx 


由 于 Ai € Ri 可 任意 ， 故 把 (A1…，XAn) 看 成 Rn, 中 的 变 点 后 ， 上 式 便 表明 (£1, ,én) 有 n 
维 正 态 分 布 . 


必要 性 : 设 € 的 特征 函数 由 (21) 给 出 考虑 它 的 任 一 非 平凡 线性 组 合 9 = Xi 和 + 
则 


it iD Ost)és 
El(e'”) = BE(ete i=1 ) 一 a i=1 


| ) 


= eXot of dasl (Ajt) — = 1 5 bjk (Xj HOw | (由 (21)) 


I=1 2 和 1 
-ef (x+ 十 》 dj 3)i-$ Db 和 | 
j=1 7,k=1 


这 说 明 及 (+ 守 oX4/ 加 bnXyX) 分 布 口 
j=1 jk=1 


下 定理 表明 正 态 性 在 线性 变换 下 保持 不 变 . 
定理 4 设 (6,…,én) 有 mn 维 正 态 分 布 N(a,B), 令 


一 > AD (7 一 1, “TT,T < nN) A 和 ij; 常数). (29) 
j=1 


如 果 7 级 矩阵 (pn) 正定 ， 其 中 


n 
un = DMMxbjk, 
j,k=1 


则 随机 向 量 (m,…,m) 有 > 维 正 态 分 布 ， 
证 
Elm - Em)(n - Bn) = 人 (也 Mj(€; — Bé;) ) Dome ~ Ben) ) 


= >》 MXMnpE(é; 一 Eé)(é — Eé:) = 人 AD Mngbjk = AI (30) 
j,k=1 j,k=1 
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以 pn(ti, ,ty) 表 WA 的 特征 函数 ， 则 
or 如 )= 可 so 人 Dum)| 
exp (i 1 和 17 + 
- jl 


二 1 


< 


其 中 vj = 和 yj 十 十 丰 A (7 = 1 ,nn) 由 (21) 得 


nn 


prolly) = om (6 Do ;= $ DD oo 


了 一 1 j,k=1 


-op (i 2 Dn 一 了 1 》， bjk > tt Xt ) 


2 Lh=1 


-ep 上 (Doe) -3 一 二 2 tith 人 Xunaa| 


1 一 1 了 ,大 一 1 


和 
三 exp | dua 一 三 ! 5 | 
1=1 


2 ,4 


其 中 = > aX 由 (30) 知 和 矩阵 (yu) 对 称 ， 非 负 定 ， 根 据 假定 它 还 是 正定 的 ， 故 从 上 式 


知 (m,…,mr) 有 > 维 正 态 分 布 为 We (pin)), c= (ec1,:…,cr) 口 

以 上 我 们 都 假定 了 B 是 正定 的 ， 如 果 它 是 非 负 定 但 不 是 正定 因而 B-! 不 存在 时 ， 我 
们 便 得 到 奇异 的 正 态 分 布 ， 例 如 对 一 维 正 态 分 布 N(a,o), 如 o = 0, 便 是 一 奇异 分 布 ， 它 的 
质量 集中 在 一 个 点 a 上 . 一 般 地 ， 设 B 的 秩 为 r(< n), 可 以 证 明 ， 按 这 个 奇异 正 态 分 布 而 
分 布 的 质量 ， 以 概率 1 集中 在 某 一 个 > 维 集合 上 (参看 [3],24.3). 


*82.13 者 干 补充 


(一 ) 概率 论 与 测度 论 的 关系 . 到 现在 为 止 ， 我 们 已 叙述 完 概率 论 中 的 基本 概念 与 基 
本 知识 .在 第 一 章 里 ， 从 已 给 的 随机 试验 出 发 ， 对 此 随机 试验 作 若干 假设 (例如 古典 型 ， 
几何 型 等 ) 后 ， 可 以 计算 某 些 事件 的 概率 ， 所 用 的 方法 基本 上 是 排列 组 合 ， 差 分 方程 等 . 
这 一 章 的 内 容 ， 可 以 看 成 为 产生 概率 论 的 历史 背景 ， 也 是 概率 论 发 展 史 中 十 典 阶段 (十 九 

世纪 中 叶 以 前 ) 研究 内 容 的 一 个 缩影 

随机 变数 的 产生 是 概率 论 发 展 过 程 中 的 一 个 飞跃 由 于 它 的 出 现 ， 使 得 概率 论 研 究 
的 对 象 从 个 别 事 件 扩 大 为 全 面 地 刻画 随机 试验 的 变数 ， 同 时 ， 又 由 于 对 象 的 扩大 而 必须 引 
入 其 它 新 的 概念 与 工具 如 分 布 ， 分 布 函 数 等 等 ， 这 样 便 全 面 地 刷新 了 概率 论 的 内 容 ， 然 而 
为 了 使 事件 ， 随 机 变数 等 基本 概念 获得 严格 的 数学 意义 ， 让 它们 不 至 于 停留 在 感性 的 阶 
段 ， 还 有 待 于 公理 系统 的 建立 ， 目 前 为 大 多 数 人 所 接受 的 公理 系统 由 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (A. H. 
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Konmoropos) 所 建成 ， 这 在 前 面 两 章 内 已 经 看 到 了 .根据 这 一 公理 系统 ， 概 率 论 与 实 变 郑 
数论 有 许多 相似 之 处 ， 其实 概率 论 的 某 些 部 分 ， 可 以 看 成 测度 论 一 后 者 是 实 变 函 数论 中 
一 部 分 内 容 即 度量 理论 的 一 般 化 一 的 一 个 分 支 ， 概 率 论 中 许多 基本 概念 都 能 翻译 成 测度 
论 中 的 名 词 . 试 给 出 一 张 对 照 表 (对 不 熟悉 测度 论 的 读者 ， 可 设想 右 方 栏 中 的 9 为 [0, 世 大 
为 [0,1] 中 全 体 Borel 子 集 ， P(4) 为 4 的 勒 贝 格 测度 ， A e 天 从 而 可 看 出 概率 论 与 实 变 
溺 数 论 中 基本 概念 的 类 似 性 ). 








| 本 率 座 [ 冯 度 ” 认 


概率 空间 Q (全 测度 为 1 的 ) 测度 空间 Q 
基本 事件 w 8 中 的 点 ww 

事件 集 和 o 代数 大 

事件 4 大 中 的 集 4 


事件 的 概率 P(4) | 4 的 测度 P(A4) 
随机 变数 6(w) ”| 关于 大 可 测 的 函数 
数学 期 望 EE(w) | 积分 J0&(w)P(dw) 








A r- 





然而 不 能 把 测度 论 完全 代替 概率 论 ， 这 不 仅 因为 概率 论 的 历史 较 久 ， 而 且 还 主要 是 
由 于 概率 论 有 它 自 己 侧重 研究 的 方面 : 随机 变数 (或 随机 向 量 ) 的 分 布 及 与 分 布 有 关 的 间 
题 . 

伴随 着 随机 变数 & 而 出 现 的 概念 是 分 布 函数 及 (z), 它 全 面 刻 划 了 随机 变数 的 概率 性 
质 ， 至 于 较 粗 地 刻 划 (或 Fe(z)) 的 革 些 性 质 的 则 有 Ek, Dé 等 等 ， 然 而 在 一 些 问题 中 ， 例 
如 求 独立 随机 变数 的 和 的 分 布 时 ， 用 分 布 函 数 就 显得 很 复杂 ， 于 是 引进 了 比较 容易 运算 的 
特征 函数 f(t), 它 与 Fe(z) 相互 唯一 决定 ， 因 而 理论 上 Fe(z) 与 不 () 处 于 平等 的 地 位 ， 不 
过 fe(t) 的 概率 意义 不 明显 ， 关 于 的 一 些 概率 问题 既 可 用 F(z), 也 可 用 fe(t) 来 解决 ， 例 
如 求 矩 问题 ， 求 和 的 分 布 问题 等 就 是 如 此 ， 至 于 什么 时 候 用 及 (z) 还 是 用 天 (0 较 方 便 ， 那 
就 依赖 于 问题 的 性 质 了 . 

进一步 是 讨论 某 些 具体 分 布 的 性 质 ,问题 不 在 于 造 许多 分 布 , 而 是 要 挑 出 一 些 有 理论 
或 实际 应 用 价值 的 分 布 ， 并 研究 它们 的 性 质 . 在 82.5 后 面 附 有 常用 的 分 布 表 ， 以 备查 用 . 

(二 ) 几 个 有 关 问题 。 下 面 叙述 一 些 与 第 二 章 的 内 容 有 关 的 问题 ， 我 们 只 限于 提出 问 
题 或 指明 结果 而 不 给 出 证 明 ， 因 为 它们 大 都 超出 本 书 的 范围 

甲 ， 关 于 分 布 的 研究 

1。 一 个 古典 的 结果 是 分 布 函数 F(z)(z e Ri) 的 分 解 ， 在 82.2 中 已 看 到 三 种 不 同 的 分 
布 函数 : 连续 型 的 分 布 函 数 态 (z), 离散 型 的 包 (z), 奇异 型 的 互 (z). 容易 看 出 : 如 果 ovaz,as 
是 三 个 非 负 常数 ， 部， 屠 么 








F(x) = oFi(7x) + a2F2(7) + asFa(7) (1) 


也 是 一 分 布 函数 (证 明 与 82.2(20) 的 证 同 ). 有 趣 的 是 反面 的 结论 也 正确 : “ 任 一 分 布 函数 
可 唯一 地 展 为 (1) 的 形式 ， 其 中 玉 (z), ai(i = 1,2,3) 满足 上 述 条 件 ”. 证 明 可 见 参考 书 [1, 第 
九 章 ， 87]| 或 [2, 第 四 章 ， 611, 178 页 ), 由 此 知 上 述 三 种 分 布 函数 是 最 基本 的 ， 其 它 的 不 过 
是 这 三 种 的 线性 组 合 . 
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2” 现 在 来 看 一 个 著名 的 问题 一 挫 问 题 : 设 已 给 一 列 常数 {fcn}, 试问 在 什么 条 件 下 存 
在 一 分 布 函数 F(z), 使 F(z) 的 n 阶 甜 恰 为 an, n= 1,2,…? 这 样 的 F(z) 如果 有 的 话 ， 又 是 
否 唯 一 ? 

关于 这 些 问题 的 研究 已 有 专门 的 书 (例如 鸭 ). 这 里 只 限于 给 出 唯一 性 的 一 个 便于 应 
用 的 结果 . 

唯一 性 的 问题 也 可 以 这 样 叙述 : 在 什么 条 件 下 ， 分 布 函 数 F(z) 被 它 的 各 阶 矩 on n = 
1,2,… 所 唯一 决定 . 

我 们 已 看 到 ， 二 项 分 布 ， 普 阿 松 分 布 ， 正 态 分 布 被 它们 的 一 、 二 阶 矩 所 唯一 决定 . 

然而 ,这 问题 的 答案 一 般 却 是 否定 的 : 不 难 找到 两 个 不 同 的 分 布 函数 ， 它 们 有 相同 的 
各 阶 矩 ， 例 如 !, 设 连续 型 的 及 (z), 羽 (z) 分 别 有 密度 为 


cexp[ 一 z*cos ur]， 如 z > 0， 
户 (z) = 

0， 如 zx < 0. 

cl1 + sin (2* sin unr)] exp[—z* cos ux]， 如 z > 0， 
f2(7) = 


其 中 0<u < 二 c= 兴 加 .可 以 证 明 ， 它 们 给 出 不 同 的 分 布 函 数 ， 然 而 却 有 相同 的 各 
阶 短 : 
Ts) 


u 


gn 2Z 一 cos un)"/* = gn rz)}dzr, (n= .….). 
[he = FE!) hh eh) ade, (n=0,12.) (2) 





(参看 [5,51. 旬 ). 
然而 在 某 些 条 件 下 ， 矩 问题 的 解 唯一 ， 我 们 有 结果 wo 
(A) 设 co = lalyaz,… 是 某 分 布 函数 F(z) 的 各 阶 矩 ， 它 们 都 有 穷 ， 如 果 级 数 二 加 rT" 


对 某 r > 0 绝对 收敛 ， 则 此 F(x) 是 唯一 的 以 om 为 于 阶 矩 (n= 0,1,2,…) 的 分 布 函数 (证 见 
[3,815.4] 或 [6, 85.5]). 

由 (A) 立刻 推出 结果 

(B) 如 果 随 机 变数 以 概率 1 有 界 ， 妈 存在 常数 c>0 使 P(j#| < oj) =1, 则 & 的 分 布 函 
数 F(z) 被 它 的 各 阶 矩 {an} 唯一 决定 . 

事实 上 ， 这 时 F(--c) = 0, F(c)=1, 故 


enl < /Plan se 


ce anecn CC2m 2 
》 -|< > 一 -一 ec < oo. (3) 
nl 1 nl 
0 n= 二 








3。 近年 来 关于 分 布 的 分 解 问题 有 不 少 研究 ， 在 $2.11 例 3 中 已 经 看 到 ， 两 个 具有 正 
态 分 布 的 独立 随机 变数 te 的 和 &+&2 也 有 正 态 分 布 ; 或 者 说 ， 二 正 态 分 布 的 卷 积 也 是 
正 态 的 . 重要 的 是 反面 的 结论 也 成 立 ， 1934 年 列 威 (P. L'evy) 预言 : 如 果 两 个 独立 随机 变 
数 的 和 有 正 态 分 布 ， 部 么 每 个 随机 变数 都 有 正 态 分 布 ， 这 预言 为 克拉 美 (H. Gramer) 所 证 


1 较 简 单 的 例 见 [31] 106 页 ， 又 在 [15] 着 二 (1971 年 版 )227 页 上 证 明 了 对 数 正 态 分 布 不 被 它 的 各 阶 和 矩 所 唯一 决定 
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明 ( 见 [14, 定理 18],[12,86,302 页 ],[15,169 页 ] 或 [13, 定理 6.31]). 同样 结论 对 普 阿 松 分 布 也 成 
立 ， 这 由 拉 依 科 夫 ( 且 . A. Paiikos) 证 明 ( 见 113, 定理 6.61]). 后 来 林 尼 克 (JInasaar) 在 这 方 
面 作 了 不 少 的 工作 ， 他 研究 了 比较 一 般 的 分 布 的 分 解 问 题 ， 详 细 的 叙述 见 他 的 书 [13]. 

乙 . 关于 特征 函数 研究 . 

特征 函数 的 研究 已 积累 了 大 量 的 文献 ， 许 多 结果 已 综合 在 书 [5][13] 中 ， 研 究 的 问题 很 
多 ， 例 如 : 函数 f(t) (te Ri) 是 分 布 函 数 (或 某 种 分 布 函 数 ) 的 特征 函数 的 充 要 条 件 (其 中 
包括 我 们 以 后 要 叙述 的 波 赫 纳 尔 - 辛 钦 定理 ), 一 般 的 特征 函数 的 性 质 ; 某 类 特殊 的 特征 部 
数 的 性 质 ， 辟 如 说 ， 解 析 特 征 函 数 、 周 期 特征 沙 数 的 性 质 ， 等 等 . 

我 们 不 去 叙述 具体 的 结果 . 

特征 函数 的 研究 中 积累 了 许多 有 意义 的 例子 ， 试 举 出 一 些 , 这 对 加 深 对 特征 函数 的 理 
解 无 疑 是 有 益 的 . 

例 1 这 例 说 明 当 n 为 奇数 时 ， 82.11 中 特征 函数 的 性 质 (v) 的 逆 是 不 成 立 的 ，: 特征 
函数 在 0 点 可 微分 次， 但 & 阶 矩 未 必 存 在 . 

首先 注意 一 般 事 实 : 如 密度 函数 p(z) 关于 原点 对 称 ， 即 如 p(z) = 2(-z), 则 它 对 应 的 
特征 函数 

f(t) = 三 eitep(z) dz = 2 cos trp(7) dz, (4) 


因而 f(t) 取 实 值 ，--1 < f(t) < 1. 
实际 上 ， 利 用 对 称 性 质 及 ei* = cos z 十 isin z, 立 得 


0 oo 0 oo 
f(t) = / extzop(z)dz 十 ettzo(z) dz = -/ eitz gp(z) dz + [ e'sp(z) dz 
oo 0 co 
= 上 (er + er?)p(r) dz = 2/ cos trp(z) dx. 
0 0 


0, 如 |z| < 2， 
p(x) = | c (5) 


x2 log jz 如 |z| > 2， 
其 中 c 为 常数 ， 由 条 件 /~ yp(z)dz = 1 决定 .于 是 p(x) 是 关于 原点 对 称 的 密度 函数 ， 由 
(4), 特征 函数 为 _ 
f(t) = 2c / Cos ty da， (6) 


Z21og 2 





由 此 知 二 LQ 是 上 的 非 负 ， 实 值 偶 函 数 ， 利用 0< 1- cos x < min(2,2?), 对 + 上 < 诗 得 


oo 1 1/t 1 ce 1 t 
0< 1— f(t) =| 1—costz dz =/ 1—ceostr dz+ | lcostr 1 
2 2 1 


2c Z2]og 7 rz2logz J: ZT2logz 














1/t .poo 
< 2 / d | » / ot/logt) = olt), (t— 0) 
2 logzx 1/t 2 log 2Z 


注意 f(0) = 1 故 上 式 说 明 jF 提 在 t+=0 有 导数 为 0. 
1 但 对 偶数 的 郊 逆 结 论 成 立 ， 见 [3,810,1] 或 [4 第 四 章 ， 812, 199 页 ] 
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然而 由 





a a ad 
上/ Zep(Z) dz = / 5 = cllog log a — loglog 2 一 co (a 一 oo) 


知 一 阶 矩 不 存在 . 
例 2 称 特征 函数 f(t) 为 无 穷 可 分 的 ， 如 对 任 一 正 整数 mw 存在 一 特征 函数 f(), 使 
ft) = |[ 姑 芍 ] (7) 


无 穷 可 分 特征 函数 所 对 应 的 分 布 叫 无 穷 可 分 分 布 ， 显然， 一 个 分 布 无 穷 可 分 的 充 要 条 件 
是 : 对 任意 正 整数 mw 它 是 某 ”个 独立 同 分 布 的 随机 变数 的 和 的 分 布 . 
试 举 一 些 无 穷 可 分 分 布 的 例 : 


(a) 正太 分布 : 

fl) = exp (iat— SE), f= (st Se) 
(b) 普 阿 松 分 布 : 

(0) = exp({XMe* -Dj falt) = exp {2(e —D)); 
(0) 柯 西 分 布 : 

f(D) = exp{iut = a}, fl) = exp {it — SH}; 
(d) 单 点 分 布 : 


f(t) 一 eict， fn(t) -一 eint, 
等 等 . 
无 穷 可 分 分 布 在 独立 随机 变数 和 的 极限 理论 中 起 着 十 分 重要 的 作用 ， 关 于 这 方面 的 
一 个 初步 介绍 见 [9, 第 九 章 ], 进一步 见 [11] 或 2. 
例 3 一 特征 函数 在 有 限 区 间 内 的 值 不 足以 唯一 决定 此 特征 函数 ， 因 而 也 不 足以 唯一 
决定 分 布 函 数 ， 现 在 来 举 这 样 的 例 .， 仿 
_ 1 一 | 当量 <1, 8 
有 0) = 人 当 |t| > 1 ®) 
由 于 fi() 在 RI 上 绝对 可 积 ， 故 对 应 的 密度 函数 为 


Plo) = 让 fe) 


1 10 1 请 
三 一 一 1 十 办 e 一 十 一 1—t)e™ "? dt- 
去 /0+ t+ 去 人 )e 











1 1 1 ， irl 1 ; 

= eiz)| +-[- (eriz_l 
元 | we )| 1 27 [a [at )| 

_ 1 ( te - 1 一 cosa (9) 
nz 2 nT 
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现在 考虑 一 离散 型 分 布 ， 它 的 密度 矩阵 为 





0 (2k— Lx 
1 2 k=0,t1,+2,.. |. (10) 
2 QR-1272 
这 分 布 的 特征 函数 为 
1 这 2  ， 
t) 二 二 证 (2 大 一 1)T 
户 ( ) 2 + (2 二 1272 
1 2 Ccos(2k — 1)tr + isin(2k -- 1)tr 
一 天 (2k — 1)2 
k=1 
_1 4 这 cos(2k — 1)tr . 
T2172 2 (2k—1)2 (1y 


今 证 对 | 吓 < 1, 有 有 f(t) = f(t). 实际 上 ， 在 区 间 旧 < 1 上 把 函数 g(t) = 伸展 成 傅立叶 
级 数 ， _ 
g(t) = 也 十 > an Cos nnt, (12) 


n= 二 1 


1 
1 
2=/ tdt = 二 ， 
2 几 2 


2t sin | 1 2 


其 中 系数 


1 
sin 72Trt dt 


1 
an -2 / tcos nrtdt = | 
0 


0 n7Jo 








nA 
2 rocos nnt1l cos nr—1 
nn nn 0 n2n2 


因而 azx = 0, (k 0), a2p1 = 一 本 和. 代入 (12) 得 


4 < cos(2k — 1)7t 


g(t) = 叶 = 3 -Ry (13) 


代入 (8) 后 ， 将 所 得 结果 与 (11) 比较 ， 可 见 
f(t) = fo(t), ltl 1. 


然而 户 伯 , 户 ( 是 二 不 同 分 布 (一 是 连续 型 的 ， 一 是 离散 型 的 ) 的 特征 函数 ， 故 由 唯一 性 定 
理 知 户 ( 与 f(t) 是 二 不 同 的 特征 函数 . 

这 例 由 格 涅 坚 科 (Taremearo) 造 出 ， 我 们 并 附带 地 看 到 了 一 个 具有 周期 为 2 的 特征 函 
数 f(t). 由 周期 性 f(t) 在 由 > 1 中 不 会 恒 等 于 0, 因而 由 此 及 (8) 也 可 看 出 f1(t) 与 户 全 
是 不 同 的 特征 函数 . 
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习 题 
1 试 画 出 下 列 随机 变数 的 分 布 函数 


oe: (9 
4 


2. 设 随 机 变数 上 有 连续 型 分 布 函数 F(z) = p(t) dt. 试 求 下 列 随机 变数 的 分 布 函数 和 密度 


) ; (ii) ”= 3 二 3 (ii) p = cos €. 


DIY 
| 忆 习 


(D7=€; (说 了 = 有 | 


3. 设 随机 变数 上 具有 连续 的 分 布 函数 FF(z), 问 (09 = FF(€) 是 不 是 随机 变数 ? 为 什么 ? (这 如 果 是 
的 话 ; 它 的 分 布 消 数 是 什么 ? 分 布 是 什么 ? 


QCos ZT, -To 
4. 随机 变数 的 密度 是 f(z) = 


人 
| S19 


(人 求 系数 a =? 
(5) 作出 f(z) 以 及 分 布 也 数 的 图 形 . 

- 5. 设 后: (外 ,而 2 是 任意 的 随机 变数 ， 试 证 6 独立 . 
6. 求证 任何 分 布 函 数 具有 下 列 性 质 


lim -| LaF(z) =0; lim |/ 1 ar(z) =0; 
00 之 xz 二 0 了 Zz 


lim | 1 dF(z)=0; lim |/ 1 dF(z) = 0. 
oo 2 z 一 -0 J_ wz 


7. 设 二 维 随机 变数 (zl,z>?) 的 联合 分 布 密度 是 


1 k 
T(E) TRa) ! 


试 求 r: 和 zs 的 边沿 密度 . 

8. 一 本 500 页 的 书 ， 共 有 500 个 错字 ， 每 个 错字 等 可 能 地 出 现在 每 一 页 上 ， 试 求 在 给 定 的 一 页 上 至 
少 有 三 个 错字 的 概率 . 

9. 在 半径 为 R, 中 心 在 坐标 原点 的 圆周 上 任意 抛掷 一 个 点 [ 即 所 抛 点 的 极 角 均匀 分 布 在 区 间 (一 r,T) 
内 ], 试 求 连结 所 抛 点 与 (一 尺 ,0) 的 弦 长 的 分 布 密度 ， 

10. 在 (0,a) 线段 上 任意 投掷 两 个 点 ， [ 即 其 横 坐 标 均匀 分 布 于 线段 (0,a) 内 ] 试 求 : 两 点 间距 离 的 分 
布 函数 . 

11. 在 线段 (0,a) 上 任意 投掷 ” 个 点 ， 设 诸 点 的 布 列 是 任意 的 [ 即 每 点 和 其 他 各 点 独立 布 列 着 ， 并 且 
在 (0, a) 内 均匀 分 布 ], 试 求 

Gi) 左边 第 上 点 的 横 坐 标的 分 布 密度 ; 

(左边 第 & 点 和 第 m 点 的 横 坐 标的 联合 分 布 密度 (上 < m). 

12. 设 和 8e 是 独立 随机 变数 ， 有 同样 的 分 布 函数 F(z). 令 


k2—1 


il(p2 21)"? Ye ?2, 0<z1 Zz <00, ki>0,k2>d0, 


U = min(€1,:… ,Ek), V= max(é1,.. ,Ex). 
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试 证 (U,V) 的 联合 分 布 函数 是 
EC] ~ gl v){F(v) ~ FY, 


1,， wu<v, 
其 中 ow = 人 多 
13. 设 ,7 独立 ， 都 服从 正 态 分 布 N(0,1); 试 求 其 积 的 分 布 密度 . 


14. 设 上 7 独立 ， 分 布 密度 是 
、 0， <0, 
人 pe(z) 二 Po(z) 一 ae™ z > O(a > 0) 


0， z 所 0 或 x > a， 
(i) pe(z) = pn(z) = | 1 
试 求 《 = 二 的 分 布 密度 . 
15. 试 求 独立 随机 变数 & 与 &2 的 和 的 分 布 密度 ， 假 定 
(i) &,é&2 的 分 布 函 数 是 Fi(x) = Fz(z) = 去 十 二 arctgzj 
( 65 分 别 有 (5,1) 与 (1,5) 内 的 均匀 分 布 ; 
Gin &1,62 的 分 布 密度 为 pi(z) = pz(z) = 款 e- 鼠 ，a > 0. 
16. 求证 : 如 果 & 与 7 独立， 且 分 别 有 自 由 度 为 m 和 nn 的 x 一 分布 ， 则 


， 0<z<a. 


E 二 了 7 与 二 也 独立 . 
17. 求证 : 如 果 与 了 独立 ， 且 都 有 正 态 分 布 N(0,1), 则 
U=&+ 人 7 = 和 也 独立 
18. 设 7 独立 ， 且 有 相同 分 布 密度 p(z) = (In 0)06-*,0<z<o0,1<0<o0, 间 &+ 与 1 是否 独 


0<z<o0, 


其 他 . 
20. 对 于 二 项 分 布 ， 若 令 B(k:n,p) = DD bmp) 其 中 bv,n,p) = (?)p’g"" . 试 证 : 


19 让 立根 机 朗 数 .有 相同 分布 志 度 z=， 间 上 十 9 与 各; 是 否 独立 ? 


B(k;n + 1,p) = B(k;n,p) — pb(k;n, p), 
B(k+ ln+1,p)= B(k;n,p) + gb(k + 1;n,p). 


21. 求证 : 对 0<p<1,g=1-p, 有 
pn—k—l 天 
nn n nl  ， nn 一 kk = (1 一 z) dz cr 人) 
2 十 CTp ”9 十 十 CD ”9 ra a ?= | 小 
22. 设 方程 (z 一 a)(z 一 BB) = xz? 十 pz 十 g 二 0 的 两 个 根 几 何 型 地 出 现 于 一 1 <as1,-1&<pb<s1 试 
求 系数 p,q 的 分 布 密度 f(z) 及 falz). 
23. 设 pl(€ = 一 k) = Sr ;0 >0 常数 ， 大 一 0, 1,2, “i 试 求 Eé, Dé. 
24. 设 的 分 布 密度 是 f(z) = cre-**”,z > 0. 试 求 常数 c 及 刀 &, DE(h 为 已 知 常数 ). 
25. 设 (i) 分 布 在 (一 了 ,于 ) 上， 并 具有 密度 f(z) = 2 cos? zj 
(ii) 分 布 在 (--1,1) 上 ， 并 具有 密度 f(z) = c(1 — 2°)°, (a > 0). 
试 求 : Eté, Dé&. 
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26. 试 证 : 对 随机 变数 6,7, BE9 = 大 . Bn 或 DG 十 态 = D(6) + D(m) 成 立 的 充 要 条 件 是 ren = 0 
(ren 是 二 与 79 的 相关 系数 ). 
27. 设 £ 二 (和 ,es) 具有 多 项 分 布 


nl! 








El 冲天 十 二 
p(é1 一 zk = Ck) 一 Pp1 PKA+TL， 
TI1L TR! 十 
TR+I = NT Ti Tk) 
Pk+1 = 1 pi — Pk. 


试 证 : Eé; = npi, Dé&i = npi(l — pi), bi; = —npip; 公关 了 ). 
28. 设 & 的 数学 期 望 是 py, 方差 是 c?. 试 证 : 对 任何 正常 数 和 ,有 : P(]E ~p| 之 Xo) < 误 . 
29. 车 中心 矩 car, czr+41,c2r+2 存在 ， 试 证 (czr+41)? < cz2rc2r+2. 
”30. 设 £,9 有 二 维 正 态 分 布 ， 区 = ol，DE =1 En = a2,， Dn 二 1. 试 证 67 的 相关 系数 7 = cos gn， 
其 中 
q= P((€ — a1)(n ~ a2) < 0). 
31. 设 随机 向 量 (6 7) 服从 二 维 正 态 分 布 EB€ = En = 0, Dé = Dn = 1 Ten 二 RR. 试 证 Emax(é&,7) = 


32. 设 X,Y 独立 有 相同 分 布 N(0,0), 令 €=aX 十 BY. n=aX 一 BY. 求 §€ 与 7 的 相关 系数 ren. 
33. 设 Xi Xa 独立 有 相同 分 布 N(a,o). 试 证 


Emax(Xi, X2) 一 a 十 大 : 


万 
34. 求证 : 对 于 随机 变数 X 及 正 值 上 升 函数 f(x) (z 之 0), 车 Bf(XI) < co, 则 


PXI > 本人 全 和 (o>0) 
35. 求证 : 车 P(esX) <o0,(a>0), 则 P(X2>zx) 入 ez 已 (e" )， 
36. 设 & 的 分 布 函数 为 F(z) = ”f(y) dy, 求 
(7=e ;( 设 €>0) 
(i) n= tgé; 
(iii) 7 = arctgé€ 
的 分 布 沙 数 而 (z) 及 密度 户 (下 )， 
37. 求证 : 对 取 值 于 区 间 (0,95) 内 的 随机 变数 &, 恒 成 立 不 等 式 a < Et < b, DE < (与 *) 
38. 设 & 只 取 非 负 整 数值 ， PP( 二 = mk, 有 = 0,1,2,…… 定义 母 函数 P(s) = Drs”, 试 证 : 


2 


BEé = PO), Dé = P"(W) + P'() -IP'()’, 


其 中 P'(1), P”(1) 为 P(s) 的 一 级 ， 二 级 导数 在 s = 1 的 值 

39. 对 二 项 分 布 及 Poisson 分 布 分 别 求 出 P(s). 

40. 设 上 的 分 布 函数 是 F(z), 定义 矩 母 函 数 m() = 让。 edF(z) = 已 (e ) 试 证 : 如 果 m(t) 存在 ， 
则 Eé = m’(0), Eé€? = m’(0). k 

41. 设 各，…,6 是 独立 同 分 布 随机 变数 ， 期 望 为 0, 方差 为 1. 试 证 : 对 入 > 0， P(e 2 和 < 


t=1 
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42. 试 证 : 如 果 密 度 函 数 对 称 ， 即 如 f(z) = f(z), 又 设 奇数 阶 的 半 不 变量 存在 ， 则 它们 一 定 是 0. 





0, Zz<a, 
43. 设 分 布 函数 F(z) = 4 p，a < z <b, 求 特 征 函 数 /(2)， 
1,， Zz 之 b. 
0， 2 < 一 0 
44. 对 下 列 分 布 函数 求 特征 函数 : F(z) = 2 agz<a, 
1, Z 之 Q， 


45. 对 下 列 分 布 密度 求 特征 函数 : g(x) = Se ao > 0. 
46. 设 服从 分 布 : P(E = k) = gp， 0 <p< 1, go= 1—?, k= 0,1,2,.…. 求 & 的 特征 函数 ， 并 求 


47. 车 特征 函数 是 js, 试 证 对 应 的 分 布 密度 是 3e-irh -oo < z < co. 
48. 车 特征 函数 是 所 4=29 2， 试 证 对 应 的 随机 变数 的 密度 矩阵 为 ( 
49. 对 下 列 特征 函数 ， 求 分 布 密度 或 分 布 函 数 
(1) i, (i) odin: 
50. 试 证 : 如 特征 函数 满足 f(t) = 1 二 ol?), t 一 0, 则 f(t) 三 1 
51. 试 证 : 特征 函数 f(t) 是 实 值 的 充 要 条 件 是 f(t) 相应 的 分 布 函数 F(z) 是 对 称 的 ( 即 F(z) 满足 
F(z)=1- F(-z—0)). 
52. 车 f(t) 是 分 布 函 数 下 (xz) 的 特征 函数 ， 则 对 所 有 的 工 和 有 有 
1 /+ 1 /71 1 Ar /1-e Ti? ur 
i/ redo/ za- 过 人 人 和 ) eitT f(t) dt. 


T+h 


Ce 5 
3lr 号 
一 


工 
n 





53. 如 有 分 布 密度 ， 则 它 特 征 函数 当 t 一 co 时 趋 于 0. 
54. 求证 : 对 任何 实 值 特征 函数 f(t), 以 下 二 不 等 式 成 立 : 


1— f(2t) < 4(1— f(t)), 
1 + f(2t) > 2(f(0)). 


55. 设 6 …6n 独立 ， 有 相同 的 几何 分 布 ( 见 题 46). 试 求 Dé 的 分 布 . 


56. 设 F(z) 是 分 布 函数 ， 有 特征 函数 为 1(). 试 证 G(z) = 去 yth py) ) dy 也 是 分 布 函数 ， 而 且 特 
征 函 数 为 g(t) = 器 关 帮 其 中 产 > 0 为 常数 ， 
57. 试 证 满足 下 列 各 等 式 的 连续 函数 f(t) 是 特征 函数 : 


f(t) = f(t), f+4 20) = fF0), ft) = 2 一 





,O&Ktea. 


58. 对 事件 A; 定义 随机 变数 xa;(w) = 0 或 1, 视 weA 或 we 4 而 定 ， 试 证 事件 41,…,An 独立 的 
充 要 条 件 是 x41(w),… ,Xa4a(w) 独立 . 

59. 巴士 加 (Pascal) 分 布 : 设 贝 努 里 试验 进行 到 第 7 次 成 功 出 现 为 止 (每 次 试验 中 成 功 的 概率 为 p， 
g 二 1 一 p). 令 X 为 试验 进行 的 次 数 ， 则 事件 X = 等 价 于 “第 次 试验 时 出 现成 功 ， 且 在 其 前 上 一 1 次 
试验 中 成 功 7 一 1 次 ”. 故 


—1 rr kl\, kr 
Px = 有 = 人 jz 了 = (C1) ; R=7,r 十 1.…. 
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此 分 布 叫 巴士 加 分 布 ， 当 ”7 = 工时， 化 为 几何 分 布 . 令 右 为 第 一 次 出 现成 功 的 试验 次 数 ， &2 为 第 一 次 
成 功 后 到 第 二 次 成 功 止 之 间 的 试验 次 数 ，…, 则 & ,…,é 独立 ， 有 相同 的 参数 为 p 的 几何 分 布 ， 后 者 的 
数学 期 望 为 1/p, 方差 为 q/p?, 故 由 环 = 扯 十 … 十 后, 得 BE(X)=r/p, D(X) =rq/p? . 

60. 设 上 有 指数 分 布 ， 分 布 函数 为 F(z) = 1- er-“*,(z > 0),a > 0. 则 


P(E > s+tlé > s)= P(E > 1) 


这 叫做 无 记忆 性 ， 在 可 靠 性 问题 中 ， 把 《 理解 为 某 元 件 的 寿命 ， 则 上 式 表示 : 在 已 知 寿命 超过 s 的 条 件 
下 ， 元 件 再 继续 工作 上 时 以 上 的 条 件 概率 ， 等 于 它 工作 上 时 以 上 的 无 条 件 概率 ， 而 不 依赖 于 它 已 经 工作 
了 s 时 以 上 ， 上 式 极 易 证 明 ， 因 为 其 左 方 等 于 e (+9/e “= e 进一步， 还 可 证 明 : 指数 分 布 是 唯 
一 的 具有 无 记忆 性 的 连续 型 分 布 ; 而 几何 分 布 则 是 唯一 的 具有 无 记忆 性 的 集中 在 正 整 数 上 的 离散 型 分 布 
( 见 Feller 书 [15], 卷 1,340 页 ; 卷 二 ， 8 页 ). 指数 分 布 所 以 广泛 出 现在 马尔 科 夫 过 程 ， 排 队 论 与 可 靠 性 
等 问题 中 ， 无 记忆 性 是 重要 原因 之 一 

61. 设 (61,62) 有 二 维 正 态 分 布 ， 密 度 见 82.7(9). 试 证 在 &1 = x 的 条 件 下 ， &2 的 条 件 密度 为 





f(ylz) = ye (eo)| }. 


这 是 期 望 为 b 十 (roz/o1)(z 一 a), 方差 为 o2(1 一 7?) 的 一 维 正 态 分布 的 密度 ， 类 似 求 f(zly). | 
62. 设 户 与 户 都 是 二 维 正 态 分 布 密度 , 期 望 皆 为 0, 方差 皆 为 1, 但 有 不 同 的 相关 系数 . 显然 (所 十 f2) 
也 是 二 维 概率 分 布 密度 ， 而 且 两 个 边沿 分 布 为 N(0,1) 正 态 的 ， 但 本 身 却 不 是 二 维 正 态 的 . 
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第 三 章 独立 随机 变数 序列 的 极限 定理 
83.1 ”四 种 收敛 性 


(一 ) 几乎 处 处 收敛 在 数学 分 析 和 实 变 卫 数论 中 ,我们 已 经 看 到 ， 极限 理论 中 “收敛 
性 ” 概念 极为 重要 ， 如 果 收 敛 的 定义 改变 ， 那 么 全 部 极限 理论 都 要 相应 地 改变 ， 概 率 论 中 
也 是 这 样 . 因此 ， 在 叙述 极限 定理 以 前 ， 必 须 先 把 收敛 的 定义 弄 清楚 . 本 书 中 用 到 的 随机 
变数 的 收敛 性 共有 四 种 : : 几乎 处 处 收敛 ， 依 概率 收敛 ， 依 分 布 收 伍 ，7- 阶 收敛， 

先 作 些 准备 ， 设 (0,, P) 为 概率 空间 ， 对 任意 一 列 事件 hum = 1,2,…, 回忆 


Us= (w : 至 少 存在 一 整数 n> 1, 使 we 4,)， (1) 
MN A = 0: w € An, — 切 n = 1,2,……); (2) 
n=1 
由 此 可 证 
人 N Ua = (w: w 属于 无 穷 多 个 4n)， (3) 
U NN An=(w:w 属于 几乎 一 切 4;)， (4) 


Ce 
li 
记 
3 
ll 
可 


这 里 “w 属于 几乎 一 切 4*” 的 详细 内 容 是 : “存在 一 正 整数 N, 使 we hx 一切 n>N”(N 
一 般 依赖 于 w). 实际 上 ， “w < 0 U 4 是 说 : “对 任何 一 个 正 整 数 , 必定 存在 一 正 整 
二 ln= 
数 nk > ,使 we Ahn” 于 是 w 属于 一 切 4 有 = 1,2,…, 因而 w 属于 无 穷 多 个 4。 故 得 
证 : 
门 (J An C (w: w 属于 无 穷 多 个 4,). (5) 


把 上 面 的 推理 反 向 而 行 ， 即 知 


门 (J An D (w: w 属于 无 穷 多 个 4,). (6) 
k=1 n=k 
由 (5)(6) 即 得 证 (3).(4) 的 证 明 类 似 . 
作为 可 列 多 个 事件 4 的 和 或 交 ， 人 U 4 及 J D A 也 是 事件 . 





1 对 于 学 过 实 变 函数 论 的 读者 ， 这 四 种 收敛 中 本 质 上 新 的 只 是 依 分 布 收敛 ， 故 可 扼要 阅读 本 节 内 容 ， 本 章 的 主要 任 
务 是 叙述 大 数 定理 与 中 心 极限 定理 ， 83.1 与 $3.2 是 作 准 备 工作 . 
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设 名 (om = 2 及 Elw) 都 是 定义 在 (9?, 天,P) 上 的 随机 变数 . 当 we 8 固定 时 ， 
我 们 采用 数学 分 析 中 常数 序列 极限 的 定义 来 定义 


im én(w) = €(w). (7) 
如 果 | 
Plw: lm é(w) = é(w2))=1, (8) 
就 说 {én(w)} 几乎 处 处 (或 概率 1) 收敛 到 &(w), 并 记 为 
,lim én = €, (a.s.) (9) 


这 种 收敛 在 $2.10 中 已 初步 介绍 过 . 
注意 (8) 中 括号 里 的 w- 集 是 一 事件 ， 因 而 (8) 的 左 方 是 有 意义 的 ， 实 际 上 


(lim én(w) = €(w)) = NN U 站 (le -to)l< 二 ) ef. (10) 


m=1 k=1 n=k 
(10) 中 的 等 式 确实 成 立 ， 因 为 we (lim to(w) = lw)) 的 充 要 条 件 是 : 对 任 一 正 整数 
m, 存在 一 正 整数 N, 使 |&%(w) -<(w)| < 去, 对 一 切 n > NN 成立; 换 句 话说 ， 也 就 是 : 对 任 
一 正 整数 m, w 属于 几乎 一 切 4 这 里 An = (ltn(w) -~ &(w)| < 去 ). 根据 (4), 这 也 正 是 w 属 
于 (10) 中 等 号 右 方 集 的 充 要 条 件 . 
引 理 1 ( 波 雷 耳 - 肯 塔 里 (Borel-Gantelli) 引 理 ) 设 {4。} 为 事件 列 ， 二 P(4。) < co, 则 


U4 中 -0 GD) 


儿 : U 由 = lm PUBk) < Him, 2 PA) =0. 口 (12) 


根据 (3), 引 理 1 可 改 述 为 : 如 PG ) < co, 则 属于 无 穷 多 个 4 的 w 所 成 的 集 有 概 


率 为 0; 或 者 说 ，} 只 属于 有 穷 多 个 A 的 所 成 的 集 的 概率 为 1. 通常 把 引 理 1 直观 地 改 述 
为 : 如 二 P(A44) < oo, 则 以 概率 1 只 出 现 有 穷 多 个 事件 4，. 

现在 介 绍 一 种 补 集运 算 : 设 集 4 可 表 为 一 列 集 4。 经 “和” 与 “ 交 ” 妈 “UW” 与 “nN” 运 
算得 来 ， 那 么 站 可 由 4 经 “rm 与 “J 得到， 只 要 把 原来 的 4v 与 A 对 换 ， 把 U 与 作 
对 换 ， 把 $ 与 9 对 换 . 这 叫 对 偶 原 则 ， 例 如 ， 设 A- A U hm 则 有 =U 站 MN An; 注意 

=(w: w 只 属于 有 穷 多 个 4). 

(二 ) 依 概率 收敛 .说 随机 变数 列 {to(w)} 依 概 率 收敛 于 随机 变数 E(w), 如 果 对 任意 
zc>0, 有 

im P(lén(w)— é()| Fe)=0 (13) 
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记 此 收敛 为 
én — €, (P) (14) 
显然 ，(13) 等 价 于 
dim Pllén(w) 一 上 wo) < e)=1. (15) 


定理 1 (i) tn 一 * 6, (a.s.) 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 > 0, 有 


sm.P (Ula -4>9) -0 (0) 


(这 如 én > é, (a.s.), 则 én 一 é, (P). 

证 (名 显然 由 (i) 及 (13) 推出 ， 只 要 证 (i). 

必要 : 如 在 定点 w 上 有 im 6n(w) = &(w), 则 对 任意 s > 0, 不 等 式 |&n(w) -上 (wo)|>< 不 
能 对 无 穷 多 个 nn 成立, 
令 如 = 人 电 ( 人 -6 >e 则 4 > Antz, 故 由 肛 3 定理 2 及 如 一 (as 


sm Pr( Ud29)=7(N Ule-d>9)=0 (17) 
充分 : 由 (16) 及 上 式 第 一 等 号 得 
P(N U (lt -4l> 芯 ) ) -0. (18) 
n=1 k=n 


oo 


注意 对 可 列 多 个 概率 为 0 的 事件 he 的 和 4= U 4", 有 P(4) < 并 P(4%) =0, 即 P(4)=0 
故 


由 对 偶 原 则 ， 即 得 


由 此 及 (10) 推出 和 一, (a.s.). 
(i 之 道 不 真 : 
例 1 取 人 = (0,1], 三 为 (0,1 中 全 体 波 雷 耳 子 集 所 成 o 代数 ，P 为 勒 贝 格 测度 ， 令 


1 1 
1, we (0,3|, 0, we (0,3|, 
722(w) = 


1 
0， we (3,1]; 1, we (5,1|. 


m1(2) = 1; 1(w) = | 
2 


一 般 地 ， 将 (0,1] 分 成 个 等 长 区 间 ， 而 令 


1 (一 - | 
-1 k; k=1,2 
Nki(w) = ;i kG =1,2,..,k; k= 1,2,..). 
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定义 


上 ti(w) = 1%), é2(2) = W211(w), 3(w) = 722(w), 
é4(w) = 731(w)， 人 5(w) = 132(%)) 


{&n(w)} 是 一 列 随机 变数 .对 任意 es > 0, 由 于 


Poui(wjl > es， (19) 


故 P(r(w)| 之 2) 一 0(n 一 00), 即 6 一 0, (P); 然而 对 任 一 固定 we 9, 任 一 正 整数 , 恰 有 
一 证 使 wei(w) = 1, 而 对 其 余 的 7 有 nx;(w) = 0. 由 此 知 {4(w)} 中 有 无 穷 多 个 1 及 无 穷 多 个 
0, 于 是 {&n(w)} 对 每 一 w& 9 都 不 收敛 
(三 ) 弱 收 傅 . 称 分 布 函数 列 {F(z)} 为 弱 收 敛 的 ， ,如 果 存 在 一 单调 不 减 函数 F(z), 使 
在 F(z) 的 每 一 连续 点 z 上 有 : 
lim F(x) = F(z). (20) 


N00 


这 时 也 说 {F(z)} 弱 收 敛 到 F(z), 并 记 为 F(z) 一 P(x), (w)， 
尽管 {(z)} 是 分 布 函数 列 , 然而 , 由 下 例 看 出 ，F(z) 却 未 必 是 分 布 函 数 , 因此 “{ F(x)} 
弱 收 敛 到 分 布 函数 F(z)” 和 “{F(z)} 弱 收 敛 到 F(x)” 两 句 话 有 重大 的 差别 ， 前 者 不 仅 要 
求 后 者 成 立 ， 而 且 还 要 求 F(z) 是 分 布 函数 . 
例 2 取 ， 
0, Hz < nn, 
F(z) = | 1 如 之 元 F(z)=0. (21) 
显然 ，Fn(7) 一 F(z), (w), 但 F(z) 不 是 分 布 函数 ， 
设 随机 变数 &,(w), E(w) 的 分 布 函 数 分 别 为 酉 (x), 了 f(z), 如 果 本 (z) 一 F(z), (w), 就 称 
{én(w)} 依 分 布 收敛 到 &(w), 并 记 为 名 一,(w). 
注意 ， 我 们 只 要 求 在 F(x) 的 连续 点 上 (20) 成 立 ， 如 果 希 望 (20) 对 一 切 x € RR 成立， 
那么 要 求 就 会 过 于 苛刻 ， 结 果 连 处 处 收敛 的 随机 变数 列 也 不 能 满足 这 一 苛刻 条 件 . 
例 3 任意 取 一 列 常数 {cn), 使 ci > c2 >….， 


lim cn =¢ (c> —o0). 
了 ~ 个 DO 


令 x(w) = cot(w) = e (一 切 忆 . 显然 ， 对 每 一 w 有 lim to(w) = 5(o). 其 次 ， 人 (wo) 及 (ww) 
的 分 布 函数 分 别 为 


0，2 < cn， 0，2Z < ci 


F(x) = { F(z) = { 


1T，2 之 cni 1，2Z 之 c. 


F(z) 一 FE(zj, (w); 但 在 F(z) 的 不 连续 点 < 上 ，、 


P(e)=0, F(e)=1. 





1 弱 收 敛 分 布 函数 列 {Fn(x)} 的 极限 函数 F(z) 不 唯一 ， 但 右 连续 的 极限 函数 唯一 ， 参 看 83.2 例 2 后 的 说 明 . 
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故 im Flc) 天 Flc). 
定理 2 设 én 一 é€,(P), 则 én 一 é€,(w). 
证 对 任意 ze Ri,ye Ri, 有 


(€ N= (én 7, YU (En > ZE &Y) 
C (én TU > 7,E <Y) 
F(y) & F(t) + P(én > x,€ &Y), 


由 于 所 一 6, (P), 故 对 y<z 得 
Pl(én > 7,€ <&Y) < Plén — E>2-Yy) — 0 (na— 00). 


因此 
FU < lm F,(2); 


类 似 可 证 : 对 zx<z 有 


lim F(z) < F(z), 


于 是 对 y<z<z 
F(y) < lim Fn(z) & lim Fn(z) & F(z). 


了 -下 OO 


如 果 zxz 是 F(z) 的 连续 点 ， 令 y 一 zz 一 7, 得 


F(z)= lim F(x). 品 


定理 2 的 道 不 真 ， 
例 4 设 66o,… 及 6 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 有 公共 的 密度 矩阵 为 《? 3 ), 因而 
2 2 


有 相同 的 分 布 函 数 ， 故 名 一 上 cw), 但 对 1>e>0 


Pllén — él>e)= P(tn =1,€=0)+P(én =0,¢=1) 
= P(t, = 1)P(€ =0)+ P(én = 0)P(E = 1) 
_11 11 1 
“221227 2 
故 {&} 不 依 概率 收敛 于 5. 
定理 3 设 分 布 函 数列 {F(z)} 弱 收 敛 于 连续 的 分 布 函 数 F(z), 则 这 收敛 对 r(e Ri) 是 
均匀 的 ， 
证 由 于 F(z) 有 界 不 下 降 ， FE(-oo) = 0 F(oo) = 1, 故 对 任意 s > 0, 可 找到 M, 使 当 
z 之 M 时 有 





1— F(x) < e， (22) 


且 当 zs-M 时 有 
F(z)<&. (23) 
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由 于 琴 (z) 处 处 收敛 于 F(z), 故 存在 一 正 整数 Ni, 使 当 ”> Ni 时 ， 一 方面 有 


[Fa(-M)— F(-M)| <e, 


由 (23) 得 
F,(—M) < 2e; 
另 方面 又 有 
IB(M)— F(M)| <&, 
由 (22) 得 


1— FM) < 2e 
因此 ， 对 zx < 一 MM, 如 nz Ni, 则 由 (23),(24) 有 
[Fn(z)— Fz)| & IFn(z)| + Fe)| < Fa(~M)+ F(-M) < 3e; 
同样 ， 对 z > M, 如 n> Ni 则 由 (22),(25) 有 


[Fn,(z) — F(z)| = 11 ~- F(x)) — (1 — F(z))| 
| F(z)|+|ll— F(r)| 1- FM)+1— FF(M) < 3e. 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 


在 有 限 闭 区 间 [-M,M] 上 ， F(x) 连续 ， 故 也 均匀 连续 ， 因 而 在 [-M,M] 上 可 找到 ! 个 点 


zz2 2021 一 -Miz=M 使 
F(zi — F(zi) <e, (i=1,2,...,1— 1) 
还 可 找到 Na > Ni, 使 在 此 i 个 点 中 的 每 一 点 上 ， 当 n> Na 时 有 
IF (zi) — F(zi)| < e. 
于 [~M, MI] 中 任 取 一 zx, 则 此 z 必 属 于 某 一 [wi,zitij. 因 之 当 n> Na 时 ， 由 (29) 有 
Fn (7) & F(zwir1) < F(zit1) + e, 


及 
F(x) 之 F(zi) > F(x:i) — €, 


由 此 及 (30),(28) 得 

F(z)— F(z) < P(gir1) — F(z) te < F(zin) — F(z2i) +e < 2e; 
同样 由 (31),(28) 得 

F(z)— F(z) > F(zi) — F(z)—e > F(ti)— Fo 一 se> 2.. 
故 当 N > Na 时 由 (26),(27),(32),(33), 得 对 任意 ze Ri, 有 


[F(z)— F(z)| < 3e. OO 
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(28) 


(29) 


(30) 


(31) 


(32) 


(33) 


(四 ) 7- 阶 收敛 .” 设 对 随机 变数 各 及 & 有 Blé&n|” < o0, BlEl" < co, 其 中 > 0 为 常数 ， 
如 果 
lim BEE 一 0， (34) 


则 称 {&%} r- 阶 收 合 于 6 记 为 6 一 (7) 

2- 阶 收 化 亦 称 均 方 收 僵 ， 是 最 重要 的 特殊 情形 . 

定理 4 如 En 一 €,(7), 则 én 下 é, (P). 

证 由 82.10 引 理 1, 对 ce>0, 有 

Plle ~ tl26) < Se, 

再 利用 (34) 即 可 . 口 

定理 4 的 逆 不 真 . 

例 5 (9, 丰 ,PP))) 如 例 1 所 取 ， 令 


nr, 如 ww ,1 了 
0， 如 woE(ou -|; 


nN 


£(w) =0， (一 切 w). 
显然 ， 如 (wo) 一 6) 一 切 w, 故 
én 一 人 &， (a.s.); én 一人 (P). 


然而 Blé&% -&" =n.+=1 不 趋 于 0. 

现在 把 四 种 收敛 的 关系 总 结 如 下 : 

几乎 处 处 收 人 敏 = 依 概 率 收 敏 一 依 分 布 收 但. 

一 阶 收 伍 一 依 概率 收 全 二 > 依 分 布 收敛 . 

这 里 “一 >” 表 “可 推出 ”. 至 于 几乎 处 处 收敛 与 阶 收敛 之 间 则 无 蕴含 关系 ， 按 前 者 
收 和 敛 而 按 后 者 不 收敛 的 例 见 例 5, 依 后 者 收敛 而 不 依 前 者 收敛 的 例 见 例 1 (注意 那里 Blnxi 一 
0 = 一 0,k 一 00) 最 后 ， 由 6 一 (P), 昌 不 能 推出 6 一 (a.s.), 但 必 存 在 {&n} 的 子 列 
{ks}, 使 6, 一 5 (a.s.), (n 一 00); 这 结论 以 后 不 用 ， 故 证 明 从 略 . 


83.2 ”分 布 函 数列 与 特征 函数 列 


(一 ) 弱 收 敛 的 充 要 条 件 , 我 们 来 研究 分 布 函数 列 {F(z)} 弱 收 敛 的 充 要 条 件 ， 由 于 
分 布 函数 与 特征 函数 一 一 对 应 ， 自 然 希望 通过 特征 函数 来 表达 这 一 条 件 . 在 讨论 过 程 中 ， 
我 们 同时 还 引进 了 特征 函数 列 的 广义 均匀 收敛 性 ,以 后 会 看 到 ， 研 究 这 两 种 函数 列 收敛 性 
间 的 关系 是 很 重要 的 . 
引 理 1 为 了 使 分 布 函数 列 {F(z)} 弱 收 敛 于 F(z), 只 和 需 在 某 一 稠 于 RR 的 可 列 集 DD 
上 有 
Jim Fn(y) = F(y) (ye D). (1) 
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证 对 任意 ze 有 Ri, 取 yeD,zeDD, 使 y<z<z 于 是 
Fi(y) & F(x) & F(z). 


由 (1) 得 


F(y) < lim F(z) & lim F(x) & F(z). 


了 -全 DO 


如 z 是 F(z) 的 连续 点 ， 于 上 式 中 令 y 一 z 一 0,z 一 z+0, 得 


F(z) < lim F(x) & lim F(z) & F(z). 


故 F(z) = lim Fn(z). O 

定理 1 ( 海 来 Helly 第 一 定理 ) 任 一 分 布 函数 列 {F(z)} 必定 含 一 弱 收 敛 于 某 郴 数 F(z) 
的 子 列 ， 而 且 F(z) 单调 不 减 ， 右 连续 ， 0 < F(z) < 1. 

证 任 取 一 稠 于 Ri 的 可 列 集 忆 = {yn}, 数列 {五 (yi)} 有 界 ， 故 必 含 一 收敛 于 某 极限 
G(o) 的 子 列 {五 n(y1)}. 同样 ， 由 于 数列 {Fin(4)} 有 界 ， 所 以 必 会 一 收敛 于 某 极限 G(y2) 
的 子 列 {fF2n(y2)}. 既然 函数 列 {fzn(x)} 是 {五 .(z)} 的 子 列 ， 可 见 同 时 有 


Fm Fon(y1) = Gn), lim Fon(y2) = G(y2). 
继续 此 手续 次 而 得 子 列 {Fn(z)}, 对 此 子 列 ， 等 式 
im Fkn(yr) = G(yr) 


对 一 切 7 一 1 2 天 都 成 立 ， 
于 {Fn(z)}(n > 2) 是 {Fz2n(z)} 的 子 列 ,所 以 lim Fnn(y2) = G(y2); 一 般 地 , 因为 {Fnn(z)}(n > 
月 是 {Fn(z)} 的 子 列 ， 从 而 ,lim_ Rs 人 ga) = Gwe). 总 之 ， 我 们 证 明了 : {Fh(c)} 含 一 子 列 
{Fnn(z)), 满足 
im Fn(y) 二 G(y), 一 切 y eD, (2) 
根据 F(z) 的 单调 不 减 性 及 0 < Fnn(z) < 1, 知 Gly) 在 D 上 也 单调 不 减 而 且 0< G(w) <1. 
现在 对 任 一 ze 已 , 令 
C(z) = inf ) G(y). (3) 


(ses 


显然 ， 定 义 在 RI 上 的 函数 G(z) 单调 不 减 ，0 < G(x) < 1, 而 且 
G(x) = G(x) (z € D) 


由 引 理 1 知 
Fn(Z) oo G(z), (w) 
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在 G(z) 的 不 连续 点 的 集 4 上 ， 修 改 G(z) 的 值 使 G(x) 右 连续 ;就 是 说 ， 定 义 


Fa= {各 ZE4， 四 
,im uC(y)， ZE 4. 


显然 F(z) 右 连 续 ， 单 调 不 减 ，0 < F(z) < 1, 而 且 
Fn(£) — F(z), (Ww). OO 


(二 ) 两 个 重要 的 收敛 定理 

定理 2 (正极 限定 理 ) 设 分 布 函 数列 {F(z)} 弱 收 敛 于 某 分 布 函数 F(z), 则 相应 的 特 
征 函 数列 { 筷 的 } 收 仿 于 相应 的 特征 函数 f(t), 而 且 这 收敛 在 每 一 有 限 上 区 间 内 是 均匀 的 ， 

证 对 任意 s > 0, 取 正 数 w 使 "及 -a 都 是 F(z) 的 连续 点 ， 而 且 


F(-a) < 也， 1- F(a) < 亲 ， (5) 
次 取 正 整 数 Ni, 使 当 m > Ni 时 有 
| 下 一 Fol< HH;, IFa(0) -Fl< i (6) 


于 是 对 n> Ni 有 
F(a) < 5 1 F(a) < 5 (7) 


令 41 = (-oo, -al，42 = (-a,a]，Ahs = (a,00), 并 记 
/ eit? (dF (x) ~ dF (x)) = 人 eitzdFru(z) 一 / ettzdF(z)， 

















则 
al) ~ 0 < 9 人 cz(dFu(z) — dF(z)|. (8) 
由 于 jete|=1， 
/em — dF(z)| < 人 dF (z) 十 人 dP(z) = F(a) + F(-a). 

当 n>Ni 时 ， 由 (5),(7) 得 

Wu s(dF,(z) — dF(z))| < 于 (9) 
同 理 3e 

/A ez*(dF, (rz) — dF(z))| < 车: (10) 
如 能 证 对 任意 TT > 0, 存在 正 整数 Ns, 使 对 一 切 te [7,7T], 有 

| / eite(gF,(z) — dF(2))| < 和 (1) 

A2 
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. 则 当 n>Nit+N 时 ， 对 一 切 t E [-7,7], 由 (8),(9),(10),(11) 得 
[f(t) ~ f(D| < <. 


于 是 定理 得 证 ， 故 剩 下 来 只 要 证 (11). 
取 点 zk: -ae=zo<z<…<zx=ow 使 每 一 zk 都 是 f(z) 的 连续 点 ， 而 且 


ax (zk 一 ZE_1) < T = 20. (12) 


E 
7 | ey 107” 


令 有 = (zk-izR]， k= 1,2,..…,M, 则 


| 人 eitz(dP(z) — dF'(z))| < 





ee (dF (x) — dF'(z)) 















































M 
十 > (et eit?)dF (zx 2 (人 (est 四 cedPG)|| (13) 
根据 不 等 式 v 
leit(utr) — eitu| = et — 1|= |it / eits ds| 和 lt. (v > 0) (14) 
0 
Ee {~ 了 T, 了 ,有 
M. 
itzk 一 eitr)qF,(r) 人 dF,(r)<— dF,( 
> < fn < 
把 媚 ,(z) 换 为 F(z) 后 上 式 也 成 立 ， 故 由 (13) 得 
| 人 eitz(dP(z) 一 dF(z)j| < < 人 。 ei (dFn(z) — dF(z)| + 5 (15) 
然而 
上 er (dFn(z) — dF (7))| = le [Fn (zr) ~— Fak-1) — F(R) + F(zr-)]| 
& |Fn(zx) — F(ze)| + [Fn(zxr-1) — Fz-i)l. (16) 
由 于 每 zx 都 是 F(z) 的 连续 点 ， 由 假定 ， 存 在 Na, 当 n> Nz 时， 有 
(F(zg) 一 下 (zh]| < 0 k=0,1,...,M. 
代入 (16) 得 





上 ep -Pa < 7 


以 此 式 代 入 (15), 即 知 对 一 切 n> Na,(11) 式 成 立 ， 口 
定理 3 ( 逆 极 限定 理 ) 设 特征 函数 列 {f(t)} 收敛 于 某 连 续 函数 fb, 则 相应 的 分 布 函 
数列 {F(z)} 弱 收 敛 于 某 一 分 布 函数 F(z), 而 且 f(t) 是 F(z) 的 特征 函数 . 
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证 ”由 定理 1, 存在 子 列 {P(z)} 弱 收 敛 于 某 右 连 续 , 单调 不 减 函数 F(z)， 9°< Flo) < 
试 证 此 F(z) 是 分 布 函 数 ， 即 还 要 证 (~o00) = 0 F(o0) = 1. 显然 ， 


Og F(-o0) 1, OgF(o0)<1. 


故 只 要 证 F(o0) 一 了 F(-00)=1. 
如 说 不 然 ， 则 
a= F(00)— F(-00)<1. (17) 
由 于 f(0) = im fn(0) = 1, 而 且 f(t) 连续 ， 故 对 满足 0<e<1-a 的 。, 存在 充分 小 的 正 数 
7, 使 


/01 >t : (18) 





既然 五,,(z) 一 下 (z), (w), 由 (17) 推出 ， 可 取 b> 去 , 使 -b 及 5b 都 是 下 (z) 的 连续 点 ， 还 可 
取 正 整数 K, 使 对 一 切 k> KK, 有 


agp = FF (b) — Fi.(—b) <a+ 了 


由 于 f(t) 是 (x) 的 特征 函数 ， 故 


/ fr = I/ [六 a dF (z) 
| | [eel [fad 


(—b,b] Ri/(—b,b] 





(19) 








考虑 下 列 二 不 等 式 


了 
pt at < 

















和 = (如 lz| > 6), 


lsin T+| < 


代入 (19), 即 得 
/ fn) < 27ak 十 2. 
六 /ttt 人 tet 
令 天 一 oo, 由 积分 控制 收敛 定理 得 
1 TT E 


此 与 (18) 矛盾 ， 因 而 证 明了 F(x) 是 一 分 布 函数 ， 
由 定理 2 推 知 f(t) 是 F(z) 的 特征 函数 ， 
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不 仅 子 列 F(z) 一 F(z), (w), 其 实 {F(z)} 也 弱 收 敛 到 同一 分 布 函数 F(z)， 如 说 不 
然 ， 必 存在 一 子 列 {Pn,(z)}, 它 弱 收 剑 于 某 极 限 函 数 G(z), 后 者 至 少 在 一 连续 点 上 不 等 于 
F(z). 但 用 上 面 同样 的 证 法 知 G(z) 也 是 分 布 函数 ， 而 且 也 有 特征 函数 为 f(t), 根据 唯一 性 
定理 (82.11 系 1), 知 F(z) = G(z) 而 导出 矛盾 . 口 

注 1. 定理 3 中 f(t) 的 连续 性 条 件 可 放宽 为 “f(t) 在 点 += 0 连续 ", 因为 这 仍 可 保证 
(18) 成 立 ， 从 而 定理 3 的 结论 仍 成 立 . 

*( 三 ) 弱 收 敛 的 各 种 等 价 条 件 ， 称 特征 函数 列 {f(t)} 为 广义 均匀 收 伍 的 ， 如 果 存 在 
一 个 函数 f(t), 使 对 每 一 te Ri1, 有 


Jim 和 (= f(0), 


而 且 这 收敛 对 每 一 有 限 区 间 [c,d] 中 的 t 是 均匀 的 ( 即 对 任意 。 > 0, 任意 有 限 区 间 [c,d], 存 
在 正 整数 N = N(e,c,d), 使 对 一 切 te [c,d], 当 n> N 时 ， 有 |fa(t) - f(D)| < 6); 这 时 也 说 
{ 记 (9} 广义 均匀 收 伍 到 f(t). 

注 2. 由 于 扩 (f) 连续 ， 如 { 户 (9} 广义 均匀 收敛 到 f(t), 则 f(t) 必定 是 连续 函数 ， 

系 1 设 分 布 函数 列 {F(z)} 对 应 的 特征 函数 列 为 {fi()}, 则 下 列 四 条 件 等 价 : 

1° {F(z)} 弱 收 敛 于 革 分 布 函数 F(z)， 

2° { 廊 (9} 收敛 到 某 函 数 fb， f(t) 在 点 0 连续 ， 

3° {f(t)} 收敛 到 某 连 续 函 数 (6)， 

4e { 记 (} 广义 均匀 收敛 到 某 函 数 f(t). 
当 任 一 条 件 满足 时 ， f(t) 是 F(z) 的 特征 函数 . 

证 由 注 2, 自 4e 得 3e; 由 3。 显然 得 2°; 由 注 1, 自 2 得 1°; 由 定理 2 自 1* 得 各 .于 
是 得 证 此 四 条 件 等 价 ， 最 后 一 结论 由 定理 3 得 到 口 

由 系 1 可见 : “分 布 函数 列 弱 收 剑 于 分 布 函数 等 价 于 “特征 函数 列 广义 均匀 收敛 于 
特征 函数 ”. 

由 系 1 及 $2.116) 还 可 见 ， 特 征 函 数列 的 极限 函数 f(t) 在 t= 0 的 连续 性 ， 导 致 (t) 
在 全 Ri 上 的 均匀 连续 性 ， 但 “f(t) 在 t=0 的 连续 性 " 却 是 不 可 少 的 条 件 . 

*( 四 ) 例 . 

例 1 设 


sin nt 
nt 


fn(t) 一 


{fn(t)} 是 一 列 特征 函数 (f(0) = 1). 实际 上 ， 


sin nt 1 





n . oo . 
et? dz 一 / etzpn(z)dz， 
一 co 


nt ”2m _n 


其 中 


1 
四 | 二 ， 如 z € [n,n (20) 
0， 如 zE[ 一 mm] 
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是 分 布 函数 





0, 如 z 入 一 m， 
十 
En(zZ) 一， 如 一 n<z<n, (21) 
1, 如 z 之 网 


的 密度 函数 ， 显 然 ， 对 每 tlim 户 (9) = f(), 这 里 


f(z) 在 0 点 不 连续 ， 也 不 是 特征 函数 . 
附带 指出 ， 对 (21) 中 Fn(z), 极限 函数 


F(x) = im F(z) = 3 (一 切 z e Ri1) 
不 是 一 分 布 函数 ( 见 图 1), 读者 可 作出 en(z) 的 
图 . 
” 例 2 考虑 正 态 分 布 函数 





F(x) = 专 三 ee dy (n= 1,2,..°). (22) 
对 应 的 特征 函数 列 为 ， 
fn(t) 一 e 2n2 
显然 ， Fn(2) 一 F(x), (W) 1 _ 
ED) 一 1 。 > 0 





图 2 正 态 分 布 函数 : i>m>n 图 3 正 态 分 布 密度 : i!>m>n 
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对 不 同 的 ”作出 E(x) 及 其 密度 的 图 ( 见 图 2 与 图 3), 事情 的 本 质 就 看 得 更 清楚 . 
这 个 例子 还 说 明 ， {(z)} 可 弱 收 敛 于 二 不 相同 的 函数 ， 因 为 (22) 中 的 {五 ,(z)} 还 弱 


收敛 于 G(z)， 
0， Z < 0， 
G(x) = {» z=0 


1, Z > 0. 


不 过 ， 如 要 求 极限 函数 右 连续 ， 那 么 极限 函数 必 唯 一 ， 这 由 下 面 的 一 般 结 果 推 出 , 

设 {F(z)} 为 任 一 列 分 布 函数 ， 而 且 Fn(z) 一 Gi(z), (w) 本 (z) 一 Ga(zj, (w), 又 Gi(z) 
与 Ga(z) 都 右 连 续 ， 则 Gi(z) = Gaz(z), 一 切 ze Ri. 实际 上 ， 由 于 G1(z), Gz(z) 都 单调 不 
减 ， 值 在 [0,1 之 中 ， 故 二 者 的 不 连续 点 所 成 的 集 D 可 数 ， 从 而 五 处 处 稠密 ， 既 然 


Gi(z) = lim Fu(z) = Ga(z)，ze 万 ， 
对 任意 ye D, 取 zn € DD, zn >Yy, zn 一 y, 由 右 连 续 性 ， 立 得 
G1(y) = lim Gi(2n) = lim G2(2n) = G2(9). 
例 3 试 根 据 已 给 的 特征 函数 列 {f(t)}, 7 = 1,2,…, 利用 定理 :来 造 新 的 特征 函数 ， 
人 设 方 伯 对 应 的 分 布 函数 为 F(z), {aj} 为 已 给 的 常数 列 ， az > 0 显然 ， 函 数 


f(t) = Dajfilt), 其 中 Da = (23) 


7=1 了 一 1 
也 是 一 特征 函数 ， 其 实 它 是 分 布 函数 六 ajF(z) 的 特征 函数 ,由 此 可 见 ，m 个 特征 函数 的 
j=1 
凸 线性 组 合 ( 即 组 合 系 数 a; > 0 而 且 和 oj = 1 的 线性 组 合 ) 是 特征 函数 . 
j=1 
(ii) 今 设 非 负 项 级 数 于 a; = 4,0 < 4 < oo, 于 是 当 n 充分 大 后 ， > = ha > 0. 由 上 
j=1 丘 
述 ， 知 


站 -并 生 


是 特征 函数 ;由 于 | 方 (| < 1,(t) 连续 ， 故 当 nn 一 co 时 ， pr(t) 均匀 收敛 于 某 连 续 函 数 
p(t). 由 定理 3 知 p(t) 也 是 特征 函数 ， 而 且 它 对 应 的 分 布 函 数 为 


S950 


(ii) n 个 特征 函数 的 积 站 fj(t) 也 是 一 特征 函数 ， 实 际 上 ， 由 82.7 定理 2, 可 以 造 


个 独立 的 随机 变数 ,7 = 1,…,n, 使 名 的 分 布 函数 为 fj(t) 所 对 应 的 分 布 鲨 数 三 (z), 于 是 
全 5 的 特征 函数 是 [I 方 (0). 特别 ， 知 (及))”" 是 nn 个 独立 同 分 布 的 随机 变数 的 和 的 特征 
I=1 j=1 


函数 . 其次， 由 于 万 耐 = 有 (一) 而 由 82.11 (ii 及 (-- 引 是 -6 的 特征 酉 数 ， 故 
[FO = WA(-D) (24) 
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是 一刀 的 特征 函数 ， 与 对 独立 ， 有 相同 的 分 布 函数 所 (zx). 
(iv) 取 系 数 不 全 为 0 的 器 级 数 g(z) = > 4;z7?，b; > 0, 设 它 在 x = 1 收 合 ， 于 是 
j=1 


g(1) = > b; >0. 
j=0 


任 取 一 特征 函数 f(t), 由 (者 ) 知 (1(#)) 是 特征 函数 ， 由 (区 知 


90) = old (25) 


p(t) = 
也 是 一 特征 函数 (注意 ， (f(t))* = 1 是 集中 于 0 点 的 分 布 的 特征 函数 ). 
例如 ， 取 f(t) = e*, 它 对 应 的 分 布 集中 在 点 1 上， 又 令 g(z) = e**, 入 >0, 由 (25) 知 


1 eit it 
pl) = Se ee 


是 特征 函数 . 其实 p(t) 对 应 于 参数 为 和 的 普 阿 松 分 布 (82.11, 例 2). 
例 4 (随机 端点 问题 ) 长 为 ! 的 直线 的 一 端 在 原点 0, 与 > 轴 的 交角 oa 是 随机 的 . 然 
后 以 另 一 端 为 中 心 改 换 一 次 方向 ， 新 方向 与 x 轴 的 交角 为 aa; 如 此 继续 ， 共 改变 ”次 . 
试 求 最 后 一 次 移动 后 的 端点 的 横 坐 标 X 的 分 布 (下 面 绘 出 X7 的 图 ， 见 图 4); 并 研究 当 
有 一 oo 时 Xn 的 极限 分 布 ， 这 里 假定 {a;} 独立 ， 有 相同 的 均匀 分 布 密度 


0， 如 waE[0, 27]， 
g(a)=4 1 


元: 如 a e [0,27]. 


nn 
了 Xn 二 > lcos Qj. 
j=1 


因 !cos oj 的 特征 函数 为 








1 27 . 
f(t) 一 去 上 eitl cos cda 一 Jo(t), 
0 


图 4 
其 中 Jo(z) 是 第 一 类 0 级 Bessel 函数 ， 它 是 偶 函 数 . Xi 的 特征 函数 为 


fnlt) = [JoltDY. 
由 此 得 知 X 的 密度 为 
pu(z) = 二 人 ote"at - 元 人 oD eoslta) 
今 设 m 一 co, 同时 1 一 0, 但 二 者 有 关系 1= 协 ， 上 为 正常 数 ，k = 1Vn. 利用 .Jo(z) 的 级 数 形 


. 159 ， 





Sh UD 1 
0 各 + 
k2 k4 n 
二 |1 一 tt 二 +t 
| 22 tan | 
2 n , 
| ee (mm 一 co). 








22 .也 


故 极 限 密 度 为 
1 





p(z) = 去 / eK /4 cos(tr) dt = 1 opr 1 cm/22 


kVA AV27 


这 里 和 =k/V3 = LV 于 因此 ，Xo 渐 近 地 有 N(O,LV 下 ) 正 态 分 布 . 
这 个 例子 在 研究 分 子 链 等 问题 中 有 用 . 参看 [46],33-39 页 . 
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83.3 ”大 数 定理 与 强大 数 定理 


(一 ) 问题 的 一 般 提 法 . 我 们 知道 ， 概 率 法 则 总 是 在 对 大 量 随 机 现象 的 考察 中 才能 显 
现 出 来 .为 了 研究 “大 量 ”的 随机 现象 ， 常 常 采用 极限 的 形式 ， 这 就 引导 到 极限 定理 的 研 
究 . 极限 定理 的 内 容 很 广泛 ， 其 中 最 重要 的 有 两 种 : 大 数 定理 与 中 心 极 限定 理 . 我 们 从 前 
者 开始 . 实际 经 验 告诉 我 们 ， 撞 一 个 结构 正常 的 硬币 ， 虽 然 不 能 准确 预言 搓 出 的 结果 ， 但 
如 独立 地 连 掷 ”次 ， 当 半 充 分 大 后 ， 出 现 正面 的 频率 加 与 3 很 接近 ， mn 表 在 此 n 次 中 
出 现 正面 的 总 次 数 . 这 类 事实 可 以 如 下 直观 地 解释 : 要 从 随机 现象 中 去 寻求 必然 的 法 则 ， 
应 该 研究 大 量 的 随机 现象 ， 因 为 大 量 的 随机 现象 里 ， 各 自 的 偶然 性 在 一 定 程度 上 可 以 相互 


抵消 ， 相 互补 偿 ， 因 而 有 可 能 显示 必然 的 法 则 来 . 


于 是 现实 向 我 们 提出 一 个 理论 问题 : 在 一 般 的 贝 努 里 实验 中 ， 每 次 实验 时 设 4 出 现 
的 概率 为 p, 0 < p< 1, 以 mm 表 前 n 次 实验 里 4 出 现 的 次 数 ， 能 否 从 数学 上 严格 证 明 : 


2p? 


这 问题 也 可 改 述 如 下 : 考虑 独立 随机 变数 列 {4}, 其 中 


-人 如 4 在 第 次 试验 时 出 现 ， 
“ Lo， 反之 ， 


求证 





一 p，( 注 意 p = Ben) 
或 者 ， 更 广泛 些 ， 我 们 提出 下 列 一 般 问 题 : 


列 {bn} 的 收敛 性 ， 这 里 
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(1) 


(3) 


试 研究 随机 变数 


(4) 


容易 想象 ， 这 问题 决定 于 三 个 因素 : 
(i) {&x} 有 什么 性 质 ? 
(这 什么 样 的 {Ck} 与 {Dn}? 
” (过) 用 哪 种 收敛 性 ? 
关于 (i), 我 们 以 后 总 设 {&4} 是 相互 独立 的 ( 非 独 立 情形 至 今 还 研究 得 不 完善 ). 
当 取 Ck = Eee Dk = 上 ,并 且 人 几乎 处 处 收敛 (或 依 概率 收敛 ) 到 0 时 ， 我 们 说 ， 对 
{tx} 强大 数 定理 (或 大 数 定理 ) 成 立 ， 有 时 也 说 {&4} 服从 强大 数 定理 (或 大 数 定理 ). 
显然 ， 如 强大 数 定理 成 立 ， 则 大 数 定理 必 成 立 ( 见 8$3.1 定理 1). 


当 取 Ck = Bés, De= | 过 Déi, 并 且 的 分 布 弱 收 伍 到 N(0,1) 正 态 分 布 时 ， 我 们 就 


得 到 中 心 极限 定理 ， 留 待 下 节 详 述 . 
(二 ) 大 数 定理 . ”回忆 在 82.10 中 所 证 明 的 车 贝 晓 夫 不 等 式 : 设 随机 变数 的 方差 有 穷 

!, 则 对 任意 。 > 0, 有 

Dé 


PE- Bel 2 6) < = (5) | 


定理 1 设 {&} 是 随机 变数 列 ， 对 任 一 正 整 数 mw D( 站 如 ) < oo, 而 且 
/0 
lim ~—D( > é:)=0; (6) 
下 
则 {éx} 服从 大 数 定理 ， 亦 即 对 任意 。> 0, 有 


,lim, z(|: > (EN 
k=1 





> = -0. (7) 


证 在 (5) 中 取 t 一 学 (6 -BE), 因而 B& =0, 得 





天 一 了 
P 人 ( 3 -En| > = < 2aD (Pe), 
一 上 一 








由 此 及 (6) 即 得 (7)， 口 
注意 ， 如 {&4} 是 独立 随机 变数 列 ， 则 (6) 化 为 


工区 
lim, 3 》 Dé =0. (8) 
k=1 


系 1 (车 贝 晓 夫 ) 设 对 独立 随机 变数 列 {4:},， 有 常数 C, 使 Dee < C，k 一 1,2,…, 则 {i 
服从 大 数 定理 ， 
证 此 由 ， 
三 DD Dé < 0 一 oo) (9) 
k=1 





1 根据 $2.9 中 定义 ， 如 数学 期 望 及 方差 存在 ， 则 必 有 穷 ， 故 这 里 ”有 穷 ”二 字 原 可 略 去 ， 但 为 了 强调 有 穷 性 ， 我 
们 仍 把 它 明确 写 出 . 
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及 定理 1 推出， 口 
系 2( 贝 努 里 ) 设 贝 努 里 实验 中 ， 事件 4 每 次 出 现 的 概率 为 m 0 和 p 和 1 以 加 表 前 ” 
次 实验 中 4 出 现 的 次 数 ， 则 对 任意 s > 0, 有 


EE ma 


证 考虑 (2) 中 的 友 , D 录 =p1L-I 乏 1 故 (10) 自 系 1 推出. 日 

定理 2 ( 辛 钦 ) 设 {&4} 是 相互 独立 的 随机 变数 列 ， 有 相同 的 分 布 ， 则 {é&4} 服从 大 数 
定理 的 充 要 条 件 是 i 有 有 穷 的 数学 期 望 . 

证 以 f(t) 表 && 的 特征 函数 , a = Etéi, 根据 同 分 布 的 假定 ， 它 们 都 不 依赖 于 k. 由 
名 -11( 一 ) 中 (六 ),(iv),(v). 知 o 一 二 二 人 的 特征 函数 是 [f()]”; 而 县 当 t 一 0 时 有 


f(t) = 1+iat + ot). (11) 
因此 ， 对 任 一 固定 的 t, 有 


Jim (5)] = ,im ++o(5)| = (2) 
但 eiot 是 单 点 分 布 消 数 


1 
G(xz)=4 
(2) {o rT<a 


的 特征 函数 ， 故 (12) 说 明 G 的 分 布 函数 Gn(z) 当 n 一 co 时 弱 收 敛 于 G(z). 于 是 对 任意 


e>0 有 
P(|: 
Wt . 
=1-Gn(a+e—-0)+G(a0—e) = 0 (一 oo)- (14) 


因而 条 件 的 充分 性 得 以 证 明 . 必要 性 则 是 大 数 定理 的 定义 中 所 要 求 的 .” 口 

显然 ， 系 2 也 可 由 定理 2 直接 推出 . 

下 面 的 定理 4 说明， 把 定理 2 中 的 “大 数 定理 ”四 字 改 为 “强大 数 定理 ” 后， 结果 仍然 
正确 . 

(三 ) 柯 尔 莫 哥 洛 夫 不 等 式 . 强大 数 定理 的 证 明 要 困难 得 多 . 在 这 一 段 里 先 作 些 准备 . 

引 理 1 设 生 6 如 eatm 是 独立 随机 变数 ， 又 刻 与 有 分 别 是 nn 元 及 m 元 
波 雷 疆 可 测 函 数 ， 则 随机 变数 户 (6 ,各 ) 与 户 (6 ,éntm) 相互 独立. 

证 明 完 全 可 仿照 82.7 系 1, 故 从 略 . 

在 证 明 大 数 定理 (定理 1) 时 ,我们 用 到 车 贝 路 夫 不 等 式 ; 为 了 证 明 强 大 数 定理 ， 需 要 
一 个 更 深刻 的 不 等 式 一 柯 尔 莫 哥 洛 夫 不 等 式 ( 即 (15) 式 ), 它 可 以 看 成 车 贝 晓 夫 不 等 式 的 
深化 与 推广 ， 当 n=1 时 ， 前 者 化 为 后 者 . 

引 理 2 设 刀 ,2,…, 是 独立 随机 变数 ， 方 差 有 穷 ， 令 半 = = 也 Déx, 则 对 任意 s > 0， 


之 0， 
化 a (13) 








>*] = P(tn, >a+e)+ P(tn < a—e) 


有 ， 
P( Dé - Be)| >°) < 如 (5) 


了 一 上 
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在 证 明之 前 ， 先 作 些 解释 . 如 sx = 0, 则 Dé&; = 0, P(&j = BEé;) = 1 因而 (15) 双方 都 化 
为 0 而 (15) 显然 正确 ; 故 不 妨 设 > 0. 改写 (15) 为 





PI max 
1&k&n 


天 
> (6 - Ee)| > es) < 总 ag) 
j=1 


并 简 记 4 = ( max | ba 一 Eé,)| > ssn), 我 们 有 


l1<k< 
n 大 
A= U (6 一 EEé;) | > co (17) 


故 (16) 式 表示 : mn 个 事件 (| > (6 一 6)| > esn) ,==1,2,…,n 中 至 少 有 一 个 出 现 的 概率 


不 大 于 1/e2.(17) 式 显然 已 把 事件 4 分 解 为 n 个 事件 的 和 ， 但 此 个 事件 未 必 不 相交 ， 为 
了 要 得 到 一 个 不 相交 的 分 解 ， 对 整数 v,1<v<n, 令 








k 也 
4 = ( DE ~ Ee)| < esm k= 0 ,0 1;| DE — 区)|> on); (18) 
j=1 j=1 
换 句 话说 ， w e 4。 的 充 要 条 件 是 : 个 不 等 式 
k 
SY (€; ~ EE)| < esn, (k=1,2,...,n) (19) 
j=1 
中 ， 第 一 个 不 成 立 的 是 第 v 个 ， 显 然 
A=\)h,; Auhs =$ (关中 (20) 
v=1 
故 (16) 式 化 为 _ 
2_P(4,) < 语 (21) 
: v1 
引 理 2 之 证 只 要 在 s > 0 的 假设 下 证 明 (21). 定义 n 个 随机 变数 
1 如 w € A,， 
一 ， 一 1,.…,n 22 
加 (w) 全 加 wE4_ (v ) (22) 
由 于 hw = 1,…,n) 互 不 相交 ， 每 个 w 至 多 只 能 属于 一 个 4。, 故 2 yw(w) 二 0 或 1. 因而 
> (wo) <1. 0 
v=1 
二 立 (6 -6j), 以 W2 乘 上 式 两 边 ， 并 取 数学 期 望 ， 得 4 ,和 4 
和 1 Asi 44 
yn . W2) & s2. (23) | 
(示意 图 ，m = 4) 
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为 了 估计 B(y,. W2), 注意 
El(yoWn) = 再 (加 用 2) + 2BEly (Wh — W,)W,] + Elyo(W, — W,)2]. (24) 
但 WW, = 的 -BE6) 只 涉及 641m; 入 WW = 加 bole 一 B6) 只 涉及 和 tu 
既然 6,6 ;名 独立 ， 故 由 引 理 于 知 Wi 一 WW 与 YW 独立 ， 考虑 到 B(W -W,) = 0, 得 
Ely (Wn — Wo)W,] = E(yo Ws) E(W, — W,) =0. (25) 


又 由 (22) 及 (18), 得 : 
yo W. 


2 > Yves2. (26) 
综合 (23) (24) (25) (26), 并 注意 y, > 0, 即 


得 
$2 2D Ely We) > 》 BuvT2) > Y Elye?s) 


n 


-e252 YE Eyv=€ PC ). 


由 假设 吉 > 0, 故 (21) 式 得 证 口 
下 面 还 要 用 到 数学 分 析 中 三 个 简单 事实 ， 其 中 2° 是 周知 的 ， 为 完全 计 ， 我 们 把 证 明 
都 写 出 来 . 
1° 设 {ck} 为 常数 列 ， 令 sn = 二 ck; 1 = 1,2,..., 
bm = sup{|sm+k 一 sm|, k= 1,2,.…}. (27) 
b=inf{fbm, m= 1,2,...}. (28) 


则 级 数 > cx 收敛 的 充 要 条 件 是 5 = 0 


事实 上 ， 设 二 cx 收 仇 ， 则 对 任意 。 > 0 存在 正 整数 no, 使 |snor4 - snol < s 对 一 切 
大 三 1 2 成立， 故 0&<6<& bo 和 cs, 从 而 和 = 0， 反之 ， 由 = 0 知 对 任意 e > 0， 存在 正 整数 
721， 使 bn < €, 因而 |sni+k — Sn | <E 对 一 切 k= 1,2,.…- 成 立 ， 从 而 推 知 > Ck 收敛 . 
Kk 二 1 
2° 设 {cr} 为 常数 列 ， 如 im ck = c, 则 
lim S38 三 c. 
noo Nn 1 
事实 上 ， 对 n> no, 有 
es 


k=1 


n 


= 》 (ck — ©) 


”1 


no 


> (ea 


Ws 


nn 


+ 上 >》 (cx—o).. 


天 一 mo 十 1 





























1 实际 上 ， 对 任意 w, 如 wEA。, 由 (22) 知 (26) 双方 在 此 w 上 均 化 为 0, 故此 时 (26) 成 立 ; 如 w E huge(w) = 1 
再 由 (18) 中 最 后 一 不 等 式 即 知 此 时 (26) 也 成 立 . 
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对 e>0, 选 no 使 上 >no 时 ， 有 |cs 一 c| < 于 是 上 式 右 方 第 二 项 小 于 号 9 < 名 不 论 
n(> no) 如何; 右 方 第 一 项 当 n 充分 大 后 也 小 于 $. 
3° 如 对 实数 列 {cr} 有 汪 壬 收敛 ， 则 lim > cx = 0 


事实 上 ， 令 


nt+l1 n+l n 
tn+1 = 》， 大 sk 一 》， [sk_1 = 一 Ds 二 (ni)snti, n= 1,2 
k=1 k=1 k=1 
t n 1 
ntl _ 二 》、 sk 十 Snpl 





nn 


因 {sa} 收敛 于 有 穷 极限 ， 由 2%, {> sk} 也 收敛 于 同一 极限 ， 故 


天 一 1 





A nt 
(四 ) 强大 数 定理 . _ 
定理 3 ( 柯 尔 莫 哥 洛 夫 ) 设 {6} k=12… 是 独立 随机 变数 列 ， 且 时 5 < oo, 风 
im 二 D0 ~ BEés) =0, (a.s.). (29) 
证 定义 
条 = 名 -Bt 
Ee 0 De = Dé 仿 27(028), 令 mw) = 六 于 全 
ba) = supfloms (0) -an EL2 
p(w) = inf {bn (w), mm 二 12 
对 任意 实数 z 


(bm(lw) < = MN lsm+k(w) — sm(w)| < z) EF. 


故 bm(w) 是 随机 变数 ， 类 似 可 知 Ww) 也 是 随机 变数 . 
对 任意 s > 0 及 任 二 正 整 数 n,m, 由 (15) 得 





m+n . min 
Dé 1 Dé 
P(e) < 六 届 - 王 三 
元 = 
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令 加 (wo) = max jsnHz(to) — sm(o 则 加 (wo)Tbnto (mwo)>ecUon(wo)>e 由 8313 系 


l1&k&n 
Co 


3 及 上 式 得 P(bm(w) > e) < 各 ， > 从 . 由 此 及 bm(w) > b(w) 推 知 
一 7 十 上 


P(b(w) > e) & PO nw) >e) < 评 > 塌 . 


k=m+1 





令 m 00, 由 于 江上 称 < co, 得 P(b(w) >e)=0. 从 而 自 (5(w) > 0) = U (Co) >) 及 81.3 
系 3, 我 们 有 
Plb(w) > 0) = lm P (bw) > 2) =0, 


于 是 几乎 处 处 b(w) = 0. 由 1 知 入 2&e) 几乎 处 处 收敛 ， 再 由 3。 得 
k=1 


1 Nn 
lim = SY é =0, (a.s.). 
由 的 ， (a.s.) 





这 就 是 (29) 式 . 
系 3 设 对 独立 随机 变数 列 {&4}, 有 常数 c 使 Dé < c,& 二 1,2,…, 则 {Ep} 服从 强大 
数 定 理 . n 
证 由 沁 验 <e 滨 让 < ce 及 定理 3 推出。 口 


系 4 ( 波 雷 耳 设 由， 里 实验 中 ， 事 件 4 每 次 出 现 的 概率 为 p,0<p<1, 以 wm, 表 前 n 
次 实验 中 4 出 现 的 次 数 ， 则 











lim 各 = p, (a.s.) (30) 


如一 OO NN 


证 仿 系 2 的 证 明 ， 可 见 (30) 自 系 3 推 出， 口 

定理 3 有 着 广泛 的 应 用 ,但 其 中 条 件 不 是 必要 的 . 在 独立 同 分 布 情况 ， 可 以 找到 充 要 
条 件 ， 为 此 先 述 一 方法 . 

引 理 3 ( 截 尾 法 ) 设 {&4},k = 1,2,… 为 具有 有 穷 数学 期 望 的 随机 变数 列 ， 有 相同 的 
分 布 沙 数 F(z), 令 


Ek(w), 如 |é&k(w)| < k, 
一 31 
4 人 如 | 如 (w)| > . (1) 
如 果 . 
Dr (é{w) # é4(w)) < oo， (32) 


而 且 {t(e)} 服从 强大 数 定理 ， 则 {sx(w)} 也 服从 强大 数 定理 . 
证 由 (32) 及 331 引 理 1 得 P( 及 站 Ko) #4(o)) =0 换 名 话说 ,对 几乎 一 切 w 


襄 (w) 关 tx(w)， 只 对 有 穷 多 个 成立. (33) 
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考虑 


1 (w) — BEE) 











0- So 


一 尼 6o)i (34) 





1 nn 
+ 2 (2(0) — EER) + |- 
k=1 











根据 (33), 对 几乎 一 切 w， , 右 方 第 一 项 当 -co 时 趋 于 0; 由 假设 {et(w)} 服从 强大 数 定理 ， 
故 第 二 项 也 趋 于 0(n 一 co); 今 考虑 第 三 项 ， 由 假定 BE: 有 穷 ， 故 Je |zldF(z) < co, 从 而 


若 令 
Ck 二 / zadFl(z)|, 
|z| > 天 


im ck < im |z| daF(z) = 0. (35) 
5 lzl>k -~ 





则 


令 


了 如 |z| < k, 
gk (2) = 
0， 如 |z| > 天， 


则 gr(z) 是 波 雷 耳 可 测 函 数 ， 而 且 入 = gr(é). 由 于 
Etr = rz)dF(z)= ZdF(z)， 
i= /wodPt) |.. (2) 


故 对 n>N 有 
# DBe: ~ Be) 


二 一 > rar (z)| = 


由 (35) 及 上 面 的 事实 2°, 即 知 (34) 中 右 方 第 三 项 也 趋 于 0, 从 而 {p(w)} 服从 强大 数 定理 . 
口 








1 w 
<— 7 [BEét — Ba 
一 1 


nN 
1 DL 


二 1 








引 理 3 将 对 {&x} 的 研究 化 为 对 {级} 的 研究 ， 由 于 每 个 总 有 界 ， 故 带 来 不 少 方便 ， 
定理 4 设 {tx}k=1,2,… 是 独立 随机 变数 列 ， 有 相同 的 分 布 函 数 F(z), 则 


lim 1 Dé ~ Bet) =0, (as,) (36). 
大 一 工 


成 立 的 充 要 条 件 是 6 有 有 穷 的 数学 期 望 . 
记 a = Fe 由 于 {é&k} 同 分 布 ，Eék = ww 故 (36) 可 写 为 


,lv 
让 (a.s.). 
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证 必要 性 是 强大 数 定理 成 立 的 定义 所 要 求 的 ; 下 证 充分 性 ， 对 定理 中 的 {&4} 用 (31) 
定义 {经}, 根据 82.7 系 1 知 {级 } 也 是 独立 随机 变数 列 . 因 Et! 有 穷 ， 故 [5 |zxldF(x) < oc. 
由 同 分 布 的 假定 


Ooe 


D>_ P(E # &1) = Dr Iéx| > £) = > P(lé1| > 名 
天 一 无 一 1 


==》》PUL<I6l<1I+Dl -yiPU< ll<z+D 
天 一 


1 1 一 大 i=1 
oo oo 
<V IzldF(z) < / |zldaF(z) < oo. (37) 
全 di<lzlgit1 -oo 


因而 根据 引 理 3, 只 要 证 明 {6t} 服从 强大 数 定理 .为 此 ， 由 定理 3, 只 需 验证 六 台 < co. 
注意 : 
Dé: < Blei} = ra) 


ls|lg& 


< YW Ut?PU IG) < 1+Y); 








oo De* co 大 1 2 
Dp 
天 一 1 k=1 1 一 0 
<y PUSHE<ILDU+1D? De (38) 
1=0 天 一 ! 


< 1 k+l dz oodr __1 4 
利用 writ < 学 J 器 = 器 = 得 





k=! 
故 由 (38) 及 (37) 中 的 推导 得 三 党 < co. 昌 


(五) 例 ， 下 二 例 说 明 大 数 定理 的 一 些 应 用 . 
例 1 设 f(z) (a < z<4b) 是 连续 函数 ， 试 用 概率 方法 来 近似 计算 积分 /2 f(z) dz. 

设 |f(z)| 的 一 上 界 为 (> 0), f(z) 的 下 确 界 
为 则 0 < 区 = 1, 故 不 妨 假定 0 < f(z) < 1 
引进 新 变量 z: xz=( -ojz+a 后 ， 可 将 z 轴 上 
的 区 间 [a,5] 变 为 z 轴 上 的 [0,1, 故 不 妨 设 o = 0， 
b=1. 

考虑 几何 型 随机 试验 B: 向 矩形 0< x < 1， 
0 和 zy 乏 1 中 均匀 分 布地 掷 点 . 将 独立 地 重复 

4， 作 下 去 以 4 表 此 矩形 中 曲线 y = f(z) 下 的 区 
0 1 域 ， 即 
! 但 当 1=0 时 ， ) 忆 :十 应 理解 为 2 有 -1 记 
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A=((z,Y): Oy fx), zr € 1|0,1)). 
并 定义 随机 变数 &: 
< - |: 如 第 次 搓 的 点 落 于 4 中 ， 
0， 反之 . 


1 
Eé = P(és =1) =|4| = [ f(z) dz, 


4| 表 4 的 面积 ， 由 系 4 
1 忆 1 
lim 一 Ek 一 f(z)dz, (a.s.). 
mai) 9 


这 表示 当 ” 充分 大 时 ， 前 ”次 试验 中 落 于 4 中 的 点 数 2 & 除 以 n 后 以 任意 接近 于 1 的 


概率 与 f(z)dz 近似 . 

这 种 近似 计算 法 也 叫 Monte-Carlo 方法 ， 进 一 步 的 讨论 见 第 七 章 . 

例 2 在 函数 逼近 论 中 有 著名 的 . 

外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 定理 : 设 f(z) 为 闭 区 间 a < z<5 中 的 任 一 连续 函数 ， 则 
必 存 在 多 项 式 序 列 {Qn(z)}, 均匀 收敛 于 f(z), x € lo, 可. 

试 给 出 这 定理 的 一 简单 概率 证 明 . 通过 一 线性 变换 (参看 上 例 ), 可 把 [a,8] 变 为 [0,1]， 
故 不 妨 设 e= 0,b 三 1 令 


显然 ， Qn(0) = f(0), 8n(1) = f(1), 故 只 要 考虑 (0,1) 中 的 z. 任 取 一 贝 努 里 实验 到 = E”， 


使 事件 4 在 每 次 试验 妃 中 出 现 的 概率 恰 为 z, > 任意 固定 ; 并 以 mm 表 前 ”次 试验 中 4 出 
现 的 总 次 数 ， 则 由 82.9(24) 得 


10) 00 = (era oreba-r] -ay 
-P(e -| <5)B 0 -A -| <) 


+P( ->5)5 [7 7) | >) (40) 


其 中 6 > 0 为 如 下 选 定 的 数 : 由 f(z) 的 连续 性 ， 对 任意 = > 0, 存在 6 >0, 使 当 |z 一 y| <56， 
0 入 zy 入 1 时 ， 有 








Ho)- FW)| < 3 GD) 
令 M= sup f(z)|, 由 (40)(41) 得 


jj(z) 一 Qu(z)l 生 1 s+P(| a > 5 .2M. (42) 
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令 m 一 oo, 由 大 数 定理 ， lim_P( 





空 -=| > 5) = 0 从 而 得 证 
lim @Cn(z) = f(x), (OO<z<1). 


及 一 OOD 


为 证 上 式 中 收 全 的 均匀 性 ， 利 用 车 贝 晓 夫 不 等 式 , 
2 


故 当 n> 继 时， 由 上 式 及 (42) 立 得 op, |f(x) — Qn(z)| < ss 口 





一 < 


Dn nz(l—z) 1 
| > 5) < n262 n262 .62 





$3.4 中心 极限 定理 


(一 ) 问题 的 直观 背景 在 实际 中 ， 常 常 需要 考虑 许多 随机 因素 所 产生 的 总 影响 . 

例 1 设 炮 弹射 击 的 目标 位 置 是 原点 (0,0), 炮弹 的 落 点 设 为 (X,Y), 它 的 一 个 坐标 ， 例 
如 X, 也 是 落 点 对 目标 沿 z- 轴 的 偶 差 ，X( 或 了 ) 是 随机 的 ， 产 生 偏 差 的 原因 有 种 种 : 瞪 
准时 有 误差 &, 炮弹 或 炮 身 结构 所 引起 的 误差 bz, 空气 阻力 产生 的 误差 6&3,…. 因而 ， 关 可 
看 成 为 这 些 误差 的 总 和 : X= &. 对 我 们 重要 的 是 研究 X 的 分 布 . 


例 2 再 看 一 个 熟悉 的 例 . 考虑 可 列 重 贝 努 里 试验 = E”， 事件 在 每 次 试验 中 出 
现 的 概率 为 p,0 < p< 1 不 出 现 的 概率 为 9=1-2. 令 {ek} 为 连 系 于 忆 的 随机 变数 列 ， 即 


ce 人 如 4 在 第 次 试验 中 出 现 ， 


1 
0， 反之 . 人 


因而 学 人 是 前 ”次 试验 中 4 出 现 的 总 次 数 ， 我 们 关心 的 问题 是 : 当 一 oo 时， 如 
的 分 布 函数 趋 于 什么 ? 由 于 ,lim_ 总 &k 可 以 取 oo 为 值 ， 故 最 好 不 研究 2 6k 本 身 而 考虑 
(譬如 说 ) 它 的 标准 化 随机 变数 


请 


 (€k 有 


Cn 一 k= 
7(Es) 
的 分 布 函数 的 极限 . 
为 了 求 出 这 个 极限 分 布 ， 我 们 先 作 些 具体 的 ， 直 观 的 分 析 ， 设 


PE =1) =2, P(E =0) =3 


(2) 


下 在 画 出 二 te (n= 1,2,4,8,32) 的 密度 图 ( 见 图 1)， 由 此 可 见 ， 当 n -co 时 ， 沁 & 的 


宙 度 站 于 正太 分 布 密度 为 了 防止 这 些 密度 的 中 心 ( 即 数学 期 望 ) 趋向 co 以 及 方差 无 限 增 
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图 1 


当 & 有 (0,1) 均匀 分 布 时 ， 类 似 的 图 请 参看 86.1 图 2. 
(二 ) 同 分 布 情形 设 多 人 = 1,2,…) 的 方差 D& 有 穷 ， 大 于 0, 令 


akp = Eér, B= Dér, B2= 3 (3) 
k= 二 1 
我 们 说 ， 随 机 变数 列 {&} 服从 中 心 极限 定理 ， 如 果 关 于 ze Ri 均匀 地 有 
1 ec 1 22 
lim P{—— Y》 (i—ar)<7z|=— e 7 dz. (4) 
(去 es 了 -去 人 


(4) 式 表 示 : 随机 变数 起 (tx ox) 的 分 布 函数 关于 = 均匀 地 趋 于 正 态 分 布 NO,) 


的 分 布 函数 我们 的 主要 目的 是 : 研究 在 什么 条 件 下 ， {é&x} 服从 中 心 极限 定理 ， 一 个 简 
单 而 又 常用 的 结果 是 : 
定理 1 设 独立 随机 变数 列 {tk} 有 相同 的 分 布 , 而 且 0 < Dtk < co, 则 (4) 式 关 于 z 均 
名 成 立 . 
证 由 于 分 布 相 同 ， ak = ol, 既 = 好 ,(4) 式 化 为 ? 
1 在 定理 1 的 条 件 下 ， 如 再 补 设 63 = Elé" 一 El3 < co, 则 











n zr 

1 1 z2 

P -al) rz)]-— -所 dz| < 
msx| (BA <9) -7 7 


其 中 < 为 某 常数 ， 已 知 c 之 - 壤 =, 但 其 精确 值 还 未 求 出 。 3omoTapeB 于 1967 年 得 到 一 较 好 的 结果 是 c < 0.82( 参 
看 [38],136 页 ; [49],159 页 ). 上 式 对 误差 估计 有 用 ， 对 不 同 分 布 情况 也 有 类 似 的 结果 ， 见 [49]. 
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。 1 之 1 2 
?FR <z] 一 去 dz. (5) 
以 姑 由 表 和 如 -oa 的 特征 函数 ， 因 6 一 a1(k = 1,2,…) 也 同 分 布 ， 故 廊 的 = 访 ( 不 依赖 于 


nn 


k. 根据 82.11(8),(10), 可 见 二 法 2 (&x 一 中) 的 特征 函数 pn 人 为 








k=1 
1 n 

en) = [f(A)| (6) 
由 于 杂 一 al 的 前 两 阶 矩 为 0 及 如, 由 $2.11(12), 在 上 = 0 附近 可 将 f(t) 按 泰 勒 公式 展开 为 

f(t)=1-— se + o(t2). (7) 
以 区 代 志 并 利用 (6), 得 

2 oft211m 42 
pn(t) = 1 + C )] 》e 了 (7 一 oo). 


注意 e- 呈 是 N(0,1) 分 布 的 特征 函数 ,由 上 式 及 83.2 定理 3, 即 得 证 (5) 式 对 每 = e (一 oo,oo) 
成 立 ， 根 据 83.1 定理 3,(5) 中 的 收敛 对 x 还 是 均匀 的 ， 口 

系 1 ( 隶 莫 佛 - 拉 普 拉 斯 de Moivre-Laplace]) 以 mw 表 贝 努 里 n 次 试验 中 事件 4 出 现 
的 总 次 数 ， 每 次 试验 中 4 出 现 的 概率 为 p,0<p< 了 则 当 n 一 oo 时， 对 a,B(a < 及 均匀 地 
胡 





。 nn— NP 1 ” zy 
Jim P(a < i < 1 去 d (8) 
其 中 g=1-p. 
证 用 (1) 定义 如 {&4} 是 独立 随机 变数 列 ， 有 相同 的 分 布 密度 窃 阵 (2 2 ) 则 


nm = Ee Et =p, Dé =pg4>0, B= 》 Dek= npg. 
k=1 无 一 1 


故 由 定理 1 立 得 (8).， 口 
例 3 对 系 1 中 的 贝 努 里 试验 ， 试 求 P(a < mm < 8) 的 值 (a < A). 
解 由 于 加 有 二 项 分 布 B(n,p), 故 


Pla < m & Pb)= 》， (re (9) 
a<kgp 


当 n 甚大 时 ， 如 82.4 所 指出 ， 上 值 的 计算 很 繁 ， 利用 (8) 可 求 出 P(a < mm < B) 的 近似 值 : 


oa—np ,mm—np Pp) 


< < 
Vv npg Vnpq Vnpg 


~ 1 (FN) (2 ) (10) 








Pla <m <B)=P( 
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其 中 | na 
再 (z) = J 堵 三 e- 三 dz. (11) 
查 表 即 可 容易 地 算出 更 ( 味 器 ) ~- (入 器) 由 (9) 可 见 ， 此 值 也 是 “于 (人 pre 的 近似 
< 天 入 有 

值 ， 因此， 可 以 用 正 态 分 布 来 近似 计算 二 项 分 布 的 值 ， 

例 4 射击 不 断 地 独立 进行 ， 设 每 次 射 中 的 概率 为 而. 

(i) 试 求 500 次 射击 中 ， 射 中 的 次 数 在 区 间 (49,55] 之 中 的 概率 记 . 

(ii) 问 最 少 要 射击 多 少 次 ， 才 能 使 射 中 的 次 数 超过 50 次 的 概率 大 于 已 给 正 数 q? 

解 以 m 表 前 n 次 射击 总 射 中 的 次 数 -. 

(i) np = 500: 击 =50, mpg=500. 而 :向 =45， a=49, 8= 55. 





P= P(49 < ?7650o & 55) ~ 5 ) 一 (一 填 ) 


5 一 | 
(ii 所 需 最 少 射击 次 数 是 满足 不 等 式 
P(50 < mr) >9 


的 最 小 正 整数 mw 在 (10) 中 令 6 一 oo, 得 











50 一 "看 _ 人 1 _ 和 (500 一 “ 
~1-®(— em): (12) 
交大 -中 Vnm 过 : 间 (3 
500—n 
故 自 1-5(- 寺 -) > 4 解 出 最 小 的 正 整 数 即 为 所 求 
次 数 的 近似 值 . 


例 5 ( 钉 板 实验 ) 图 2 中 每 一 黑 点 代表 钉 在 板 上 的 一 颗 
钉子 ,它们 间 的 距离 相等 ， 上面 一 颗 恰 巧 在 下 面 两 颗 的 正中 
间 . 从 入 口 4 处 放 进 一 个 小 圆 球 , 它 的 直径 略 小 于 二 钉 间 的 
距离 ， 由 于 板 是 倾斜 放 着 的 ， 球 每 碰 到 一 次 钉子 ， 就 以 概率 
1 滚 向 左下 边 (或 右 下 边 ), 于 是 又 磁 到 下 一 个 钉子 ， 如 此 继 
续 ， 直 到 深入 板 底 的 一 个 格子 内 为 止 ， 把 许多 小 球 从 4 放 
下 去 ， 它 们 在 板 底 所 堆 成 的 曲线 就 近似 于 N(0, VR) 正 态 分 
布 的 密度 曲线 ,只 要 球 的 个 数 充 分 地 大 ， 这 里 n 是 钉子 的 横 
图 2 排 排 数 ， 这 个 实验 是 由 Galton 设计 的 . 
现在 用 定理 1 来 解释 这 个 现象 ， 定 义 


一 虹 如 第 k 次 碰 钉 后 小 球 向 右 ; 
" -1 ， 如 第 次 碰 钉 后 小 球 向 左 . 


1 如 要 近似 计算 P(mn = 有 ,为 非 负 整 数 ， 则 可 利用 Pm = 中 = P(R 一 于 < mn 所 上 十 者), 然后 仿 下 面 的 Gi) 计 
算 (更 详细 的 讨论 见 [15],172 页 ). 
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于 是 & 的 密度 算 阵 为 (《 了 


1 
2 


Qk = Eéx = 0， 


根据 (5), 得 
lim P 


nNn—o0 


I 


Vi 


bx = Déx = 1, 


1 7 z2 
) 一 却 |/ ce 2 dz. 
TJ~o0 


1 ) ,而 mm = 二 和 标示 第 次 碰 杀 后 球 的 位 置 1 由 于 


这 表示 并 的 分 布 当 充分 大 时 近似 于 N(0,1D, 亦 即 m4 的 分 布 近似 于 N(0, VR). 由 上 式 得 


P(-li<m <D)=P( 


今 设 m = 16, 则 


右 方 值 可 由 正 态 表 查 出 ， 例 如 


P(-1 < me 


1 
T) 祥 充 |/ 
~ V2T /0.25 


0.25 


z2 
e 7 dz=0.1974. 


现在 独立 地 投掷 60 个 小 球 , 则 大 约 有 60 x 0.1974 s 12 个 落 在 [-1,1] 两 格 之 中 . 列表 如 下 : 














区 ” 间 ] 近似 概率 | 近似 球 数 有 区  ” 间 | 近似 概率 | 近似 球 数 
—1,1] 0.1974 12 [一 6, 6] 0.8664 52 
[一 2, 2] 0.3829 23 [~7,7] 0.9199 55 
[一 3, 3] 0.5467 33 [一 3, 8] 0.9545 57 
[一 4, 匀 0.6827 41 [-9, 9) 0.9756 59 
[一 5,5] 0.7887 47 [~10, 10] 0.9876 60 











表 中 数据 说 明 : 一 个 球 在 碰 过 16 次 钉子 后 落 于 [-2,2] 中 的 概率 为 0.3829; 如 果 将 60 个 球 


做 这 实验 ， 则 约 有 23 个 球 落 在 [-2,2] 之 中 . 


(三 ) 一 般 情形 . 定理 1 中 “{ét&4} 有 相同 分 布 ” 的 假定 太 强 ， 现 在 来 放宽 这 一 假定 而 引 


进 著名 的 
饮 德 伯 尔 格 (Lindeberg) 条 件 : 对 任意 7 > 0, 有 
1 nn 
lm 一 一 
noo Ba > | 


T—ak|>TBn 


其 中 及 (z) 是 & 的 分 布 函数 ， ak, Bn 由 (3) 定义 . 


先 看 这 一 条 件 有 什么 概率 意义 ， 引 进 事件 


(z 一 ab)2zdFx(z)=0 


Ax = (|éx max| > 7B,), k=1,2,..,n, 





(13) 


(14) 


1 容易 看 出 ， 这 问题 与 下 列 随 机 徘徊 问题 等 价 : 设 质点 4 在 整数 点 上 运动 ， 如 果 它 于 时 刻 上 位 于 点 j, 则 下 一 时 刻 
转移 到 点 7 十 1 或 7 一 1, 概率 分 别 为 计 , 而 且 与 以 前 的 转移 独立 ， 试 研究 自 0 点 出 发 ， 经 过 n 次 转移 后 ， 质 点 所 在 位 
置 mm 的 分 布 . 这 是 一 种 所 谓 的 马尔 科 夫 链 的 特例 ， 
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我 们 有 
< 2 PAs) 

> dFi(z) < <7 )2 有 人 ag|>TB, (z ~ ap) dF (7). 
由 此 可 见 ， 乌 德 伯 尔 格 条 件 保 证 : 对 任意 7 > 0， 


[|>7) =0 (15) 


P(m | 各 一 ak| > TB,) = P(UA 


1 


~ 





lim P( m 
多 一 co l1<k<n 


粗略 地 说 ,上 式 表示 : 当 充分 大 后 , 参与 构成 (5) 中 左 方 总 和 起 六 (Ge -an) 的 每 一 被 加 


项 丝 呈 要 依 概率 “均匀 地 小 ", 因而 任 一 被 加 项 对 总 和 的 极限 分 布 不 会 产生 显著 的 影响 . 
容易 验证 , 在 定理 1 的 假定 下 , 岂 德 伯 尔 格 条 件 满足 . 实际 上 ， 由 于 这 时 F(z) = F(z)， 
ak 三 4a, b=b? 都 与 k 无 关 ， 又 B2 = nb?, 故 


1 之 2 1 
万 2 二 / (z 一 ap) dz) = 7 人 一 aj2dF(z); (16) 


n 1vV 1z 一 ak|>T 互 。 
既然 方差 Dt = J=”_(z -oj2dFtz) < oo, 我们 有 


lim (z 一 a)j2dF(z) = 0; 
mo9 lr~al>TrbVn 
由 此 及 (16) 知 (13) 成 立 . 
定理 2 ( 刨 德 伯 尔 格 ) 设 独立 随机 变数 列 {e} k= 0,1,2,… 满足 鹿 德 伯 尔 格 条 件 ， 则 
(4) 式 关 于 z 均匀 成 立 . 
为 证 此 ， 先 证 下 列 三 个 不 等 式 : 对 任意 实数 a, 有 


























le* — 1| < lal; (17) 
le —1—ial< < EE (18) 
ia 9 lol 
e 1 iat |< 3 (19) 
实际 上 ， 对 a= 0 上 三 式 明显 ， 设 e > 0 则 
le -1| = ez dz| 所 ai 
Q a 2 
le*—1-ial= /er -Da < | zdz = Oi; 
0 0 21 
。 a2 “ ir ， 
“1-iat+$ =|/ 一 1 一 他)dz 
0 
Q Q mv2 3 
< | er -1-aldo< / dr= 所 (20) 
0 0 21 3! 
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利用 e* = cos e+isin o 可 见 (17),(18),(19) 两 方 都 是 a 的 偶 函 数 ， 故 它们 对 o < 0 也 成 立 . 


定理 2 的 证 先 把 记号 简化 ， 令 


一 4 
Enk = 如一 ok 
Bn 


以 jx， Fax(z) 分 别 表 ck 的 特征 函数 与 分 布 函 数 ， 因 而 
Fuk(z) = P(Eék & Bnz + axr) = Fr(Bnz + axk), 


Eénk = / ZdFnk(z) = 0, Déng = 汉 ， 
_oo 2 


SDéng 一 > zdFp (7) 一 工人 pe 一 二. 
k=1 k=1” ~ Br k=1 


在 这 些 记 号 下 ， 由 (22) 
1 


故 (13) 式 化 为 : 对 任意 r > 0， 
lim zZ2dPFk(z) = 0; 
有 二 人 * ) 
而 (4) 式 化 为 : 对 7 均匀 地 有 
一 1 /2 
lim P tnk TE) = 一 一 e 5 dz. 
及 一 co (> k ) 27 三 
如 果 在 条 件 (25) 下 ， 能 够 证 明 tn 的 特征 函数 


nr 的 = 区 一 em 一 co) 


k=1 


(回忆 e- 拉 为 N(0,1) 的 特征 函数 ), 亦 即 


n 2 
iog or 的 = Dlog f(D) — -3 (n— 0%) 


k=1 


rT—ak\? 
5 (zx 一 ap)dF(z) 二 / 一 一 一 dr(z) 一 / 
B2 .osl>rB。 1 sse1>r ( 已。 


(21) 


(22) 
(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 


(对 数 取 主 值 ), 那么 根据 83.2 定理 3,(26) 式 成 立 ; 再 由 83.1 定理 3,(26) 中 收敛 对 < 所 还 


是 均匀 的 ， 于 是 定理 2 得 以 证 明 . 
为 了 证 明 (27), 分 成 两 步 . 
( 甲 ) 先 证 log pn(t) 可 展开 为 


log pn 人 的 = > (fnr(t) — 1) + Rn(t), 
k=1 
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(28) 


其 中 函数 Ra(t) 在 任意 有 穷 t 区 间 内 均匀 趋 于 0. 
实际 上 ， 由 (23) 中 前 一 式 


fun(t}—1= 人 er 一 1 一 itz)dFwk(z)， (29) 
根据 (18) 
< el 2 十 | warn(o)| (30) 


其 中 。 > 0 任意 ， 由 (25), 对 一 切 充分 大 的 有 人 .zadFuk(z) < e?(1 < < nn); 从 而 关于 
k(1 < kn) 及 任何 有 限 区 间 [7,7T] 中 的 1, 同时 有 
Hug = 1 < eT mgs frr(t) — 1| < e277, 
因而 对 任意 te [-7,7], 均匀 地 有 
im max | 的 一 下 = (31) 
特别 ， 当 te [-T,7] 时 ， 对 一 切 充分 大 的 n, 下 式 成 立 : 
fon(O) = < 3 (32) 


因此 ， 在 [-7,7] 中 ， 有 展开 式 


log pn(t) = Doe fnr(t) = yi [1 + (fng(t) — I) 





k=1 
= (fnx(t) — 1) + Ralt). (33) 
k=1 
其 中 
_ 所 (一 1 3 
R(t)= > >》 (nk 一 1 
k=1 s=2 
由 (32) 





n oo Ld 一 于 2 
[RO < DD dfsl) 1h = 3 5 2 让 各 而 - | 
天 一 


< ug -下 < la- HG 一 二 


k=1 k=1 
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但 由 (30) 中 第 一 个 不 等 式 及 (24) 
TO 一 十 芯 一 5 三 Z2dPwk(z) = 
k=1 


故 1 
[Ra(t) < 3 ax， | 人 (bb — 11. 
由 (31) 可 见 当 ?一 co 时 ， 关 于 任意 有 穷 区 间 [- 开 中 的 上 均匀 地 有 
Rn(t) 一 0. (34) 
( 乙 ) 令 
pn(t) = 十 二 广 (er ~ 1— itr)dPx(z). 
n 9 /~ n 
由 (29) 得 
yu ~1)= $+ pn 人 (35) 
天 一 上 


如 果 能 够 证 明 : 对 任意 有 穷 区 间 [~ 了 ,了 7] 中 的 ,均匀 地 有 


lim pn(t) = 0. (36) 


和 一 OO 


那么 以 (35) 代入 (28) 并 联合 ( 甲 ) 中 的 结论 即 得 证 (27), 而 且 (27) 中 的 收敛 对 任意 有 穷 区 
间 内 的 + 上 均匀， 从 而 定理 得 以 完全 证 明 ， 


今 证 (36), 由 (24) 
t2 w Citz) 
了 了 一 一 > /2 ———— dFx(2). 


k=1 


对 任意 s > 0， 





一 ettz tr | F 
pn(t) A | | 1—t 2 d nk(Z) 
十 > 四 一 1 一 tz 十 学 | CFnk(zZ). 
由 (19)(18) 得 


lpn(t)| < $f. ear + rdFnx(z 


lzl>e 


< | zdFp(7) re z2dFk(z)， 
lzl<e lz 


k=1 |>s 


由 (24) 可 见 : 对 上册 < T, 有 
Ipa(D| < e+7? 二 zr2dFnr(7). (37) 


|>e 
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对 任意 7 > 0, 可 选 s> 0 使 
iT 
6“~2 
又 由 (25), 存在 正 整 数 N = N(T,n,e), 使 对 此 = 及 n> N, 有 


/7 del) < 273 (38) 
于 是 当 n>N 时 ， 对 一 切 te |[-7,7], 有 


Ipn(D| < 7. 口 


系 2 ( 李 雅 普 诺 夫 [JIanysosa]) 如 对 独立 随机 变数 列 {&4}, 存在 常数 5 > 0, 使 当 n 一 oo 
时 有 


1 n 
有 YElés — arl*ts 一 0. (39) 
1 k=1 


则 (4) 对 z 均匀 地 成 立 . 
证 只 要 验证 鹿 德 伯 尔 格 条 件 满 足 ， 由 (39) 


Ba | (zx — ar)*dFy(z) 


n k=1"|r-ar|l>7TB, 





2 十 6 
T— Qk dF I 
s Bl 沁 - zf/ al>rB。 | | (7) 


1 
< 六 Sale 一 ok 一 0 人 一 co) 口 
k=1 


(四 ) 若干 注释 . 简单 叙述 中 心 极限 定理 的 发 展 是 有 益 的， 从 这 里 可 以 看 出 前 人 的 辛 
勤劳 动 ， 这 一 重要 定理 的 研究 开始 于 18 世纪 ， 首 先是 隶 莫 佛 (de Moivre 1667-1754) 对 贝 
努 利 试验 发 现 此 定理 ( 见 系 1), 拉 普 拉 斯 (Laplace 1748-1827) 用 了 将 近 20 年 的 时 间 来 研究 

= 让 人 一 ak) 的 极限 分 布 ， 他 就 贝 努 利 试验 情形 改进 了 隶 莫 佛 的 证 明 ， 并 对 相当 一 


般 的 情形 指出 了 极限 分 布 是 正 态 分 布 ， 然 而 他 的 证 明 以 近代 的 眼光 来 看 是 不 够 严格 的 拉 
普 拉 斯 的 结果 ， 首 先 由 李 雅 普 诺 夫 (JImmyaoa) 于 1901 年 给 出 严格 证 明 ( 见 系 2).“ 中 心 极 
限定 理 ”的 名 称 由 卜 里 耶 于 1920 年 提出 自 1901 年 起 ， 许 多 人 在 这 问题 上 做 过 工作 ， 主 
要 目标 是 研究 使 中 心 极限 定理 成 立 的 最 广泛 的 条 件 ， 直 到 1922 年 才 有 了 显然 的 进展 一 麟 
德 伯 尔 格 提出 了 他 的 著名 的 条 件 .， 人们 真正 认识 到 这 条 件 的 重要 性 是 由 于 费 勒 (Feller), 他 
于 1935 年 发 现 : 在 独立 随机 变数 列 情 况 ， 这 条 件 不 仅 是 中 心 极限 定理 成 立 的 充分 条 件 ， 
甚至 在 一 定 条 件 下 还 是 必要 的 ( 见 下 节 系 1). 

麟 德 伯 尔格 条 件 的 价值 在 于 它 的 广泛 性 ， 但 应 用 时 却 不 容易 ， 一 是 计算 复杂 ， 二 是 在 
许多 实际 问题 中 ， F(x) 往往 事先 未 给 出 ， 因 而 ， 上 面 几 个 系 起 着 重要 的 作用 . 

定理 2 的 一 个 直观 (然而 不 严格 ) 的 解释 如 下 : 一 个 现实 的 量 如 果 是 由 大 量 独立 的 而 
且 均 匀 小 的 变量 相 加 而 成 ， 那 么 它 的 分 布 近似 于 正 态 分 布 ， 这 揭示 了 正 态 分 布 的 重要 性 ， 
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因为 现实 中 许多 变量 都 具有 上 述 性 质 ， 例 如 ， 成 年 人 身体 的 高 度 是 受 许多 因素 (先天 的 ， 
后 天 的 ) 影响 的 总 结果 ， 因 而 一 般 认 为 身高 是 有 近似 正 态 分 布 的 随机 变数 ， 同 样 道理 ， 人 
体 的 重量 ， 砖 的 抗 压 强度 等 等 也 如 此 . 

大 数 定理 与 中 心 极限 定理 的 关系 如 何 ? 当 {&4} 独立 , 同 分 布 , 方差 有 穷 且 大 于 0 时 ，- 
容易 讨论 ， 因 为 这 时 二 定理 都 成 立 ， 大 数 定理 断定 : 对 任意 s > 0， 


lim ef 人 < -: 


然而 括号 中 事件 的 概率 有 多 大 ? 此 定理 未 回答 ， 但 中 心 极 限定 理 却 给 出 一 近似 解答 : 


(全 — Eéx) _ 1 _ 人 — Eéx) _ :2 


也 


3 (éx ~ BEér) 


k=1 








nN 





n ovVn 








2 
ez /2 dz, 


1 
~ i |e z 
其 中 o? = Dék. 因而 在 所 假定 的 条 件 下 ， 中 心 极限 定理 比 大 数 定理 更 精确 . 


*63.5 ”中 心 极限 定理 ( 续 ) 


(一 ) 赫 德 伯 尔 格 条 件 的 必要 性 设 {&x} 为 独立 随机 变数 列 ， & 的 数学 期 望 与 方差 
为 
ak = Eék, 0<b= Dé < (k=1,2,...), (1) 


令 B2 = 人 如 ,上 节 中 已 看 到 ， 为 了 使 中 心 极限 定理 成 立 ， 即 为 了 对 re Ri 均匀 地 有 
kK 二 1 


1 忆 ~ 1 1* 2 
lim P{(—Y (i—a)<zr|)=—— ez /2 dz. (2) 
到 去 26-ms<o 闷 人 
充分 条 件 是 刨 德 伯 尔 格 条 件 : 对 任意 7 >0 
， 1 这 2 Zz) 一 
二 南 也/ -9 @) 


现在 来 研究 这 条 件 的 必要 性 ， 从 而 使 中 心 极限 定理 取 完 善 的 形式 . 
引 理 1 如 麟 德 伯 尔 格 条 件 满 足 ， 则 


lim — =0. (5) 


证 如 (4) 不 成 立 ， 则 必 有 常数 B, 使 B。 < B. 因 吕 = jz -a1)? di(z), 故 存 在 
£>0, 使 
b2 
/ (2 — a1)* dFi(x) > 六 
Iz—ail>7TB 
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从 而 
>/ 


k=1 |[z—axl>7TB, 


(x — ap)? dF (x) > 5/ (x — a1)* dF (z) > > 0， 


lz 一 ci|>r 召 


唱 | 


这 与 (3) 矛盾 而 得 证 (4). 
其 次 ， 任 取 7, 使 >7>0, 当 nn 充分 大 时 ， 由 (3) 


/ (tz — an) dF (rz) < =B2. 
|[z—an|>7B. 2 


b= fe — an)* dF (x) = / orp — an)? dFn (x) 


十 / (xz— an) dF,(r) < 72B2 + 3B? <7B?. (6) 
[z—an|>7TB 


于 是 只 <7 口 
引 理 2 (4)(5) 二 式 成 立 的 充 要 条 件 是 


b 
lim max — =0. (7) 
no00 kn n 


证 设 (7) 成 立 由 名 < max 人 得 (5); 如 说 Bu 一 B(< oo) 则 因 了 ex 林 > 基 而 与 
(7) 矛盾 . 


设 (4)(5) 成 立 ， 对 任意 s > 0, 取 正 整数 M, 使 新 <e 对 一 切 n>M 成 立 ; 由 (4) 可取 
正 整数 N > M, 使 max 六 < < 于 是 对 一 切 ”> N 有 


并 且 对 k: M <ks<n 有 


定理 1 ( 麟 德 伯 尔格 - 费 勒 ) 对 独立 随机 变数 列 {&}, 中 心 极限 定理 及 (4)(5) 成 立 的 
充 要 条 件 是 诡 德 伯 尔 格 条 件 满足 . 

证 充分 性 由 上 节 定 理 2 及 本 节 引 理 1 推出 ,下 证 必要 性 . 

仍 以 fur(t) 及 Fnx(z) 分 别 表 wx = 名 此 的 特征 函数 与 分 布 函数 ， 因 中 心 极限 定理 成 


立 ， 故 , 
[| fr) 一 en 一 co) (8) 
k=1 

以 9 表 某 复 常数 ， |6| < 1, 它 的 精确 值 在 每 次 出 现时 可 不 同 ， 但 不 必 明 确 指出 ， 我 们 有 


bt 


芯 (9) 


ce 1 1 
far(t) = / (1 十 认 z 十 30t 2) dFk(z) 一 工 十 本 0 
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由 引 理 2 得 


max |fnr(t) — 1| = 0 (一 oo) 


由 此 及 (9) 知 


Dag(t) -1P < max |fan(t) —1| > |frx(t) —1| 


ken k=1 
= ma fe(t) = 121 = 0 (n = 00). 
故 当 m 充分 大 时 ， log jx 的 存在 ， 而 (8) 式 化 为 


n 2 
Dlog ju 一 -了 (一 oo) 


大 一 工 
利用 log z=z--1+blz- 划 2? 得 
log fnxrlt) 一 fnxr(t) 一 工 十 0|fnr(t) 一 1|2. 
代入 (12) 并 注意 (11), 可 见 对 任意 t€ RI， 
5 一 > 一 He 一 0 (n= 00). 
k=1 


取 此 式 的 实 部 ， 对 任意 7 > 0, 有 


2 也 2 
= 一 El < (1 — cos tr) dFnr(z) = >/ (1 — cos 好) dFnr (7) + ol1). 


k=1 二 1v lz|>7 


由 于 1- cosgy 乏 礁 , (ye Ri) 及 上 节 (24),(13) 中 左 方 积分 
1— cos tr) dF, zr) < zr2 dF (z 
> 人 ) 5 (2 
_ 
下 > dk) | 
(13) 中 右 方 积分 


D3/ (1 一 cos tz) dFnr (7) < 2 | dFnk(zZ) 
k=1 zj>7 Iz 


I>7 
2 忆 2 2 
< |/ 2 dFnk(z) < 记 
k=1 "1x|>7 
故 由 (13) 得 
2 2 
>/ > Z2 dFnr(T) < 十 of1)， 
天 一 1 r 全 
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(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


o> z2 dPip(t) < 纪 [ 访 +o0)] 


|[z|>7 


先 令 n 一 co, 再 令 上 一 co, 即 得 上 节 (25), 亦 即 得 证 多 德 伯 尔 格 条 件 满足 ， 口 

系 1 对 独立 随机 变数 列 {&}, 如 (4)(5) 满足 ， 则 中 心 极限 定理 成 立 的 充 要 条 件 是 蚀 
德 伯 乐 格 条 件 满足 . 

由 定理 1 直接 推出 。 口 

(二 ) 例 . 

例 1 设 {&x} 为 独立 随机 变数 列 ，é& 有 密度 矩阵 为 


(吉本 总) 0 
因而 Eéx = 0, Déx = 1, Br = - 详 Dé = mw 由 此 可 见 条 件 (4)(5) 满足 ， 由 系 1, 这 时 中 心 极限 
定理 成 立 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 T > 0. 

lim 工 > I(k)=0, (15) 


其 中 I(k) = 1, 而 求 和 对 一 切 同 时 满足 1< kk < n,k* > TVn 的 上 进行 ,容易 看 出 ， 条 件 (15) 
当 a < 立时 满足 ， 而 当 a > 不 满足 . 
如 不 考虑 a = ,还 可 以 用 另 一 方法 证 明 a > 志 时 中 心 极限 定理 不 成 立 ， 由 (14) 可 见 


P( 2 =0)> >1I (1- 去 ) >0 


3 Ek > Ek n 
二 了 ( 先 一 o] = 二 = 0] = lm 7 (Dt 二 0) > 0. 
如 说 中 心 极限 定理 成 立 ， 左 方 极 限 应 等 于 0 而 与 上 式 矛 盾 . 


天 一 2 
例 2 麟 德 伯 尔 格 条 件 不 满足 ， 中 心 极限 定理 仍 可 成 立 ， 设 {tk} 为 独立 随机 变数 列 ， 
&k 有 正 态 分 布 为 W(0,bh) 民 > 0 六 到 < eco. 这 时 (4) 不成立, 因而 由 引 悍 1 焰 德 伯 尔 格 条 
k=1 





ye k 
件 不 满足 ， 但 根据 N(ai,b) x N(aa,bz) = N(ai 二 aa V 时 十 好 )， 知 3 一 学 正 态 分 布 N(0,1)，, 


故 n 
2 Er 1 pe 。 
"( 熏 < -专人 。 3 dz. 
有 趣 的 是 反面 的 结果 也 正确 : 设 {é} 为 独立 随机 变数 列 ， 沁 Dm < oo, 如果 中 心 极 
限定 理 成 立 ， 则 每 6 有 正 态 分 布 (参看 112] 第 七 章 84 或 [14 第 六 章 ， 3 段 ) 
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*83.6 ”格子 点 分 布 与 局 部 极限 定理 


(一 ) 问题 的 提出 。 在 63.4 系 工 中 ,我们 已 经 看 到 ， 如 果 {é&} 是 一 列 独立 同 分 布 的 随 
机 变数 ， ne 











: Nn — NP 一 二 
lim P(a< i < 中 -专人 e 2 2 (1) 
如 记 Ps(k) = P(mn = 让 则 上 式 化 为 
1 f/f/* _22 
lim P,(k) = 一 一 e 7 dz. (2) 
i 专 上 / 
现在 希望 对 固定 的 一 个 ,近似 地 计算 P,(k). 为 此 ， 在 (2) 中 形式 地 令 
a 1-"? _k—np 
= 一 页， b= pg (3) 
并 用 中 值 定理 ， 得 
Pn (k) 一 VW -全 1 ee 一 (znp) /2, (4) 





一 一 e 2 dz 入 
27 Pr Vnpaq je 


其 中 zk = 饭 器 , “~ 表 “近似 

上 述 推导 启发 我 们 ， (4) 式 也 许 真是 P(k) 的 近似 式 ， 但 要 注意 ， 不 能 认为 (4) 式 已 
经 严格 证 明了 . 

虽然 如 此 ， 下 面 会 严格 证 明 (4) 式 的 确 成 立 . 

回忆 在 82.4 中 ， 我 们 用 普 阿 松 分 布 也 给 出 了 Pa(k) 的 一 个 近似 式 . 

为 了 证 明 以 (4) 为 特例 的 一 般 结果 ， 先 引进 格子 点 分 布 的 概念 . 

(二 ) 格子 点 分 布 。 称 离散 型 分 布 F(4) (4 e Bi) 为 格子 点 分 布 ， 如 果 它 的 密度 矩阵 可 


表 为 ( 


Dk 
其 中 a 及 >0 为 常数 ，& 可 以 取 任 意 一 数 为 值 ， 并 称 有 为 分 布 的 步 长 . 
二 项 分 布 ， 普 阿 松 分 布 ， 几 何 分 布 等 都 是 格子 点 分 布 . 
试用 特征 函数 来 表达 分 布 的 格子 点 性 质 
引 理 1 分 布 F(4), (4e Bi) 为 格子 点 分 布 的 充 要 条 件 是 : 它 的 特征 函数 的 绝对 值 在 
某 + 关 0 上 等 于 1. 
证 此 分 布 的 特征 函数 为 


) 及 一 2 一 012 (5) 


) = pererm - = eiat 人 DPKeitkh， (6) 


天 一 一 co 
/pn 


e2"™i 久 














=1. (7) 
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反之 ， 设 分 布 F(4) (4 es B81) 的 分 布 函数 为 F(z), 特征 函数 f(t) 在 某 五 夭 0 上 有 
fl 二 1. 于 是 


{earle) = 0) = 


0 为 某 常数 ， 由 上 式 得 _ 
/ etittr-9dF(z) = 1. (8) 


从 而 _ 
人 [1 ~ cos(tiz — | dF(x) =0. 


由 于 1 - cos(taz - 0) 连续 而 且 非 负 ， 为 使 上 式 成 立 ， 分 布 F(4)(4 € B61) 必须 集中 在 集 
D = (x: cos(tiz -0)=1) 上 ， 亦 即 集 中 在 形 如 zx = 去 七 5 至 的 点 的 集 {zx} 上 ， 上 为 整 
数 ， 政 此 分 布 是 格子 点 分 布 ， 口 

称 步 长 h 为 最 大 的 ， 如 果 对 任意 实数 8 及 hl > ,此 分 布 所 集中 的 可 列 点 集 A 不 能 表 
为 入 十 khi} 的 形式 . 以 B 表 A 中 任意 两 点 的 差 的 集 则 有 为 最 大 步 长 的 充 要 条 件 是 B 中 
元 除 以 h 以 后 的 最 大 公 因 子 为 1. 

例如 ， 设 分 布 集中 在 集 A = {4k} 上 ， 即 4 的 倍数 的 点 集 上 ， 那 么 ， 1,2,4 都 是 步 长 ， 
而 4 是 最 大 步 长 . 

引 理 2 设 h 是 最 大 步 长 ， 则 对 任意 > 0, 存在 c>0, 使 


OI <e ,如 se<H< Ee (9) 


先 证 


LOl<dl 如 0< 上 奸 < TY. (10) 

设 车 不 然 ， 存 在 右 , 0 < | < 笃 , 使 |f(t1)| = 1, 由 引 理 1 的 证 明 可 见 向 是 步 长 ; 然而 
首 >h 这 与 h 是 最 大 步 长 了 矛盾. 根据 f(z) 的 连续 性 ， (9) 式 自 (7) 及 (10) 推出 。 口 

(三 ) 局 部 极限 定理 设 {&} 为 独立 随机 变数 列 ， 有 相同 的 格子 点 分 布 ， 其 密度 为 (5). 


考虑 部 分 和 ， 
mn = Dé 
k=1 
显然 ，m 的 可 能 值 ( 即 以 正 概率 能 取 的 值 ) 可 表 为 na + kh 的 形式 . 令 
P,(k) = P(mm = na + kh), (11) 
Znk = + (12) 


其 中 4 = En = nBti = nm, B? = Dm = nDéi = no > 0(E6 = m,Dé= 02). 
定理 1 ( 格 涅 坚 科 [TFexenko]) 设 fx} 为 独立 随机 变数 列 ， 有 相同 的 格子 点 分 布 及 有 
穷 的 数学 期 望 与 方差 ， 为 使 对 &-ce < < co) 均匀 地 有 


B 1 2 
i —2Pp, —— ee 2 = 0, 13 
am 人 ( h (k) Vi ) (13) 
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充 要 条 件 是 步 长 为 最 大 的 . 
证 充分 : 由 (6) 及 独立 同 分 布 性 知 m, 的 特征 函数 为 


f°(t) ~ 四 >», pre] 一 eiont 3 P,(k)eitkh. 
| 天 一 一 oo 天 一 一 co 
以 e 一 nt -itkhn 乘 两 边 并 自 -天 积分 到 ,得 
和 一 /, f(t)e iont-itkh at. 
简 记 (12) 中 的 zx 为 z, 得 
hk =Bn,z++ An, — an, 


E 
Tp,(h) = / g(t)e-it2Bn dt, 
-和 


其 中 g(t) = e- f(t), 再 令 z =tB。 有 


nB 








27 Bn 一 izz nf 了 
P= / ,.e 9 ( 喜 ) dz. (14) 
现在 来 估计 ; ，, 
R, = 27| Pa(k) - | (15) 
为 此 ， 以 (14) 及 e- 至 = -其 ee 人 do ( 见 82.11 例 3) 代入 上 式 ， 并 把 RE, 拆 为 
R= 》 万 ， | (16) 
j=1 


其 中 


, z 
73 一 / eeg" (地) dz, I4 一 / erg" (二 -) dz, 
< 有 Bu 和 zl Bn Ag|z|<eBn B, 


这 里 4 > os > 0 是 常数 ， 它 们 留待 下 面 选 定 . 现在 来 分 别 估计 万 的 值 ， 由 83.4 定理 1, 对 
任意 有 穷 区 间 内 的 ,均匀 地 有 lim g"( 茵 ) =。-“/?, 从 而 不 论 4 > 0 如何， 有 


Jim n=0. (17) 
选 4 充分 大 后 ， 可 使 |12| 充分 小 ， 这 是 因为 


|12| </ e-F dz < 了 ze 7 dr=e “: (18) 
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由 (9) 得 


o( 亏 ) | 和 < 2e "Bn (7 一 e). (19) 





< 
| hs 
最 后 ， 由 方差 有 穷 的 假定 知 g(t) 有 二 级 导数 ， 由 82.11, 在 t=0 附近 有 展 式 
o2 2 
g(t)=1— 一 十 of 好 ). 
当 e> 0 充分 小 对 上 有 


了 了 242 


242 
lg <1- <e (如 ll < 6), 


(去 ) 





nn 


_ ne2t2 £2 
<e 45% ~e 7 (如 |z| < eB,). 





故 
eB 2 Ce ,2 
[| <2 1/ tac<2] e-% dt. (20) 
A 4 


因而 当 4 充分 大 后 ， |J4| 可 充分 小 . 
必要 : 设 h 是 步 长 但 非 最 大 的 ， 则 B 中 元 除 以 h 以 后 的 最 大 公 因 子 4d> 1 而且” 的 
可 能 值 可 表 为 na + kdh 之 形 ， 为 整数 ， 如 能 选 整 数 1= i(n), 使 ld 十 1 满足 条 件 


ant+ (ld+1)h— A, 
Znldt1 = + — 0，(n 一 co) (21) 


那么 ， 一 方面 由 于 数 na 十 (1d 十 1)h, 不 呈 na 十 kdh 之 形 ， 故 Pn(ld 十 1) = 0; 另 方面 ， 由 (21) 
又 有 


z2 
n, 


lime ~ ?2 =1. 


于 是 (13) 不 成 立 而 必要 性 得 以 证 明 . 
现在 来 选 i, 首先 注意 (5) 中 的 a 不 是 唯一 的 ， 例 如 可 以 用 a 十 h 代替 a,， 故 不 妨 设 
a m= EB&, 回忆 4。= mm B2 = no?, 可见 选 


一 [到 (9) 





就 可 使 (21) 成 立 ， 这 里 冲 表 不 大 于 5 的 最 小 整数 . 口 
由 于 二 项 分 布 的 最 大 步 长 为 1, 故 由 定理 1 直接 得 
系 1 ( 隶 莫 佛 - 拉 普 拉 斯 ) 设 {tx} 为 独立 同 分 布 的 随机 变数 列 ， & 的 分 布 密度 为 


(; 2 )， 0<p<1, 令 P,(k) = Pp(F& = )， 则 关于 非 负 整数 k 均匀 地 有 





im (Vapi PN) -Ae ¥) =0, (23) 


其 中 Znk 一 握 煞 . 
关于 局 部 极限 定理 的 更 多 的 研究 见 [11]. 
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*83.7 着 于 补充 


(一 ) 特征 函数 的 充 要 条 件 .， 函数 f(t)(t e Ri) 是 特征 函数 的 充 要 条 件 是 什么 ? 前 面 已 
看 到 ， 一 些 简 单 的 必要 条 件 是 : f(z) 均匀 连续 ， |f()| < f(0) = 1 f(-t) = f(t), 非 负 定 等 
等 . 

关于 充分 条 件 与 充 要 条 件 方面 也 有 不 少 结果 !, 我 们 只 叙述 其 中 重要 的 一 个 ， 

波 赫 纳 尔 - 辛 软 (Bochner-Xzmmama) 定理 . 函数 f(t)(t e RR) 是 特征 函数 的 充 要 条 件 
是 : f(t) 非 负 定 ， 连 续 而 且 f(0) = 1 

在 证 明 的 过 程 中 ， 附 带 可 以 证 明 一 个 与 上 定理 类 似 的 赫 尔 格 洛 芯 (Herglotz) 定理 . 称 
复数 列 {cn} n= 0, 填 1, 土 2,… 为 非 负 定 的 ， 如 


YY epsérE; >0. 
k=1 j=1 


对 任意 正 整数 ”及 任意 复数 6，…, 细 成立， 
赫 尔 格 洛 茨 定理 数列 {c,} 可 表 为 


cn -/ emzdG(z) (n= 0,+1,+2,..-) 


的 充 要 条 件 是 它 为 非 负 定 的 ， 这 里 G(z) 是 [-7,7] 上 有 界 ， 单 调 不 减 ， 右 连续 函数 . 
这 定理 的 必要 性 部 分 证 明 完 全 与 $2.11(7) 的 证 明 类 似 . 
波 赫 纳 尔 - 辛 钦 定理 的 证 由 上 述 只 要 证 充分 性 . 
任 取 正 整数 N, 对 二 及 ez 人 =01 一 1 由 非 负 定性 有 


N-1N-1 
1 


HD 20 


k=0 j=0 


F(z) = 
不 难 算得 ， 在 这 和 中 使 kk 一 了 二 7 的 项 共有 NN 一 |r| 个 ，+ 可 自 -N+1 变 到 N 一 1. 因此 
0 
r=-_N 
[ eisr Fm) (7) dz 二 > (1 加 ny(7) 广 eil(s—r)z gy. 
x 六 -Ny N 1/ 


利用 .er dz 一 0 或 27, 视 uz0 或 w=0, 而 定 ， 得 
(1- 名 ) 7 人 二) = 均 广 ei F(z) dz = 广 eisrdF (7), (1) 


其 中 FY(z) = 去 FN9(t)at 是 [7,7] 上 有 界 单调 不 减 函 数 ， 全 变 差 为 


史 m= 去 矿区 0a=y7O=1 





1 参看 [5]. 
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补 定 义 EN (z)=0,z< —n;F (7) = 一 1 2z > 7 则 F(z) 是 一 分 布 函 数 ， 
由 海 来 第 一 定理 (83.2), 存在 序列 Ni, Ni 一 oo(k -co), 使 {PY(z)} 弱 收 敛 于 某 单调 
不 减 ， 右 连续 函数 F(")(z). 又 因 对 任意 N 及 e >0 有 


F(x—e)=0, Fr+es)=1 


故 FD(-x 一 e)=0, F(zr+e)=1 而 F("(z) 还 是 一 分 布 函数 . 
由 $3.2 定理 2， 


dm 广 aedptfa) = a oisr dF) (2), 
因而 根据 (1) 并 注意 共 一 0(k ~ o0), 得 
f(=)= 人 ciardF(n)(z) (2) 


(至 此 已 证 完 赫 尔 格 洛 区 定理 )- 
考虑 分 布 函数 Fn(z) = Pm (#) 及 特征 函数 


户 介 一 广 eitzdFon(z)， 
显 见 对 任 一 整数 上 有 


(7 (3) 
对 任意 te i, 总 可 取 整 数 RE 依赖 于 n,14), 使 
k 1 
由 于 f(t) 连续 ， 故 ; ; 
1 =f) = 全 (5 (9 
如 能 证 明 对 一 切 te Ri, 有 
f(t) = lim fn(t) (5) 


则 由 $3.2 定理 3 即 知 ftt) 是 特征 函数 . 
为 证 (5), 由 (3)(4) 得 


A) 
FO) + lm [At -£2)]. (6) 
令 9=t 一 上 , 则 0 入 9< 革 . 的 定义 ， 得 








ff( =)| = fo se ~ Dadrale) 
< / 乡 |eiez ~ 1|dF,(z). (7) 


nT 
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由 布 尼 亚 科 夫 斯 基 (Bynsxkosckwit) 不 等 式 


nT . nT . 去 
/ ex — 1|dF,(x) < |/ Jes® — 1|2 dr,(e)| 


i 


一 1/ 2(1 — cos 0z) dm] = [2(1— Re fn(0))]3, (8) 
这 里 Re 户 (9) 为 (9) 的 实数 部 分 ,因为 对 0<a<1 及 -rn<z<7 有 cosz<cosaz, 故 


1— Ref.(0) = 广 (1 — cos 9x) dF,(x) = 广 (1— cos Onz) dF,(nz) 


RT 


< fa 一 cos z) dF,(nz) = fa 一 cos z) dF'(™(z) 


=1— Re / ei dF(™)(z). 


由 (2)( 取 s = 1) 得 
1- Ref,(0) < 1- Ref(=). (9) 


合并 (7)(8)(9), 即 得 . 
0 -£5a)|< [al -nes(3))]. 
注意 /(t) 连续 而 且 f(0) =1, 可 见 lim | 户 (9) 一 户 (多 | = 0. 于 是 由 (6) 知 (5) 成 立 
(二 ) 海 来 第 二 定理 。 关于 分 布 函数 列 的 弱 收 伍 ， 还 有 下 列 定理 . 
定理 1 分 布 函 数列 {P(z)} 弱 收敛 于 分 布 函数 F(z) 的 充 要 条 件 是 : 对 任 一 有 界 连续 
函数 f(z), 有 
加 /rodma= f ya (10) 


证 必要 : 设 (xz) 一 了 (zx)(w), 为 了 证 明 (10), 只 需 重复 83.2 定理 2 的 证 明 ， 作 一 些 
形式 上 的 修改 即 可 1. 
充分 : 设 (10) 成 立 ， 任 取 F(z) 的 连续 点 5, 对 
任意 s > 0, 存在 5> 0, 使 


f(z) Og F(b+6)— F(b) <&, (11) 

0O< F(b)—- F(0-6) < ce， (12) 

考虑 有 界 连续 函数 f(z): 当 z < 5b 时 f(z) = 1; 当 

jz ZZb+6 时 ，f(z)==0; 当 ze(b,b+6) 时 ，f(x) 的 

0 b bte 值 在 [0,1 之 中 ，( 例 如 , 图 1 中 的 f(z)). 由 (10)(11) 
图 1 得 


1 参看 [8]§17 或 [9]836. 
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mm < mf) dF) 
= fare) < FO+6) < FOO)+e. (13) 


类 似 地 ， 考 虑 有 界 连 续 函 数 g(z): 它 在 (-o0,8 一 肌 及 [b,co) 中 分 别 取 值 1 及 0, 在 (6b 一 6,5) 
中 取 0 与 1 之 间 的 值 ， 则 


lm Fnld) ) 之 lim fa = 人 g(x) dF'(z) 
> F(b— 56) > F(bD)_e. (14) 


综合 (13)(14) 得 
下 (人 一 < lim F,(b) < im Fi,(b) < F(b) + Ee, 
既然 。 > 0 任意 ， 故 得 证 
Jim PF,(b) = 严 的 ， 口 


定理 1 的 必要 部 分 通常 称 为 海 来 第 二 定理 ， 

(三 ) 重 对 数 定理 . 在 极限 定理 中 ， 除 了 中 心 极限 定理 与 ( 强 ) 大 数 定理 外 ， 还 有 一 
著名 的 极限 定理 : 重 对 数 定 理 ， 这 定理 最 初 由 辛 钦 于 1926 年 对 贝 努 里 型 试验 证 明 ， 后 来 
被 柯 尔 莫 哥 洛 夫 等 人 推广 . 

我 们 只 就 贝 努 里 型 试验 来 说 明 这 定理 的 实质 . 

以 nm 表 前 ”次 试验 中 4 出 现 的 次 数 . 0<p= P(4) < 1 强大 数 定理 断定 : 


lim 各 = p. (a.s.) 


7 一 co N 


出 此 可 见 ， 以 概率 1, 对 任意 = > 0， 


Tn ~ np 


fe é)vV2npg log log n 


也 


RG ~ e)vVianpglog log 7 


y= —en 









p<s, 
nN 


对 一 切 充分 大 的 mn 都 成 立 . 如 果 用 y 轴 来 表 加 一 
np, 上 式 表 示 : 以 概率 1, mm 一 np 界 于 二 直线 y= 
en 及 y= -en 之 中 ， 除 对 有 穷 多 个 n 以 外 ; 就 
是 说 ， 以 概率 ln 一 np 只 能 走出 此 二 直线 以 外 
有 穷 次 . 然而 我 们 进一步 问 : 这 样 的 界线 是 否 太 
宽 ? 能 否 指出 最 可 能 精确 的 界线 ? 

结果 发 现 : 可 以 把 这 两 条 线 改 为 图 2 


= (1+e)vV2npglog log n, y= —(l+e)v2npglog log m， 


这 里 gq=1--p 而 e >0 任意 对 于 这 两 条 新 线 所 围 成 区 域 ， 以 概率 ln 一 np 也 至 多 只 能 
走出 有 穷 次 ; 而 且 还 证 明了 : 以 概率 1,m 一 np 会 走出 下 二 线 


y= (1 一 se)V2npqglog log mn，2y = 一 (1 一 <e)V2npqglog log 7m， 
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无 穷 多 次 . 

这 就 是 下 定理 的 基本 含义 . 

重 对 数 定理 . ( 辛 钦 ) 对 贝 努 里 试验 = Be, 以 加 表 4 在 前 ”次 试验 中 出 现 次 数 ， 4 
在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 为 p,0<p<1,q=1-p 则 


Te Nn 一 Np 


lim 一 一 一 一 二 一 一 1 .8S， 
he V2npg log log n ，(as) 
nn 一 Np 





lim 


一 工 .8. 
nco Vinpglog log n ， (2.8) 


证 明 从 略 ( 见 [15] VIIL 5, 192 页 这 定理 的 推广 见 [2] 260 页 ). 


习 题 


1 设 {4A} 是 独立 事件 列 (就 是 说 ， {4A} 中 任意 有 限 多 个 事件 都 相互 独立 ), 而 且 守 P(4n) = co， 
试 证 "一 
e( 门 U 入 =1. 
k=1 n=k 
( 注 : 本 题 连同 83.1 下 理 1 合 称 为 Borel-Cantelli 引 理 ). 
2. 设 f(z) 是 (0,co) 上 的 连续 ， 严 格 单调 上 升 函数 ， f(0) = 0, sup 1(z) < oo 


证 明 : 一 0,(P) 的 充 要 条 件 是 lim_B[A(lenD] = 0 

3. 求证 : 设 p(t) 是 特征 函数 ， 如 果 (tb 满足 : 对 于 某 一 序列 {han} (hn 一 00), p(khnt) = 六 二 
也 是 特征 函数 ， 则 w(t) 也 是 特征 函数 ， 

4. 求证 : 如 果 f(t) 是 特征 函数 ， 则 p(t) = ef 也 是 特征 函数 . 

5. 设 如 的 分 布 是 参数 为 n 的 Poisson 分 布 ， 求 证 : 当 n 一 oo 时 ， 全 二 的 分 布 绊 收 傅 于 N(0,1). 

6. 将 nn 个 球 投入 N 个 曲子 ， 球 不 可 辨 ， 匣 可 辨 。 设 某 个 指定 的 苗子 中 恰 用 个 球 的 概率 是 qk, 求 
证 : 当 n 一 co0,N 一 00, 竟 一 入 时 ， 





ME 
Wo CF Ne 
[提示 : 利用 Stirling 公式 中 = V2rnn"e "(1 十 o(1))]. 
7. 将 nn 个 带 有 号 码 1 至 n 的 球 投入 m” 个 编 有 号 码 1 至 ” 的 匣子 ， 并 限制 每 一 个 匣子 只 能 进 一 个 
球 ， 设 球 与 匣子 的 号 码 一 致 的 个 数 是 sn 试 证 : 和 =e* 一 0,(P). 
8. 试 证 {€n} 服从 大 数 定理 的 充 要 条 件 是 


( (Ex 一 eu】 
k=1 =0, 


2 
72 十 ( (éx 一 Be) 
k 


=1 





并 由 此 推出 马尔 科 夫 大 数 定理 . 
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9. 设 {tn} 为 独立 随机 变数 列 ， &% 有 分 布 密度 为 


fn(7) = 





大 天 Vi 
其 中 0<6<1. 问 {4} 是 否 服从 强大 数 定理 ? 

10. 设 独 立 随 机 变数 列 &: 外 3¥) én : (¥ 1 2 “). n > 1. 试 证 {&%} 服从 强大 数 

. 2 2 n n 

定律 . 

11. 设 X 独立 同 分 布 pf Xn = 2* ?08*} 二 2 (k 二 1,2,…), 则 大 数 定律 成 立 . 

12. 设 {Xa} 是 独立 随机 变数 列 ， DX。= 已 sr 试问 马尔 科 夫 大 数 定律 条 件 和 柯 尔 莫 再 洛 夫 定 
理 条 件 是 否 满 足 ? 

(注意 下 列 事实 : 车 Yn+1 > Yn, N= 1,2,.., lim yn = C9， 


一 Zz 
lim T+ 存在 ， 则 lim Tr Jim et ). 
mm 一 oo Ynt1l — Yn 一 oo Yn .no yn+l 一 yn 


13. 设 {Xa} 是 相互 独立 且 具 有 有 限 方差 的 随机 变数 列 ， 若 2 < co, 则 必 有 


nn 
n=1 


oa Dm- 
14. 求证 : 如 果 对 于 独立 随机 变数 列 如 , 当 4 一 oo 时 有 


sup / lzl am(z) 一 0， 
1&k<o0 J zl>4 
则 {ens} 服从 大 数 定 律 . 

15. 利用 上 题 的 结果 证 明 ， 如 果 对 独立 随机 变数 列 &, 存在 a > 1 及 PB>0, 使 Elén|l* < B, 则 {én} 
服从 大 数 定律 . 

16. 设 随机 变数 列 X。 独立 ，X 在 [n,n] 上 有 均匀 分 布 ， 问 对 Xn 能 否 用 中 心 极限 定理 . 

17. 试问 对 下 列 独立 随机 变数 列 ， 李 亚 普 诺 夫 定理 是 否 成 立 ， 

四 和: 从] 


2 
(ii) Xk : ( 0 和 )ia>e 


3 3 3 
18. 利用 强大 数 定理 证 明 : 对 任意 q>p> 0， 
加 全 2 二 到 dp1 .drzn = 2 


n 


19. 求证 : 当 n 一 00 时 ，e 对 一 1 
k=0 
20. 求证 : 当 n 一 co 时 ， 


2 


n 1+t nn nn nz t z2 
_ (3) z2-le 2 dz 一 1 / e 2 dz. 
r(3) 2 0 V2T /一 co 
2 
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21. 作 n 次 广义 贝 努 里 试验 ， 第 i 次 成 功 概率 是 pi, 且 3 pig; = oo. 设 到 次 试验 为 止 ， 成 功 的 次 
i 二 1 
数 是 s, 求证 : 
Sn 一 Dp:; 


yn 一 亏 2 
1/ 2 Pigi 
依 分 布 趋 于 N(0, 1). 


22. 利用 公式 (?)ptqx~* 心 向 er 入 一 im mpw gn 一 1 一 pa. 计算 

Gi) 自 一 工厂 的 产品 中 任 取 200 件 ， 检 查 结果 发 现 其 中 有 四 件 废品 ， 问 我 们 能 否 相信 此 工厂 出 废品 的 
概率 < 0.005. 

(这 已 知 一 工厂 出 废品 的 概率 为 0.005, 任意 取 1000 件 ， 试 求 最 小 的 r, 使 其 中 废品 件数 不 超过 z 的 
概率 0.999. 

(者 ) 已 知 某 种 产品 的 废品 率 为 0.06, 问 应 取 多 少 件 产品 ， 才 能 保证 其 中 好 产品 的 件数 不 少 于 100 的 
概率 之 0.92. . 

23. 从 装 有 3 个 白 球 与 一 个 黑 球 的 箱子 中 ， 还 原 地 取 n 个 球 ， 设 m 是 白 球 出 现 的 次 数 ， 问 n 需要 
多 大 才能 使 得 





P(|2 一 p| < 0.001) = 0.9964, 
其 中 wp 是 取 每 一 次 取 到 白 球 的 概率 . 
24. 设 &1;t&2，,… 为 独立 随机 变数 列 ， 而 且 一 致 有 界 ， 即 存在 常数 工 , 使 P(|&x| > 荆 ) = 0, 一 切 k; 则 
当 B2 = > Dé 一 oo (ni 一 00) 时 ， 中 心 极限 定理 成 立 ， 
提示 : 此 时 tx 的 分 布 集中 在 [~ 二 中. 取 Bn > 中, 则 83.4(13) 中 的 积分 域 落 于 此 区 间 之 外 ， 故 


每 一 积分 都 为 0 而 腾 德 伯 尔 格 条 件 成 立 . 
25. 关于 柯 西 分 布 : 设 {&} 独立 ,有 相同 的 柯 西 分 布 密度 f(z) = 0 二 ,因而 特征 函数 为 p(t) 二。 


由 82.11(8) 与 (10), 知 二 tk 的 特征 函数 也 为 e-i, 即 与 th 同 分 布 ， 故 当 n 一 co 时 ， 二 多 不 趋 


于 0， 因而 相当 于 大 数 定理 的 结果 不 成 立 它 也 不 服从 中 心 极限 定理 ， 这 不 太 奇怪 ， 因为 对 柯 西 分 布 各 级 
和 矩 都 不 存在 ， 但 甚至 有 更 强 的 结果 : 对 任 一 列 正 实数 {dn}, 可 求 出 去 pa 的 特征 函数 为 e/a", 由 


$2.5 中 的 常用 分 布 表 可 见 它 对 应 的 密度 是 TT 太 高 s /2 
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第 四 章 随机 过 程 引 论 
$541 马尔 科 夫 链 


(一 ) 转移 概率 设 {Ei}(i = 0,1,2,…) 为 一 列 随机 试验 ， 它 们 的 一 切 可 能 出 现 的 试验 
结果 wi 构成 集 8 = (wo,wi,w2,…), 于 是 每 次 试验 后 必 出 现 Q 中 某 wj 本 节 中 我 们 假定 Q 
是 有 穷 集 或 可 列 集 ， 到 现在 为 止 我 们 所 考虑 过 的 随机 试验 列 几 乎 都 是 独立 的 : 第 上 次 试 
验 的 结果 不 依赖 于 前 些 次 试验 的 结果 . 精确 地 说 ， 就 是 : 对 任意 二 正 整 数 m,%, 任意 整数 


0<Ni<jp<.…<N<m, 有 ! 
P(whnrg | Wh WW ) 二 已 (wm+ 有 (1) 


其 中 wi 表 事 件 : “第 j 次 试验 出 现 wi”(w; es 9). 我 们 记得 ， 贝 努 里 试验 就 是 由 一 列 独立 的 
随机 试验 组 成 的 . 

然而 ， 实 际 中 有 许多 随机 试验 列 都 不 是 独立 的 ， 因 而 有 研究 相依 的 ( 即 非 独立 的 ) 随 
机 试验 列 的 必要 ， 其 中 最 简单 的 一 种 由 马尔 科 夫 (A. A. Maprxos) 首先 研究 . 

称 随 机 试验 列 {EB} (i = 0,1,2,…) 为 马尔 科 夫 链 (简称 马 氏 链 ), 如 果 对 任意 二 正 整 数 
m,k, 任意 整数 0< 计 <j2<…<jit<m, 有 


已 (wm | wht, “ Ww) 一 一 已 (wm | ws m)- (2) 


(2) 式 的 直观 意义 是 : 如 已 知 现在 (第 mm 次 ) 试验 的 结果 (wi), 那么 将 来 (第 m 十 k 次 ) 
的 结果 (wi) 不 依赖 于 过 去 第 六 次， 人 = 1.…,1) 的 结果 (wy … wswh); 或 者 ,简单 些 
如 已 知 “现在 ”, 则 “将 来 ”不 依赖 于 “过 去 ”. 

以 pij(m,m 十 k) 表 “在 第 m 次 试验 出 现 wi; 的 条 件 下 ， 第 m 十 次 试验 出 现 w;” 的 条 
件 概 率 ， 即 ? 

pij(m, m+ k) = P(w ntk = WF | Wm = wi), (3) 

称 pij(m,m 十 上 ) 为 转移 概率 . 一 般 说 来 ，pij(m,m 十 上) 不 仅 依赖 于 i,j,k, 而 且 还 依赖 于 mi 
如 果 它 们 与 m 无 关 ， 就 称 此 马 氏 链 为 齐 次 的 .以 后 我 们 只 讨论 齐 次 马 氏 链 ， 并 将 齐 次 二 
字 省 去 . 特别 重要 的 是 一 步 转移 概率 


pij; = Pijm, m+ 1), (4) 
它们 构成 一 步 转移 概率 矩阵 (简称 转移 概率 和 矩阵) 
P= (pi) 了 一 0,12 小 (5) 





:这 里 及 以 后 永远 假定 所 用 到 的 条 件 概率 有 意义 ， 即 构成 条 件 的 事件 的 概率 大 于 0. 
2 下 式 中 “wi = wi” 表 事件 “第 m 次 试验 出 现 的 状态 wo 如 为 wi”, 也 就 是 说 ，“ 第 m 次 试验 出 现 wi”, 以 下 同 . 
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这 和 矩阵 具有 下 列 二 性 质 


0 pi;<1, 


Dpiy =1. 
了 


(6) 
(7) 


实际 上 ， 由 定义 py = P(wh41 = ww; | wh = wi) 是 条 件 概率 ， 故 (6) 式 是 显然 的 ; 而 (7) 式 则 


由 于 
dpi = 》 P(r =wi|wh=0)= PAIw,=w)=1. 
了 了 


我 们 称 任 一 具有 性 质 (6),(7) 的 矩阵 为 随机 和 矩阵， 类 似 地 可 见 ， mn 步 转移 概率 
Pij(7) = pij(m,m + n) 
的 矩阵 
Pln) = (pi;(n)) 
也 是 随机 和 矩阵 ， 
引 理 1 对 任 二 正 整 数 1,n, 有 


Pil + n) = 》 pik(D prs(n); 
k 
P(l+n) = P(D) P(n) 


Pi(l+n) = Pwmiirn = 3 | wm = wi) 
Pl(wm = ci Wntltn = Wj) 
Pom 一 
P(w/ = 了 全 wj 一 wp) Plwn, = wifi = Wk) 
-2 二 = Wi, Wm = wk) | P(wh, = wi) 








= pw = 0 | Wm = Wi mt = wk) Pwmti = Wk | Wm = Wi) 
k 
利用 马 氏 性 (2) 与 齐 次 性 ， 2 号 下 第 一 因子 等 于 


P(wm+trn 二 Wy | wn = wh) = Pxi(n), 


第 二 因子 等 于 pik(1), 故 
pij(l + 7n) = Dpixr(D) Pkj (7n) OD 
k 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


公式 (10) 称 为 切 普 曼 - 柯 尔 莫 各 洛 夫 (Chapman-Konmoropos) 方程 . 利用 此 式 ， 可 以 用 一 


步 的 转移 概率 来 表达 多 步 的 转移 概率 ， 实 际 上 
piz(2) = >》 Pin Ph 
RE 
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一 般 地 
pi(n+1)= 2 pir(n) pry = 》、 pir prs(n). (13) 
k k 
由 此 可 见 ， 转 移 概 率 和 矩阵 (pi) 决定 了 随机 试验 列 {Bi} 转移 过 程 的 概率 法 则 ， 就 是 


说 ， 如 已 知 wm = wa 那么 wm = wi 的 概率 就 可 自 (pi;) 求 出， 然而 ， (pi;) 没有 决定 开始 
分 布 ， 亦 即 第 0 次 ( 即 最 初次 ) 试验 中 wi = wi 的 概率 不 能 由 (pij) 表达 ， 因 而 有 必要 引进 


gi = P(wo = wi), (14) 
并 称 {gq;} = (qo, q1,g2,…) 为 开始 分 布 ， 显 然 
qi>0, 》 gqg=1 | (15) 


这 种 情况 ， 正 如 微分 方程 决定 运动 的 演变 过 程 ， 而 开始 条 件 描绘 运动 的 开始 状态 一 样 . 
于 是 ， 一 马 氏 链 的 概率 法 则 完全 由 {qi} 及 (pz) 所 决定 . 
伴随 着 每 一 马 氏 链 {Ei}, 可 以 定义 一 列 随机 变数 &0,&,t2,…, 如 下 : 对 每 固定 的 i 令 
& = 如 wi = ji (16) 
就 是 说 ， 如 第 i 次 试验 出 现 wj, 就 定义 &; 为 j, 即 第 i 次 试验 的 结果 的 足 标 ， 因 而 每 &; 只 
能 取 非 负 整 数值 ，{é&;} 记录 了 这 一 列 试验 的 结果 ， 称 {é&;} 为 马 氏 链 {E;} 的 伴随 随机 变数 
列 ， 通常 也 称 {&;} 为 马 氏 链 ， 并 {&} 把 的 值 域 (0,1,2,…) 称 为 此 链 的 状态 空间 . 利用 {é&;}， 
可 把 (2) 式 更 详细 地 改写 为 
P(ém+g 一 Lmtk | Em = Lim, Ej 一 (SE “, €j2 一 ?72) 6 一 2 ) 
= P(émir = imtk | ém = im), (17) 
其 中 im+k; Lm Lj ,Lj2 9 Lj 为 任意 非 负 整数 ， 
(二 ) 例 . 
例 1 设 {E},i=0,1,2,… 为 独立 随机 试验 列 ， 有 相同 的 基本 事件 空间 Q = (wo,wi, wo， 
…), 而 且 第 i 次 试验 中 E; 出 现 wj; 的 概率 p; 与 i 无关 ， 则 {Ei} 是 一 马 氏 链 . 实际 上 ， 由 
(1) 可 见 (2) 式 两 方 的 值 都 等 于 P(wi,y;) 而 且 


pi; = Po = 7 | wh = wi) = Pom = 3;) = py 


与 m 无 关 ， 这 链 的 转移 概率 矩阵 为 
po Pp1 pPp2 ‘££: 
ee 2 二 


特别 ， 贝 努 里 试验 是 一 马 氏 链 . 
例 2 考虑 81.5 例 6. 设 质点 M 在 整数 点 集 (0,1,2,…,a) 上 作 随机 徘徊 ,每 经 一 单位 
时 间 按 下 列 概率 规则 改变 一 次 位 置 : 如 果 它 现在 位 于 点 j(0 < 7 < a) 上 ， 则 下 一 步 以 概率 
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7(0 < p< 1) 转移 到 了 十 1 以 概率 g 到 7 -1,g = 1 一 p; 如 果 它 现在 在 0( 或 a), 它 以 后 就 永 
远 停 留 在 0( 或 a). 我 们 把 每 次 位 移 看 成 一 随机 试验 Ei;, 把 了 看 成 wj;, 那么 {2;} 构成 一 马 
氏 链 ， 因 为 质点 下 一 步 转 到 基点 上 上 的 概率 只 依赖 于 它 现 在 的 位 置 而 不 依赖 于 过 去 的 位 
置 . 这 时 


1 0 0 0 ... 0 0 0 
g 0 pp 0 :1.:. 0 0 0 
0 0 0 0 ... 9 0 pp 
0 0 0 0 .:.. 0 0 1 


已 是 ae+1 级 矩阵 ， 我们 称 0 与 a 为 吸引 状态 . 

如 果 把 0 改 为 反射 状态 ， 就 是 说 ， 质 点 如 现在 在 0, 下 一 步 以 概率 1 来 到 1, 那么 只 须 
把 已 中 第 一 横行 改 为 (0,1,0,…,0). 

例 3 例 2 可 如 下 一 般 化 : 设 质点 M 在 (wo,wi,w2,…) 上 作 随 机 运动 ， 每 经 一 单位 时 
间 改 变 一 次 位 置 ， 如 果 它 现在 在 wi, 那么 它 下 一 步 转移 到 w; 的 概率 为 pij, 这 概率 依赖 于 
现在 所 在 的 位 置 w 而 与 过 去 无 关 ， 把 每 次 位 移 看 成 一 随机 试验 ， 于 是 M 的 一 列 位 移 构 成 
一 马 氏 链 P = (zi). 

例 4 利用 马 氏 链 ， 可 以 求 出 某 些 偏 微分 方程 的 近似 解 . 考虑 拉 普 拉 斯 方程 

27, 2 


及 平面 上 某 区 域 G, 要 寻求 函数 u(a), (a = (z, 共 ), 使 
ula) 在 G 内 满足 (18), 而 在 G 的 边界 上 满足 


=0 (18) 








u(a) = fla), (a eT) (181) 


这 里 f 是 已 知 函 数 . 

解 微分 方程 的 一 种 重要 方法 是 所 谓 网 络 法 ， 它 
使 解 微分 方程 变 成 解 对 应 的 差分 方程 ， 然 而 对 差分 
方程 的 解 取 极限 ( 当 网 络 边 长 一 0 时 ) 即 得 微分 方程 
的 解 . 

在 G 上 作 长 宽 各 为 的 网 络 ， 它 的 交点 称 为 结 
点 ， 最 接近 工 的 结 点 构成 集 Th,G 中 其 余 结 点 的 集 
记 为 Gs( 图 1). 由 微分 方程 的 理论 知 对 应 于 (18) 的 
差分 方程 为 















































u(a) = 3 lula) + u(a2) + u(a3) + u(@4)], 如 a € Gh, | (19) 


u(a) = f(a), 如 a € TT,, 
其 中 a1,a2,a3,a4 是 a 的 四 个 相 邻 结 点 . 
为 解 (19), 考虑 自 ae Gh 出 发 的 随机 运动 的 质点 M, 它 下 一 步 到 达 四 邻 点 的 概率 各 为 
3, 再 下 一 步 又 同样 以 荆 的 概率 到 达 四 邻 点 之 一 ， 如 是 继续 ， 直 至 首次 到 达 FA 时 ， 便 被 吸 
引 而 停止 运动 . 以 t(e Ih) 表 M 首次 到 达 时 Th 所 直到 的 点 ， 由 于 运动 是 随机 的 ，& 是 随 
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机 点 ， 于 是 得 到 随机 变数 f(&). 以 v(a) 表 f(&) 的 数学 期 望 ， 我 们 假定 它 存 在 ， 可 以 证 明 ， 
v(a) 是 差分 方程 (19) 的 解 . 
实际 上 ， 以 p(a,5) 表 自 a 出 发 的 质点 被 吸引 于 be Th 的 概率 . 如 ae Gn 则 


故 vla) 在 Gs 内 满足 (19) 中 前 一 式 ， 如 aoe Fn 则 


1， 如 a = 5b，, 
bp) = 
pla, b) | 如 a 六 


va) = 》 pla,b)f(b) = fla), 
bET, 

因而 (19) 中 后 一 式 也 满足 . 

注意 (19) 的 解 v(a) 其 实 依赖 于 有 h, 当 充分 小 时 ， 由 微分 方程 知 v(a) 近似 于 (18) (181) 
的 解 . 

为 了 要 造 上 述 随 机 运动 ， 可 以 利用 计算 机 ‘参看 86.3) 或 者 简单 地 如 下 做 ;， 掷 两 枚 硬 
币 ， 以 ( 正 、 正 ) 、( 正 、 反 ) 、( 反 、 正 ) 、( 反 、 反 ) 分 别 表示 东 、 南 、 西 、 北 ， 每 掷 一 次 ， 
就 令 M 按 掷 出 的 方向 移动 一 步 ， 自 a 出 发 ， 每 到 达 - -次 Tn， 就 得 一 个 数 f= 二 f(b); 重复 
次 后 ， 得 到 个 数 及 ,…, 所 . 根据 强大 数 定理 ， 当 ?> 充分 大 时 ， 去 2 广 近似 于 v(a), 因而 


也 近似 于 (18),(181) 的 解 (a). 这 样 , 微分 方程 的 近似 解 问题 就 化 为 作 复合 随机 试验 ,这 种 
方法 也 是 一 种 Monte-Carlo 方法 ， 关 于 这 方面 更 详细 的 叙述 见 第 六 、 七 章 . 

(三 ) 遍历 性 马 氏 链 理论 中 一 个 重要 的 问题 是 : 何 时 此 链 上 共有 遍历 性 ? 称 马 氏 链 有 
遍历 性 ， 如 果 对 一 切 i,j, 存在 不 依赖 于 i 的 极限 


Jim pi(n) = py (20) 


这 里 pij(n) 是 此 链 的 n 步 转移 概率 . 

(20) 式 的 直观 意义 是 : 不 论 质 点 自 哪 一 个 状态 wi 出 发 ， 当 转移 步 数 n 充分 大 后 ， 来 
到 wj 的 概率 都 接近 于 p;. 因而 反 过 来 可 以 用 p; 作为 piy(n) 的 近似 值 ， 只 要 nn 相当 大 ， 

这 问题 虽然 已 彻底 解决 ,但 要 完全 叙述 却 很 元 长 ,下面 的 定理 1 给 出 了 一 个 简单 的 充 
分 条 件 以 及 求 p; 的 方法 ， 我 们 只 考虑 有 穷 链 ( 即 9 只 含有 穷 多 个 元 ， 例 如 个 元 的 马 氏 
链 ) 的 情形 . 

定理 1 对 有 穷 马 氏 链 ， 如 存在 正 整数 s, 使 


pij(s) >0 ( 一 切 ?了 一 1 ,k), (21) 
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则 此 链 是 遍历 的 ;而 且 (20) 中 的 {p1,p2,… ,pk} 是 方程 组 


k 
= pipii (= 月 (22) 
i=1 
的 满足 条 件 . 
Dj > 0， 2_7;=1 (23) 
的 唯一 解 . 
证 分 成 三 步 : (i) 先 证 (20) 成 立 ， 由 (10), 对 n>1 有 
天 k 
pi(n) = 2 pipy(n — 1) > mn pu(n ~—1) )2, pu = Win, py(n — 1). (24) 
此 式 对 一 切 ;i 成 立 ， 故 
7) > a 25 人 一， (25) 
从 而 存在 极限 
lim Ri Pij(n) > 7; > 0. (26) 
类 似 地 证 明 
严正 , 05) < eas Py(n -1). (27) 
lm max, Ps(n) =P;> 0. (28) 
如 能 证 
lim max |pi;(n) ~ pi;(n)|=0, (29) 


人 一 Do 1&il<k 
则 B= 久 , 从 而 (20) 成 立 并 且 吉 = 大 =. 
为 证 (29), 取 n> s, 由 (10) 得 


Dij (n) = > Pir(s)pr;j (n 一 5); 


=1 


pij(n) — pi(n) = > pir(s )prj( 了 一 5) 一 > pir(s s)pri(n 一 5) 
= > [pi (s) ~— pir(s)]prj(n — s). (30) 
如 psr(s) 一 prr(s) > 0, 定义 al = pir(s) 一 pr(s); 如 pir(s) 一 ptr(s) < 0, 定义 B07) = pir(s) 一 pin(s). 


由 于 ， 
2 pir(s) 一 》 pir(s) = 1， 
r=1] m 一 工 . . 
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k 
Dlpir(s) — pr(s)| = ol) -》 pb =0, (31) 
r=1 (7) (7) 


这 里 第 一 个 > 表 对 一 切 使 al) 有 定义 的 > 求 和 ， 第 二 个 到 也 有 同样 意义 ， 于 是 

ha= on =5 8. 

(7) (7) 
根据 假定 (21), 对 一 切 Lr, 有 pi(s) > 0, 故 
k 

Da < > pals) = |. 

(7) i=1 
从 而 0 < hit < 1; 又 因 链 是 有 穷 的 ， 知 


0<h= hua<1. 32 
a (32) 


由 (30) 得 
Ips(®) -pu(W|=| DD oD psn —s)— 3 Bl pws(n —s)| 
(7) (7) 


7) i (7) 
< 1 Prj (n—s) 2 ot 1 Drj (一 5) 2 Bi 


< (ns ; (nn 
< h| wag, pri(n ~ 5) — mig, pri(n — 5)| 





< h max, | pij(n — s) — pu(n — s)), 
这 式 对 一 切 2 成立， 故 
ps- 中 


，， py <h 
1 | pij(n) — py(n)| < 1 时 续 


利用 此 式 [3| 次 得 











RE, | pi(n) ~ Pu(n)| 
Si ag, Pol- Es) -1 Eo)| < 9 
当 n 一 00, 从 而 [?] 一 ce 时， 由 (33) 得 证 (29) 成 立 ， 
(站 次 证 {p1;p2,… ,pk} 满足 (22) 与 (23). 由 (10) 
天 
pu(n+1)= 2 pui(n)piy (34) 
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对 任意 1 成 立 ， 令 NO0, 得 知 {p1,. PDT 满足 (22). 再 在 > piu{(n) 二 工 中 ， 令 人 00, 即 
7=1 
得 
k 
Dj p;=1. (35) 
i=1 
我 们 证 明 : 对 任 一 组 满足 (22) 的 p1,… ,pr, 任意 正 整数 n, 有 


k 
pi; 二 > Pipij(n), (3 = 1,.. -,k) (36) 


实际 上 ， 当 n= 1 时 化 为 (22); 设 (36) 对 n=m 成 立 ,以 pi 乘 (36) 两 边 并 对 j 求 和 ， 
再 利用 (22) 即 得 


k k 
p= pjpin = > ,pipi(m)pi 
j=1 j=1 i=1 
天 
= >》 pipi(m 二 ID， 人 一 1 有 
t=1 


故 (36) 对 n= m+1 也 成 立 . 
显然 ， 由 (20) 知 p; > 0; 如 果 说 有 某 j 了 使 p; =0, 在 (36) 中 取 n=s, 得 


k 
0= > Dipij(s) 
但 由 (21), 一 切 pij(s) > 0, 故 为 使 上 式 成 立 ， 必 须 一 切 疡 =004=1 1 而 这 与 (35) 广 
盾 . 于 是 (23) 成 立 ， 
(过 ) 最 后 证 (20) 中 极限 是 (22)(23) 的 唯一 解 . 设 有 某 一 组 数 {v1,… ,vx} 也 满足 (22)(23). 
由 (36) 得 
k 
| v= 2 vips(m) (i= ,0). 
令 n 一 oo%， 并 注意 (23) 对 {v1,…, ,vk} 成 立 ， 得 
k 大 
= 》， Vipj =p;), vi = pj. 吕 
i=1 i=1 
例 5 设 马 氏 链 只 有 三 个 状态 ， 它 的 转移 概率 和 矩阵 为 
9 
P=|lg 0 927|,， 
0 9 ?2 


其 中 1>p>0,g=1-p. 这 矩阵 给 出 如 下 的 在 (0,1,2) 上 的 随机 徘徊 : 自 0 出 发 ， 下 一 步 售 
留 在 0 的 概率 为 9, 来 到 1 的 概率 为 p; 自 1 出 发 ， 到 0 及 2 的 概率 分 别 为 4 与 p; 自 2 出 
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发 ， 停 留 在 2 及 到 1 的 概率 各 为 p 与 9. 对 s=1, 条件 (21) 虽 不 满足 ， 但 因 


加 q+pg pg 有 
(p37 )= P= 9 2pg 2 


9 pq pa+p? 

的 元 都 大 于 0, 故 (21) 对 s= 2 满足 ， 从 而 此 马 氏 链 具 有 遍历 性 : 
im pi? = pi (i = 1,2,3). 

为 求 25 了 = 1,2,3, 列 出 方程 (22): 


Pi = p14 + p24; 
Pp2 = pip + p39g, 
23 = Pp2p + psp. 


4 p p\2 3 4 
由 此 解 得 ps = pups 一 (9) Pu 由 (23) 学 Py =1 得 


mre+(s)]=? 


如 p=g = 二, 解 得 pi = pz = ps = 二, 这 表明 在 极限 情形 三 状态 是 等 可 能 的 ; 如 p 关 9, 则 得 


p 


PN\IT1,. 
pj = 4 (2) (7 = 1,2, 3). 
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例 6 作为 饥 历 性 不 成 立 的 平凡 的 例 ， 考虑 转移 概率 短 阵 为 = ( 0 ) 的 马 氏 链 


由 于 P*= P, 可见 
p11(n) = p22(n) = 1, p12(n) = p21(n) = 0. 
由 于 Lim, pii(n) 天 ,im_ p21(m), 故 遍 历 性 不 成 立 ， 


84.2 ”随机 过 程 论 中 的 基本 概念 


(一 ) 直观 的 例 . 在 实际 许多 问题 中 ,我 们 不 仅 需 要 对 随机 现象 作 一 次 观察 ， 而 且 要 
作 多 次 ， 甚 至 要 接连 不 断 地 观察 它 的 演变 过 程 ， 这 种 需要 促进 了 随机 过 程 论 的 诞生 . 直观 
地 说 ,随机 过 程 论 研究 的 对 象 正 是 随机 现象 演变 过 程 的 概率 规律 性 . 先 来 看 一 些 实际 的 例 
子 : 

例 1 医院 不 断 地 登记 新 生 婴 儿 的 性 别 ， 以 0 表 “ 男 ”, 以 1 表 “ 女 ”, 并 以 &w 表 第 nn 
次 登记 的 数字 ，& 是 一 变数 ， 取 值 1 或 0, 不 断 登 记 下 去 时 ， 便 得 到 一 列 ，&,é2,…, 记 为 
{én,n = 1,2,. }. 

例 2 以 总 表 在 时 间 (0,4] 内 所 见 流星 的 个 数 ，& 可 取 非 负 整 数值 ， 不 断 观察 便 得 
{ote [0, 00)}. 
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例 3 1827 年 布朗 (Brown) 发 现 水 中 花粉 (或 其 他 液体 中 某 微粒 ) 在 不 停 地 运动 ， 后 来 


称 为 布朗 运动 . 起 因 是 由 于 花粉 受到 了 水 中 分 子 的 碰撞 ， 每 秒 钟 所 受 碰撞 次 数 多 到 102 
次 ， 这 些 随机 的 微小 的 碰撞 力 的 总 和 使 得 花 入 沿 纺 


粉 作 随 机 运动 ， 以 & 表 花 粉 在 +t 时 所 在 位 置 


的 一 个 坐标 ，& 可 取 一 切实 数值 .不断 观察 
便 得 到 {é&,t € [0,00)}. 
例 4 考虑 纺织 机 所 纺 出 的 某 一 根 棉 


纱 ， 以 志 表 时 纺 出 的 横 截 面 的 直径 ， 由 于 
工作 条 件 随 + 上 变化 而 起 伏 不 同 ， 6 一 般 也 随 
t 而 变 (图 1), 于 是 得 到 {&i,t € [0, 00)}. 图 1 

根据 上 面 的 实例 ， 我 们 来 下 随机 过 程 的 严格 数学 定义 : 

设 已 给 概率 空间 (9,,p) 及 参数 集 T C (-o0, oo0), 如 对 每 一 te T, 有 一 定义 在 此 空间 
上 的 随机 变数 &4(w), (we 9), 就 称 {e(o),te T},( 简 记 为 {tote 好 ) 为 随机 过 程 (有 时 简称 
为 过 程 ). : 

例如 : x 维 随机 向 量 {&1,&2,…,é&%} 是 一 随机 过 程 ， 这 里 = (1,2,…,n); 随机 变数 列 
{&1,&2,…,} 也 是 一 随机 过 程 ， T= (1,2,…). 

由 此 可 见 ， 随机 过 程 是 维 随机 向 量 、 随 机变 数列 的 一 般 化 ， 它 是 随机 变数 & 的 集 ， 
te T. 回顾 一 下 概率 论 研究 对 象 的 逐步 扩大 是 有 益 的 : 从 随机 事件 到 随机 变数 到 维 随机 
向 量 进而 随机 变数 列 ( 它 可 看 成 为 可 列 维 随机 向 量 ), 以 至 随机 过 程 . 

正 象 每 个 随机 变数 有 一 分 布 函 数 一 样 ， 对 每 个 随机 过 程 {tot € T}, 任 取 正 整数 ”及 
ti: ET,1= 1,..,n, 令 








Fe ta (Tl “ ,Tn) 一 Plé, < T1,* ,tn < zn). 


则 Ei (z1,… ,zn) 是 一 m 元 分 布 函数 ， 当 ?在 正 整 数 集中 任意 变动 ， 王 …… 如 在 工 中 
变动 时 ， 便 得 到 许多 玉 ,:.(zli ,zan), 全 体 这 种 函数 的 集 


{Ft (zl， “0 , Tn)} 


称 为 {ti,t e T} 的 有 穷 维 分 布 函数 族 . 

(二 ) 分 类 . 可 以 把 随机 过 程 如 下 分 类 . 对 {&i,t eT}, 以 SS 表 &(t ET) 的 值 域 , < 已 
随 着 T, 是 离散 ( 即 有 穷 或 可 列 ) 集 或 非 离 散 集 而 分 成 四 类 : 

1° 参数 集 了 T 离散 、 值 域 集 三 离散 的 随机 过 程 ; 

2° 参数 集 了 离散 、 值 域 集 非 离散 的 随机 过 程 ; 

3° 参数 集 了 非 离散 、 值 域 集 = 离散 的 随机 过 程 ; 

4° 参数 集 7 非 离散 、 值 域 集 非 离散 的 随机 过 程 . 

然而 这 种 分 类 法 是 比较 表面 的 ， 更 深刻 的 是 按 过 程 的 概率 结构 而 分 类 ， 例 如 

i 如 果 对 任 一 正 整 数 mw 任意 ”个 不 同 的 芯 eT 随机 变数 &,,…,&, 是 独立 的 ， 则 称 
{&i,t ET 了 } 为 具 独 立 随 机 变数 的 随机 过 程 . 

当 了 全 = (1,2,…) 时 ， 这 类 过 程 已 在 第 三 喜 中 研究 沁 ， 例 1 中 的 过 程 属 于 这 种 类 型 . 

站 如果 对 任 一 正 整 数 w% 任意 ET <to < n; 随机 变数 


E12 一 Er, Ets 一 上 , Ets, — €t,_1 
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是 独立 的 ， 则 称 {t,t e T} 为 独立 增 量 随机 过 程 . 

证 “马尔 科 夫 随机 过 程 (定义 见 后 ). 

iv 平稳 随机 过 程 (定义 见 后 ). 

等 等 . 

一 般 是 把 上 面 两 种 分 类 法 结合 起 来 ， 例 如 ， 马 尔 科 夫 过 程 中 分 为 “7 离散、 离散 
”、 “了 离散 、 非 离散 ”等 四 种 . 

在 过 程 论 里 流行 着 形象 的 语言 ， 设 想 有 一 作 随 机 运动 的 质点 M, 以 总 表 M 在 + 时 的 
位 置 ， 于 是 {&i,t e T} 描绘 了 M 所 作 的 随机 运动 的 演变 过 程 ， 因 而 通常 称 值 域 集 为 状 
态 空间 ， 三 中 的 每 一 点 z 称 为 一 状态 , 把 T 看 作 时 间 的 集 ， 并 把 &: =z 形象 地 说 成 “在 
t 时 运动 质点 M 位 于 状态 ”等 等 . 

随机 过 程 &(w) 可 以 看 成 为 二 元 te 

| ,(wo) 也 weg 的 函数 , 当 te 开 固定 时 ，&(w) 是 一 

随机 变数 ; 当 we 9 固定 时 ， 作 为 te 了 的 机 

z| ,(w1) 数 &(w) 是 一 定义 在 T 上 的 普通 的 函数 ， 称 为 
对 应 于 基本 事件 w 的 样本 函数 , 或 者 , 用 运动 

:wa) ”的 语言 来 说 ， 它 是 可 能 的 (对 应 于 w 的 ) 一 种 
可 5 - ”轨道 . 当 w 在 9 中 变动 时 , 便 得 到 一 切 可 能 的 
图 2 轨道 的 集合 ， 图 2 中 给 出 了 {&.(w),t € [0, 00)} 

的 三 个 轨道 ， 它 们 在 s 时 都 经 过 点 z: 6 = z. 

(三 ) 例 . 考虑 两 个 重要 的 具体 过 程 ， 它 们 分 别 是 例 2 与 例 3 中 实际 中 的 随机 现象 演 
变 过 程 的 抽象 数学 模型， 

例 5 称 随 机 过 程 {&4,t e fo,co)} 为 普 阿 松 过 程 ， 如 果 它 是 取 非 负 整数 值 的 独立 增 量 
过 程 ， 而 且 增 量 6 一 te(O0< s < 蚊 有 普 阿 松 分 布 : 








Plés 一 és 一 k) 二 oo), (k 一 0， 1,2, ') (1) 


其 中 入 > 0 为 常数 ， 

如 果 假 定 例 2 中 的 流星 流 是 一 普 阿 松 流 ， 即 满足 82.4( 三 ) 中 条 件 1° 4P2? AW"3° 44 ， 
则 由 8$2.4 知 例 2 中 的 {é&i,t€ [0,co)} 是 普 阿 松 过 程 . 

它 的 样本 函数 是 乒 度 为 一 的 不 减 的 阶梯 函数 (to(w) = 0 时 ， 见 图 3),m 表 第 i 个 流星 出 
现 的 时 间 . 

例 6 称 随机 过 程 {&4,t € [0,o0)} 为 维 纳 (Wiener) 过 程 ， 如 果 它 是 独立 增 量 过 程 ， 而 
昌 增 量 & 一 (0 < s < 如 有 正 态 分 布 N(0,oVt 一 s), 其 中 o> 0 为 常数 ， 
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通常 用 维 纳 过 程 来 模拟 布朗 运动 , 原因 在 于 : 设 液体 的 质量 是 均匀 的 , 由 于 微粒 的 运动 是 由 
许多 分 子 碰撞 所 产生 的 许多 小 随机 位 移 的 和 , 自然 可 设想 自 时 刻 s 到 上 的 位 移 总 -6 是 许多 
几乎 独立 的 小 位 移 的 和 , 故 由 中 心 极限 定理 , 可 假定 一 有 正 态 分 布 . 由 液体 的 均匀 性 , 还 
可 设 Be-e6) = 0, 而且 方差 只 依赖 于 时 间 区 间 长 度 t-s, D(&1 一 6) = o2(t 一 s), 其 中 0o 是 依赖 
于 液体 本 身 的 扩散 常数 (不 同 的 液体 一 般 应 有 不 同 的 o). 最 后 ， 由 于 &, 一 ,ts 一 i 
是 对 应 于 不 相交 区 间 的 增 量 ， 它 们 分 别 为 许多 几乎 独立 的 小 位 移 的 和 ， 故 可 假定 为 独立 
的 . 稍 加 条 件 后 ， 可 以 证 明 维 纳 过 程 的 样本 函数 以 概率 1 是 连续 的 ， 然 而 在 任 一 固定 上 上 
以 概率 1 不 可 微分 ， 图 4 给 出 了 一 个 样本 函数 的 示意 图 . 


84.3 ”马尔 科 夫 过 程 


(一 ) 马尔 科 夫 性 ， 一 类 重要 的 过 程 是 马尔 科 夫 过 程 ， 它 是 马 氏 链 的 一 般 化 . 考虑 随 
机 过 程 {e,t e T}, 状态 空间 记 为 5, 设 Se Bi, 即 设 是 一 维 波 雷 耳 集 对 了 中 任意 有 穷 
多 个 点 8i,s, 及 tsi 入 s 坟 入 sm 入 5s< 二 任意 三 中 的 点 zi,z, 以 


F(si,z1,.*, Sn, Tn, s, T;t, A) (1) 


表 在 已 知 Es 二 T1 ,Es,, 一 Xn, Es 二 岂 的 条 件 下 ， 事件 (ét € A) 的 条 从 概率 ， 其 中 4E B1, 
如 果 对 于 这 一 过 程 ， (1) 中 函数 不 依赖 于 s1,z1,… ,sn,zn, 即 如 


F(s1, 7x1 , Sn Tn, 5, T;t, A) = Fls, 2;t, A). (2) 


就 称 此 过 程 为 马尔 科 夫 过 程 ， 简 称 马 氏 过 程 。 (2) 式 所 表达 的 性 质 称 为 马尔 科 夫 性 (简称 
号 氏 性 ). 

也 可 解释 (2) 式 为 : 如 已 知 “现在 : 总 = z”, 则 “将来: && 4 不 依赖 于 “过 去 : 
és = ziti = 1 ,n”; 或 者 说 ， 过 程 是 无 后 效 的 (没有 后 果 的 ). 

由 4.1(17) 可 见 ， $4.1(16) 中 定义 的 马 氏 链 {&;} 是 了 及 都 离散 的 马 氏 过 程 . 

为 方便 起 见 ， 以 下 总 设 了 = [0,co) 三 = 已. 

马 氏 过 程 的 重要 数字 特征 是 (2) 中 的 F(szib4), 它 是 一 四 元 函数 ， 其 中 自 变 元 为 se 
T,z EE,teT,AcBi,s<t. 

显然 ， 仿 照 82.1 定理 2 的 证 明 ， 可 见 

1 当 s,z,t 国定 时 ，F(s,z;t,4) 作为 集 4 的 函数 ， 是 (R1, B81) 上 的 概率 测度 . 

因而 ， 特 别 地 ， 四 元 函数 


Fl(s, 2;t,y) = F(s, x;t, (—o00,) (3) 
当 s,z,t 固定 时 ， 作 为 ye Ri 的 函数 是 一 分 布 函 数 ; 即 对 y 单调 不 减 、 右 连续 ， 而 且 
lim Fl(s,x;t,y) = 0, Jim。 Fl(s,z;t,y) 一 1. (4) 
以 后 我 们 还 假定 F(s,z;t,4) 具有 下 列 二 性 质 : 
2。 当 s,t, A 固定 时 ， FF(s,x;t,A) 是 z 的 波 雷 耳 可 测 函 数 ; 
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3” (so 省 4) 满足 切 普 曼 - 柯 尔 莫 各 洛 夫 方程 : 对 任意 固定 的 0<s<r<t+ 及 >z、 
4. 有 “ 


Fl(s, x;t, A) = 三 F(T,2z;t, A)dsF(s, 7;7, 2). (5) 
函数 F(s,z;t,4) 只 对 s<t 有 定义 ， 当 s=t 时， 我 们 补 定义 
42 
0， 如 xzE4， 
1， 如 ze 4. 


当 F(s,zx;t, 4) 具备 性 质 1 、2。 、3。、4? 时 ， 就 称 它 为 此 马 氏 过 程 的 转移 概率 ， 而 由 (3) 
定义 的 F(s,x;t,y) 称 为 过 程 转移 分 布 函数 . 


Fls,7x;s, A) = 6(z, A) = | 


注 1 我 们 来 解释 一 下 这 些 假设 的 意义 ， 以 后 
会 看 到 ， (5) 式 起 着 极其 重要 的 作用 . 在 马 氏 链 情 
况 ， (5) 式 化 为 $4.1(10)( 积 分 号 化 为 求 和 号 5), 故 
这 时 3° 中 的 假设 总 是 成 立 的 . 为 了 保证 (5) 中 积 
分 有 意义 , 应 当 假 定 被 积 函数 下 (7,z;t, 4) 对 z 的 可 
测 性 ， 这 就 是 要 引进 假设 2 的 原因 . 为 了 说 明 假 
| 设 3° 的 直观 意义 ， 当 F(r, za) 是 z 的 连续 函数 
Tg] t 时 ， 可 以 这 样 想 : 质点 在 s 时 自 z 出 发 ,要 于 t 时 

转移 到 4 中 ， 可 分 成 两 步 走 ( 见 图 1): 

(a) 在 7 时 通过 某 一 区 间 (4, 好 !], 概率 为 F(s,z;7, 生 2) 一 下 (sziT) 全 )i 

(b) 在 + 时 自 (4, 媒 !:] 中 其 一 点 zu 出 发 ,于 上 时 转移 到 4 中 , 概率 为 F(s, 7, zng; tA). 
当 n 充分 大 因而 区 间 (#, 针 +] 的 长 度 充分 小 时 ， 可 以 指望 

Fl(s, 7;t, A) 六 > Fl(s, 1,7, Zp;t, A) [F(s,2;7, 


天 一 一 co 











5 


k+l k 
) — PF(s,z;7, =)|, 





利用 马 氏 性 (2) 及 上 面 假 定 的 F(7,z;t,4) 对 z 的 连续 性 ， 即 得 
Fl(s,z;t, A) 3 F(T, zng; t, A) [F(s,2;7, 


kk 二 一 o0 





k+l k 
) -Fls,z;7, =)| 
和 / F(T,z;t, A)dsF(s, x;7, 2). 


至 于 4, 它 的 概率 意义 是 显然 的 : 在 同一 时 刻 s, 质点 尚未 离开 >. 

如 果 马 氏 过 程 的 转移 概率 F(s,z;t, 4) 对 st 的 依赖 性 只 体现 在 对 t 一 s 的 依赖 上 ， 即 
如 FE(s,zi54) 只 是 t- sz 及 4 的 函数 时 ， 就 称 此 马 氏 过 程 是 齐 次 的 ， 

转移 概率 是 马 氏 过 程 的 重要 特征 ， 它 在 很 大 程度 上 决定 此 过 程 的 运动 进程 , 因此， 在 
实际 问题 中 ， 如 果 可 以 判断 某 过 程 是 马 氏 过 程 ， 那么 如 何 求 出 F(s,zx;t,4) 就 成 为 重要 的 问 
题 了 .本 节 以 下 的 内 容 就 是 围绕 这 一 重要 问题 来 叙述 的 . 

对 F(s,z;t, A) 进一步 作 种 种 不 同 的 假定 后 ， 就 得 到 种 种 不 同 的 马 氏 过 程 ， 我 们 只 讨 
论 其 中 最 重要 的 两 种 : 跳跃 型 过 程 与 扩散 过 程 . 
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(二 ) 跳跃 型 马 氏 过 程 . 设 已 给 二 函数 g(t,z) 及 Ht z, 4), 自 变 元 为 1> 0ze Ri,A eB, 
满足 下 列 条 件 : 

(i) 对 每 固定 的 z,q(t,zx) 是 t 的 连续 函数 ， 对 每 固定 的 ,是 zx 的 Bi 可 测 函 数 ;， g(t, x) 
是 (t,z) 的 非 负 有 界 函 数 ， 

(ii) 对 每 固定 的 > 及 4, H(i,z,4) 对 tt 连续 ; 对 固定 的 tz, 它 关 于 4 是 B81 上 的 概率 测 
度 ; 对 固定 的 t,4, 是 z 的 Bi 可 测 函 数 ，H(bz;fzh =0， 

称 马 氏 过 程 {ti,t > 0} 为 跳跃 型 的 ， 如 存在 如 上 的 二 函数 g(t,z),II(t,z, 4), 使 它 的 转移 
概率 FF(s,zx;t, 4), 当 上 -ss>0 充 分 小 时 可 表 为 


Fl(s,2; t, A) 一 {1 和 q(s, 2)(t 和 s)}6(z, 4) 十 gq(s, 2)(t s)11(s, x, A) 十 olt 3) (6) 
F(s, 7;t, A) = {1 ~ g(t, 2)(t — s)}6(z, A) + q(t, 7)(t — s)H(t, 4) + o(t — s) (7) 

而 且 
iim Fl(s,7;t, A) = lim F(s, zx;t, A) = 6(z, A) (8) 


(6)(7) 式 表达 了 “ 哑 跃 型 ”的 直观 意义 : (6) 式 表示 ， 当 t 一 s 充分 小 时 ， 在 (s 中 
& 以 概率 {1 一 gq(s,z)(t 一 s)} 十 olt 一 s) 保持 不 变 而 等 于 zx, 另 一 可 能 是 以 概率 gq(s, 2x)(t 一 s) x 
H(s,z,4)+ol - 3) 转移 到 4 中， (7) 式 也 同样 解释 ， 

例 1 设 {&,t > 0} 为 普 阿 松 过 程 ， 如 = 0， 由 增 量 的 独立 性 ， 如 已 知 6 = i 则 
6 = 一 i(t>s) 与 一 切 刀 = 6 一 bo 独立 (0< wg s), 因 而 在 6 =i 的 条 件 F， 丝 与 刀 
独立 ，(t > s,0 < ug s). 因此 知 此 过 程 是 马 氏 过 程 : 转移 概率 为 


-X(t—s) [X(t — 本 
(i—))! 
注意 于 Fe 人) = 故 Fe5b 人 一 0 全 < 让 又 因 F(s,i;t,{ 让 ) 只 依赖 于 t 一 s, 可 
见 它 还 是 齐 次 马 氏 过 程 . 由 (9) 得 
Flsit, {7}) = {1 — A (t— 5)}6(i, {7}) + At — s)6(it+ 1, {7}) + olt — s). (10) 


故 过 程 是 跳跃 型 的 ， gq(s, 让 = 入 又 I(s,,{7})=1 或 0, 视 i+1=j 或 i 二 1 取 j 而 定 . 
以 Ia, 人 家 [I(t,x,4) 的 分 布 函 数 ， 即 


(t,x,y) = T(t, 7, (~—o0, 切 ). 


定理 1 跳跃 型 过 程 的 转移 概率 F(s,z;t, 4) 满足 下 面 两 个 微 积分 方程 


OFl(s, x;t, A) 
Os 


F(s,i;t, {7}) ，(j 之 纪 (9) 


= g(s, £) be 7z;t, A) 一 广 F(s,y;t, A)dyIl(s, z, | (11) 
OF(s, x;t, A) 
ot 


方程 (11) 中 左 方 是 对 后 一 参数 。 求 导 数 ， 故 称 为 向 后 方程 (当时 s = 0, 理解 2 生生 
为 右 导数 ); 而 (12) 称 为 向 前 方程 ， 这 二 方程 都 由 柯 尔 莫 哥 洛 夫 得 到 





= srst d+ a A F(t (12) 
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证 对 As>0s<s+As<t 由 (5) 得 


Fleait 朋 = /FlstAasyt Ady Pssst Asy). (13) 


一 OO 


按 (6) 展开 F(s,z;s 十 As,y), 代入 上 式 得 
Fl(s,7;t, A) = 广 F(s+As,y;t, A)d, [1 — a(s, x)As + o(As)]6(x,Y) 
十 广 F(s+As,y;t, A)dy [a(s, Z)As 十 o(As)|II(s,z, y), 


这 里 6(x,y) =0 或 1, 视 yx<z 或 y>z 而 定 ， 它 是 5(x, 4) 的 分 布 函数 . 由 于 分 布 5(z,4) 集 


/ F(s+As,y;t, A)dyé6 (x,y) = F(s+ As,7;t,A), 
一 co 


从 而 
Fl(s,7;t, A) = 上 一 q(s, zt)As] F'(s + As, x;t, A) 
+ Asgloaj {Flst Asyt Ad ls + olAs), 
于 是 


F{s+As,z;t, A) — Fl(s,Z;t, A) 
As 


(sa / F(s + As,y;t, A)d,II(s, 2,Y) + ol), 





= g(s,z)F(s+ As,7;t, A) 


令 As 一 0, 并 注意 As > 0, 就 得 


十 . oo 
0 To t, A) = 9(s, 7) be Zz;t, A)— / Fl(s,y;t, A)dyII(s, x,y)|, (14) 
3 一 CO 


这 里 所 表 右 导数 ， 如 果 我 们 用 
F(s—As,z;t, A)= / F(s,y;t, A)dyF(s — As, zx; s,y) 
代替 (13), 以 (7) 代替 (6), 类 似 地 可 证 (14) 的 红 EGizt4) 换 为 左 导数 红 EG2ite4) 后 也 成 


立 ， 这 便 证 明了 (11). 
为 了 证 明 (12), 仍 由 (5), 对 At > 0, 有 


Fls,zx;t + At, A)= / F(t,y;t+ At, A)dyFl(s, x;t,y). (15) 


由 于 _ 
Fat 朋 = 人 50dwPleaitgh 


一 DO 
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可 改写 (15) 为 


1 
A7 LF(s, 2;t + At, A) 一 Fs, x;t, A)| 


- 广 F(t,y;t + At, A) ~ 56(y, 4)] 
本 At 





dyF'(s, 2;t,Y). 


2 At 一 0, 并 利用 (6) 及 积分 有 界 收敛 定理 (这 里 本 质 上 用 到 g(t,y) 的 有 界 性 ), 得 知 (12) 成 
， 但 其 中 有 应 理解 为 右 导数 委 ; 类 似 地 可 证 对 和 也 成 立 ， 故 (12) 得 证 口 
例 2 设 {&,t> 0} 为 跳跃 型 马 氏 过 程 , 但 只 有 可 列 (或 有 穷 ) 多 个 状态 0,1,2,…. 这 时 
习惯 上 用 i,j,k,… 等 来 表示 状态 ， 并 把 F(s,i;t, {8}) 及 qls,i) 分 别 记 成 pir(s,) 与 qi(s), 把 
q(s,i) x HH(s,i,{k}) 记 为 gix(s). 注意 由 (iD, qii(s) = 0. 方程 (11)(12) 化 为 两 个 偏 微 分 方程 组 


Opik s,t) 

Ce 一 s)pigp(s,t) — > gqis(s)pix(s,t) ik = 0,1,2,.); (16) 
了 

Opixr(s,t . 

Cs ps, te(D) + 5 past)ain(t), (GE=012) 7) 
Kk 


特别 , 如 过 程 是 齐 次 的 , 即 如 pir(s,t) = pir(t-s) 只 依赖 于 差 1-s 时 ,应 设 gi(s) = gi, gij(s) = qi; 
不 依赖 于 时 间 s. 令 丸 =i--s, 注意 


Opipls,t) Opirl(t- s) Opixlt — s) 





Os 加 Os oO(t — s) = pin(w), 
可 见 (16)(17) 分 别 化 为 常 微分 方程 组 : 
pir(u) 二 —gipik(u) 十 > Gijpik(u), (i, k= 0, 1,2, “ ); (18) 
I#7 
pig(u) 一 —pik(u )qgx 十 》， pii(u )qjr, ( 2 k= 0， 1, 2, “" 小 . (19) 
I#k 
开始 条 件 为 : oo 
pij(0) = { ” 
3 0，i 关 六 


对 于 例 1 中 普 阿 松 过 程 ， (18) 、(19) 化 为 


pip (Wu) = —Apir(L) + Apirik(u), (20) 
1 如 令 gii 二 一 gi, 则 (18)(19) 及 开始 条 件 分 别 化 为 
P'(w) = QP(w), P'(v) = P(w)Q, P(0) = 了 工 (单位 矩阵 )， 





其 中 @ = (qi), P(w) = (pij()),P'(w) = (pij(W)) 为 矩阵 . 由 此 知 状态 个 数 有 穷 时 解 为 P(w) = co = > 外- 
?一 0 
又 对 普 阿 松 过 程 ， (20) 或 (21) 在 此 开始 条 件 下 之 解 为 
Au ADE 
人 


2 
, (之 序 ; = 0, (所 让 


Pik(W) = 
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px (UW) = 一 XpDik(u) 十 Apik-l(u)， (21) 

在 许多 具体 问题 中 ， 实 践 的 经 验 会 告诉 我 们 某 随 机 现象 的 演变 过 程 可 看 成 一 跳跃 型 
的 蕊 氏 过 程 ， 而 且 (6) 中 的 g(s,z) 及 H(sz,4) 可 以 由 观察 得 到 ， 这 时 为 了 寻求 转移 概率 
F(szib4), 由 定理 1, 只 要 解 方程 (11)( 或 (12)). 当然 ， 我 们 应 该 寻求 这 样 的 解 F(s,z;t, A4)， 
它 对 固定 的 s,x,t, 关于 4 是 B! 上 的 概率 测度 ， 于 是 发 生 两 个 重要 的 理论 问题 : 

a. 这 样 的 解 是 否 存 在 ? 

b. 如 存在 ， 又 是 否 唯 一 ? 

费 勒 ( W. Feller) 证 明了 : 在 条 件 @) (ii) 下 ， 这 样 的 解 是 唯一 存在 的 (如 果 除 去 @) 中 的 
g(t,x) 有 界 性 条 件 ， 那 么 解 不 是 唯一 的 ); 并 且 找 到 了 此 解 的 表达 式 ， 于 是 这 解 就 是 所 要 求 
的 转移 概率 . 

(三 ) 扩散 过 程 . 另 一 类 重要 的 马 氏 过 程 是 扩散 过 程 ， 这 类 过 程 起 源 于 物理 学 中 对 微粒 
的 随机 扩散 运动 (例如 布朗 运动 ) 的 研究 . 它 不 同 于 跳跃 型 过 程 ， 跳跃 型 过 程 有 下 列 特 点 : 
在 任 一 很 短 的 时 间 内 ， 质 点 以 很 大 的 概率 不 发 生 位 移 ， 但 如 一 旦 发 生 ， 则 位 移 很 大 (出 
现 跳 跃 ), 所 以 可 以 想象 运动 的 轨道 以 概率 1 是 不 连续 的 ， 轨 道 是 阶梯 函数 ， 扩散 过 程 则 相 
反 . 在 任 一 很 短 时 间 内 ， 质 点 都 可 能 发 生 位 移 ， 然 而 位 移 很 小 , 因而 可 以 想象 在 一 定 条 
件 下 扩散 过 程 的 轨道 以 概率 1 是 连续 孙 数 . 

设 {&i,t 之 0} 为 马 氏 过 程 , 以 Fis,zx;t,y) 表 它 的 转移 分 布 函数 . 称 此 过 程 为 扩散 过 程 ， 
如 果 FF(s,z;t,y) 满足 下 列 三 条 件 (a),(b),(c): 

对 任意 6 > 0,At > 0, 有 


(a) 
lim a|/ dyFl(t, zw;t+ At,y) 
A 如 0 At 1y—z|>6 人 :2 
1 
= lim a/ duF(t ~ At,Zz;t,y) = 0; (22) 
At 一 0 At |y 一 z|>6 Y ( ) 
(b) 
1 上 (y— zr)dyF(t,z;t+ At,y) 
A 吉 0 At ly 一 zl<6 7 Y ”1 4 
1 
= lim x/ (y— xr)dyF(t— At,zr;t,y) = alt,7); (23) 
At 一 0 At ly 一 z|<5 Y 
(c¢) 
1 
lim -一 — x)2d,F(t,z;t+ At, 
人 eat+Ab 
. 1 
一 lim A / (y— zr) dyF(t — At,z;t,y) = b(t, x). (24) 
我 们 先 对 这 些 条 件 作 些 解释 : 


1. 条 件 (a) 前 式 表示 : 于 上 时 自 z 出 发 的 质点 ,经 At 后 跑 出 z 的 邻 域 (z -6,z 二 6 的 
概率 是 比 At 更 高 级 的 无 穷 小 ， 不 论 区 间 的 半径 6 > 0 如何 : 这 反映 质点 在 很 短 时 间 内 不 
能 得 到 很 大 的 位 移 . 
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2. 在 条 件 (a) 下 ， 条 件 (b) 中 第 一 、 二 项 中 极限 不 依赖 于 6(6 > 0), 所 以 alt,z) 与 5 无 
关 ; (c) 中 极限 也 如 此 . 实际 上 , 简 记 志 ss(y 一 2)dyF(t,z;t+At,y) 为 志 用 _sjcs(y 一 z)， 
则 如 0<5 <5, 由 (al 有 


1 / 1 1 
亏 -oI-a/ 0-ol=|a/ ys 
KK ly—z|<61 全 人 一 z|<5> [a St )| 


6 
< / dyFlt,z;t + At,y) — 0, (At — 0). (25) 
At Jly-zl26, 


对 (23)(24) 中 其 它 三 极限 也 可 类 似 证 明 . 
3. 为 了 说 明 (b),(c) 中 a(t,z),b(t,z) 的 概率 意义 ， 我 们 把 条 件 (a) 加 强 为 
(a') 对 任意 5 > 0,At > 0, 有 


1 
lim 去 1/ y— x)2dF(t, rt+ At,y 
At-30 At 1 ay ) y ( ) 


1 ， 
= dim 元 / (yd F(t Ab oty) =0, (26) 
yz|>6 
则 由 (23)(24) 得 ! 

1 1 

Bm Ri -Fatt by) = alée), (27) 
. 1 /~™ 2 . 

dn, Ai /- (y — x) dyF(t,z;t+ At,y) = bt, 7). (28) 


注意 当 6 一 也 时 ， 
/ (y 和 rT)dyF(t,z;t 十 At， Y) 三 Eléitat 一 如 


/ (y — 2)?dy P(t 2;t + Atiy) = Elérr at — 0]?. 


故 (27)(28) 式 表示 alt,zx) 为 在 t 时 自 z 出 发 的 质点 的 瞬时 平均 速度 ， 而 b(t,z) 则 与 瞬时 平 
均 动能 成 比例 . 
例 3 设 {&1,t > 0} 为 维 纳 过 程 ，é&o = 0 象 例 1 中 证 明 一 样 ， 可 知 它 是 马 氏 过 程 ， 又 


1 ” A gy 
Fl(s, zi 二 2 = -Re 人 (=) dz. (29) 
条 件 (a)(b)(c) 都 满足 ， 这 时 
a(t,£) 三 0,， b(t,£) 三 a2， (30) 
所 以 它 是 扩散 过 程 . 
现在 来 推导 向 后 与 向 前 方程 . 


定理 2 设 F(s,z;t,y) 为 扩散 过 程 的 转移 分 布 函数 ， 如 果 偏 导数 
OF(s,z;t,y) OF(s,z;t,Yy) 
Ox ， DZz2 
1 根据 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 ， 由 (26) 知 (26) 中 的 (y 一 z)” 换 为 (y 一 *) 后 仍 成 立 . 





I 
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存在 而 且 对 s,z,y 及 t> s) 连续 ， 则 F(s,z;t,y) 满足 向 后 方程 
OF(s, 2;t,Y) = al (sa t,y) sz) 02F(s,7;t,Yy) 
Os Oz 2 Or? . 
证 由 (15) 得 对 As>0, 有 
Fls,z;t,y) ~ F(s— As,?;t,y) 
一 As 
一 去 上 [F(s, z;t,y) — F(s, zx;t,y)|dF(s — As, 7;s,z) 








(31) 





一 六 三 [F(s, z;t,Y) — F(s,z;t,y)]dzF(s 一 As,zis;z) 
1 
As 
由 (a), 右 方 第 一 项 当 As 0 时 趋 于 0; 而 第 二 项 根据 假设 及 泰勒 (Taylor) 展 式 化 为 


2 (z— zx)dsF(s— As,7;s,z)) 
Oz As |z 一 zl|<6 


1 OF(s,z;t,y) 1 
2 Ox? As 


/ [F(s, 2 t,y) 和 F(s, zit, ydzF(s 和 As, zi 5, Zz). (32) 
|z 一 z|<6 





/ , {C2 — 2) + ol(z ~ 2) J}d-F(s ~ As, ws,2), 


当 As 0 时， 由 (bj(c) 上 式 趋 于 
OF(s,z;t,y)  b(s,£) O02F(s,z;t,Yy)) 
8 +1 2 B72 
因而 得 证 (31) 中 以 号 换 她 后 成 立 ; 利用 定理 1 证明 中 理由 ， 类 似 知 对 所 也 成 立 ， 从 而 
(31) 得 证 口 
以 下 设 转移 密度 





a(s, 7) 


DPCs x;t,Y) 
5,T;t,Y) 三 一 一 一 一 一 一 
f( y) 而 


存在 ， 由 (31) 得 
Of(s, x;t,Y) 


Os a(s,7) gs 2 Bz2 
定理 3 设 扩散 过 程 的 转移 分 布 密度 f(s,z;t,y) 存在 ， 下 列 偏 导数 


Of(s,z;t,y) 9 
ot ” Oy 


也 存在 而 且 连 续 ， 又 设 (23)(24) 中 收敛 对 xz 是 均匀 的 ， 则 f(s,z;t,9) 满足 向 前 方程 
Of(s, rt,y) _ 


0 
ot | 
证 任 取 二 数 a,b(a < 趾 , 及 非 负 连 续 函 数 R(Yy), 它 有 二 阶 连 续 导数 ， 并 且 


R(y) = 0, 如 y<a 或 了 > 也 


; Of(s,T ty) b(s, 2) O02 f(s, x;t,Yy) (33) 








[a(t, f(s, aib 引 ， a [bf(s, vit) 





a f(s st) + 3 (bt) f(s ;t,o)] (34) 
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R(a) = BO = Ra) = R'(0) = R"(a) = PR 人 =0 (35) 
注意 ， 
[ EL) Ry)ay = lim ,万 NSA fmby) py gy (0) 
由 (5) 有 


Hostt ab = /fsait fstt Aby)ds, 
代入 (36), 改变 积分 次 序 ， 然 后 把 yz 对调: 


b 
Of(s,z;t, 
/ te 


= lim oo uf/ /- f(s, zit,2)f (bz;t + At,y)R(Y)dzdy — 三 oaibDRG )| 
一 im 和 fa f(s,z;t, 2) 三 flt,z;t+ At,y)R(y) dd f( (5h) RO) 
= lm A sf. f(s,7;t 吕 | 广 flt,y;t + At,z)R(z)dz -Rly)| dy. 
根据 泰勒 展 式 
RD = RO + (RE 人 or 


由 于 R(z) 有 寞 及 (a) 


+ol(z— »)?], 


/ fts, t At, 2)R(z)dz 一 of 
|y~z|>6 


/ f(t,y;t i At, zd: = 1+o(AL), 
yz|<é 


ii 
f few at Rd Ry) = {RG Rl tt Ab sd 
=R) ft A a)de 
| 一 z|<6 
+ 3R"(Y) [2 = 9)? + o(z 9) f(t yt+ Ab odz + o(At). 
ly 一 z|<6 
于 是 


了 on 


ot 
= um/ re by) {RY) / (人 Jo Abadz 
十 3 (y) [Gz —y) +o(z— y)° | f(t, y;t+ At,z)dz++ ofAb dy 
[y—z|<# 


令 At 一 0, 根据 (23)(24) 中 收敛 的 均匀 性 ， 上 式 右 方 化 为 
fwt aD RD) + Soh DR (lay 


又 央 R(y) = R"(y) = 0 (y < a, 或 y 6b), 故 
了 Of(s, x;t,y) 


b 
Ra = {feb [eb WE) + oD) RW)]ay. (37) 


由 分 部 积分 
b b 9 
/ f(s,z;b ab RW)dy = — / RW) [att Wf ewst lay 


b b 02 
/ f(s,z;t, V(t, YR" (y)dy = / R(y) sa lo(t y) fs, zt yay 
代入 (37), 移 项 后 即 得 


b rx: 2 
/ {2 二 多 [al(t,y) f(s, 2;t,)] - Bs [olt,) f(s, 2;t,Y)] Ray =0. (38) 


由 此 及 R(y) 的 任意 性 即 可 推出 (34)， 实际 上 ， 设 (34) 不 成 立 ， 因 而 (38) 式 积分 号 下 大 
括号 中 表达 式 在 某 定点 (so,zo,to,yo) 上 不 为 0. 由 假定 这 式 中 诸 项 连续 ， 故 存在 a,6, 使 
ge (oa,6) 而 且 此 式 在 (a,8) 中 不 变 号 ， 由 a,6 的 任意 性 可 设 a < a,B < 5b. 今 取 一 如 上 的 
R(y), 并 使 它 在 (a, 8) 中 大 于 0 而 在 (a,6) 外 等 于 0. 对 这 样 选 定 的 R(y),(38) 左 方 积 分 不 为 
0, 于 是 发 生 矛 盾 ， 故 (34) 成 立 ， 口 

像 (二 ) 中 一 样 ， 在 实际 问题 中 并 不 是 要 验证 F(s,z;t,y) 或 f(s,z;t,Y) 是否 满 足 向 后 或 
向 前 方程 ， 而 是 根据 比较 容易 找到 的 a(t,z) 及 Mtz) 来 求 FF(s,z;t,y) 或 f(s,z;t,9), 于 是 需 
要 研究 向 后 及 向 前 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 问题 . 在 对 a(t, x), b(t,x) 加 一 些 条 件 后 ， 费 勒 
曾 证 明 满 足 (a),(b),(c) 的 转移 密度 唯一 存在 . 

例 4 设 a(tz) 三 0,6(t,z) ==o? > 0,(31),(34) 分 别 化 为 


OF(s,r;t,y)} -oO02F(s,2;t,y) 














Os 2 O72 
Os Tt) ofS vty) 
ot 2 Oy? 
不 难 直 接 验 证 ， 下 列 函 数 是 它们 的 解 
wu— 2) 
Fls, mb) = RE 人员 {a 
1 — 2) 
No mby)™ a? p{ 1) 


于 是 得 到 维 纳 过 程 的 转移 分 布 函数 与 转移 密度 . 
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*84.4 ”独立 增 量 过 程 


(一 ) 定义 ， 称 {&1,t > 0} 为 独立 增 量 过 程 ， 如 果 对 任意 正 整 数 n, 任意 0 < <t< 
本 增 量 


6 一 (1) 
是 相互 独立 的 随机 变数 ， 称 独立 增 量 过 程 为 齐 次 的 ， 如 果 对 任意 s > 0,7 > 0, 增 量 
Estr — és 


的 分 布施 数 只 依赖 于 7 而 不 依赖 s. 
普 阿 松 过 程 与 维 纳 过 程 都 是 齐 次 独立 增 量 过 程 ， 
例 1 设 {mw},n=0,1,2,… 是 一 列 独立 随机 变数 ， 定 义 


én = 》， Dk. (2) 
k=0 


则 {é&%} 是 一 以 工 = {0,1,2,…} 为 参数 集 的 独立 增 量 过 程 ， 当 而 且 只 当 {mm} 有 相同 分 布 
时 ， {e} 是 齐 次 的 . 
反之 ， 设 {én},n = 0,12… 是 独立 增 量 过 程 ， 6 = 0, 定义 


Nn = én — én-1) (n > 0). (3) 


显然 ，{m4} 是 独立 随机 变数 列 ; 当 而 且 只 当 {&%} 为 齐 次 时 ， {ma} 有 相同 的 分 布 . 

由 此 可 见 : 对 离散 的 参数 集 T, 和 任 一 满足 fo = 0 的 ( 齐 次 ) 独立 增 量 过 程 可 表 为 独立 
( 同 分 布 ) 随机 变数 列 的 部 分 和 . 

在 独立 增 量 过 程 的 研究 中 ， 一 个 重要 的 问题 是 求 出 增 量 £647 - 6 的 分 布 函数 的 普遍 
形式 .我们 已 经 知道 ， 对 于 普 阿 松 过 程 ， £47 -6 有 普 阿 松 分布 P(Ar); 而 对 维 纳 过 程 ， 
则 有 正 态 分 布 N(0,o V7). 

这 问题 已 经 圆满 地 解决 ， 为 了 叙述 简单 起 见 ， 我 们 以 后 永远 假定 {&i,t > 0} 满足 下 列 
条 件 : 

(a) 它 是 齐 次 的 ; 

(b) m2(t) = EB(és4t — £4)* < co; 一 切 上 六 0; 

(c) mi(t) 三民 (6t 一 和 6)=0, 一切 二 >0. 

并 称 满 足 条 件 (a) 、 (b) 、(c) 的 独立 增 量 过 程 为 标准 独立 增 量 过 程 . 

我 们 指出 ， 条 件 (c) 不 是 本 质 的 ， 因 为 如 (c) 不 满足 ， 我 们 可 以 考虑 过 程 {&1 Eti,t € 
[0, 00)}. 

(二 ) 基本 定理 . 以 F(z,7) 及 Fr) 分 别 表 6&47 一 &s 的 分 布 函数 与 特征 函数 ， 我 们 来 
证 明 下 列 基本 定理 . 

定理 1 设 {&,t >>0} 为 标准 独立 增 量 过 程 ， 则 


， 1 ， co ettz 一 工 一 人 tr 
log f(t,7) = 30076 十 -| 一 一 dC(z)， (4) 
一 Oo 





1(4) 中 被 积 函 数 一生 在 z = 0 按 连 续 性 补 定义 为 -与 , log 了 取 主 值 
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其 中 o6 > 0 为 常数 ， G(z) 是 有 界 、 右 连续 单调 不 减 函数 ， 而 且 在 点 z= 0 连续 ; 其 次 ， 
如 有 另 一 对 如 此 的 中 及 CG(z) 满足 (4 则 


2 一 本，G(z) 一 G(z) =5 (常数 ) . 


在 证 明 以 前 ， 先 来 看 一 些 特殊 情形 . 
1°? 设 oa > 0,G(z) = a( 常 数 ); 则 (4) 化 为 


1 
log f(t,7) = -23907 (5) 


这 表示 ++ 一 6。 有 正 态 分 布 N(0,ooV7), 从 而 {&,t > 0} 是 维 纳 过 程 . 
2° 设 oo = 0,G(z) = Ac?e(z 一 0c), 其 中 elz —c)=0 


或 1 视 z<c 或 x >>c 而 定 又 入 >0,c 关 0 为 二 常 Gla) 
数 ， 这 时 (4) 化 为 本 
log f(t,7) = Ar(e — 1— ict). 
这 表明 &,4; 一 十 Xer 的 特征 函数 为 图 1 Xc?e(z 一 c) 的 图 
exp [Xr(e’®: — 1)]. (6) 
它 是 下 列 离散 分 布 





0 cc 2c -ll. _ar OAT) 
(2 p1 Pp2 J ): PRE k! 7) | 


的 特征 亢 数 (证 仿 82.11 例 2). 称 此 分 布 为 广 ca ca cs ca 
普 阿 松 分 布 ， 并 记 为 P(X,c); 当 c =1 时 化 为 图 2 es 6) 的 图 
普 阿 松 分 布 . er 


3° 设 ci > 0，G(z) = > Axc2e(z 一 Ck), 其 中 ci < co <…<cnckp 关 0, 和 p> 0 都 为 常 
天 一 1 _ 
数 ， 这 时 (4) 化 为 
log f(t,7) = 308rt 十 T- > 和 Ak(eictt — 1 — icgt) (8) 
Kk 二 1 
这 说 明 6s+7r 一 上 十 7 Axek 的 分 布 是 正 态 分 布 W(0,aov7) 与 n 个 广 普 阿 松 分 布 P(X,cx)(k = 
二} 
1,.……,n) 的 卷 积 . 
定理 1 的 证 明 分 四 步 : 
(A) 由 增 量 的 独立 性 及 
上 sm HT és 一 (éstn 一 €s) 十 (上 mm Er)， (9) 
知 上 rr 后 是 二 独立 随机 变数 的 和 ， 故 前 者 的 分 布 函数 是 后 二 者 的 分 布 函 数 的 卷 积 ， 
由 齐 次 性 得 
F(x,Ti t+ 72) = F(z,71) * P(r,T2); (10) 


. 217 . 


f(t,n1 十 72) 一 f(t,n1)f(t, 72). (11) 
由 (11) 得 
f(D = [Ga F652) = [GD 
f(6, ) = (6 5)" = [6 DY. 
由 此 及 特征 函数 的 连续 性 ， 像 82.4(9) 式 的 证 明 一 样 ， 可 知 对 任意 7 > 0, 有 
jn = [Ft,1)]". (12) 


试 证 f(t,7) 关 0, 因而 log f(t,7) 有 意义 . 实际 上 , 再 由 (11) 得 flt7) = [f(45)] , 故 [f(6,7)]* 
是 一 特征 函数 ， 令 
g(t,7) = im [f(t,7)] 一。 


由 于 f(0,7) = 1 及 特征 函数 f(t,7) 的 连续 性 ， 存 在 a > 0, 使 f(t,7) 冯 0,lt| < a, 于 是 
g(t,7) = 4,|t| < a， 这 说 明 特征 函数 列 {[f(t,7)]*} 的 极限 g(t,7) 在 由 < a 连续 ， 由 $3.2 
知 g(t,7) 也 是 特征 函数 ， 从 而 它 对 t € RI 连续 . 但 由 定义 g(t,7) 只 能 取 值 0 或 1, 故 
g(t,7) = 1( te Ri); f(t,7) #0, — 雪 te€ Ri,T > 0. 





根据 等 式 
log “二 dm, 6 
及 (12) 得 
log f(t,7)=7 log f(t,1)=7 dim, 1 
7 im AEAD=1 (13) 


下 面 的 证 明 路 线 是 想 以 F(x, A7) 来 代替 f(t, A7), 然后 令 Ar 一 0 而 取 极 限 以 得 (外. 为 
此 先 作 些 准备 . 
(B) 由 假定 (b) 及 $2.11( 一 )(V), 可 对 微分 (12) 两 次 而 得 
f(t,7)=77— 1) ?1)f?2(,1)+ T1711(t, 1)f"(t,1). 
取 t=0 并 注意 由 假定 (c) 
f"'(0,7) 一 iB(éstr 一 és) =0. (14) 
可 见 Es4r és 的 方差 D(7) 为 
D(7) = 7D(1) = ra?2， (15) 
其 中 常数 c2 = D(1) > 0. 如 果 o? = 0, 则 (4) 式 对 oo = 0,G(z) = 8 为 任意 常数 ) 显然 成 
立 ， 故 以 下 设 2? > 0. 
(C) 由 定义 _ 
f(t, Ar) = Beit(éstar -és) 一 / eitrdF (zx, AT). 


一 Ge 
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由 (14), 广 ， zdF(z,Ar)=0 故 


1 
Ar 


由 假定 (b) 可 引进 辅助 函数 


1 


[f (t, A7) 一 1| = 和 


三 (ettr -1 一 iiz)dF(z,Ar). (16) 


H(z, AT) =- 志 / £24F(é, AT). (17) 


显然 及 (x;A7) 对 z 单调 不 减 ， 右 连续 而 且 由 (15) 


lim H(zx,A7)=0, lim H(z,AT7)= 02. (18) 


由 (13)(16)(17) 得 


Co itr 1 ， 
log f(t,7)=7 im 人 一 一) 


T 一 0 


daH{z, AT). 


一 Oo 


取 一 列 Aur 一 0, 运用 海 来 第 一 定理 于 豆 (z,Anr) 后 ， 可 见 存 在 单调 不 减 右 连续 函数 H(z) 
使 某 子 列 玉 (z, Aw,7) 在 H(z) 的 连续 点 上 收敛 于 H(z)(v 一 co), 再 由 海 来 第 二 定理 ($3.7)， 
知 


log f(t,7) =7 Japlo) (19) 


oo 


H(-o0)= lim H(zx)>0; 五 (co) 三 lim H(z) < o7. 


我 们 证 明 ， 上 二 式 中 等 号 成 立 ， 实 际 上 ， 由 (19), 当 充分 小 时 
iog jb7) = -rco) ~ H(~00)} 十 ol 
另 一 方面 ， 把 f(t,7) 在 = 0 按 泰勒 展开 ， 并 利用 (14)(15), 得 
fh,7) =1— 300°t27, (ol < 1) 


于 是 ] 
log f(t,7) = -50 tT + oA). 


与 上 面 的 结果 比较 ， 即 得 
H(-00) = 0, 百 (co) = 07. (20) 


今 定 义 o2 及 G(z): 
| 0<g 3= H(0)— H(0-) < 02， (21) 


G(z) = H(zx) - oa :se(z). 
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则 G(e) 有 界 右 连续 、 单 调 不 减 ， 而 且 在 r = 0 连续 
G(-oco) = 0.G(co) 一 oa2 -ca3. (22) 


利用 此 ci 及 G(z), 可 改写 (1 9) 式 为 (4). 
(D) 下 证 (4) 中 a ) 及 oj 的 唯一 性 . 由 假定 和 可 把 (19) 对 t 微分 两 次 而 得 


/_ eqH(z) = 二 ”jog f(t,7). 


但 多 纺 是 一 分 布 函 数 ， 它 应 由 自己 的 特征 函数 决定 ， 故 也 (z), 因而 G(z), 除 差 一 常数 被 加 
项 外 ， 被 f(t,7) 唯一 决定 [从 而 附带 证 明了 上 述 子 列 {F(z,Awr)} 的 极限 互 (z)( 它 还 满足 
(20)) 不 依赖 于 {nm。} 的 选择 ， 即 dim 及 (z,A7) = 妃 (z), 只 要 = 是 妃 的 连续 点 ] 再 由 (21) 
即 得 o8 的 唯一 性 ， 口 

我 们 对 定理 1 中 的 G(z) 作 些 解释 : 由 (17)(19), 对 x < 0, 当 Ar 一 0 时 ， 由 海 来 第 二 


定理 ， 
有 F(A) _ [ dH(EAT) f dG(€) _ (0) (23) 
AT oo E2 6 人 








对 z>0 





et) (24) 


只 要 是 G(z) 的 连续 点 ， 改写 上 二 式 为 
F(z,Ar) = pi(z)Ar+o(Ar)(z < 0); 
1— Flz,Ar)= p2(x)AT + o(AT) (z > 0). 
亦 即 在 充分 小 的 长 为 Ar 的 区 间 中 ， 对 增 量 £4a; -&, 有 


Pl(és+ar 一 és < DN 一 = pl(Z)Ar7 十 ofA7) (z < 0)， 
P(ts+ar — és > 1 一 %2(Z)Ar 十 ol(Ar) (x > 0). 


这 二 式 说 明了 pli(z) 及 pa(z) 的 概率 意义 : 增 量 不 超过 z(z < 0) 的 概率 约 为 pl(z)Ar, 大 于 
z(z > 0) 的 概率 约 为 wz(z)Ar, 误差 为 一 比 Ar 高 级 的 小 量 . 

从 例 工 自 然 想 到 ， 标 准 独 立 增 量 过 程 也 许可 看 成 独立 同 分 布 的 随机 变数 的 部 分 和 ， 不 
过 参数 集 了 要 从 离散 集 {0,1,2,…} 过 渡 到 全 体 非 负 实 数 集 ， 因 而 “ 求 和 ”要 理解 为 “积分 
” 这 样 便 自 然 猜想 : 标准 独立 增 量 过 程 也 应 具有 独立 ， 同 分 布 、 方 差 有 穷 的 随机 变数 的 和 
的 性 质 ， 作 为 中 心 极限 定理 的 类 似 结果 ， 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 2. 为 简单 起 见 ， 不 妨 设 

_ 6 三 0 (25) 
(否则 考虑 过 程 {&1 一 &0, 二 > 0})). 像 84.3 中 证 明 普 阿 松 过 程 是 马 氏 过 程 一 样 ， 可 见 满 足 
(25) 的 独立 增 量 过 程 是 马 氏 过 程 ， 由 于 &; = &1 一 &, 知 6&7 的 分 布 函 数 与 特征 函数 分 别 为 
F(z,7), f(t,7), 方差 为 rc2 期 望 为 0, 与 83.4(2) 中 标准 化 部 分 和 相当 的 是 随机 变数 
Er ér 








VD ov 
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以 下 总 设 ec > 0. 
定理 2 标准 独立 增 量 过 程 {&i,t > 0} 如 满足 条 件 (25), 又 E&2 = D(t) > 0(t > 0), 则 关 
于 Zz 均匀 邮 有 
lim P 


tr 1 2 
mn, (<oj= 霹 贱 。 “ (26) 
证 记 入 : 的 特征 函数 为 F(t,7), 则 


Fn) =1(7A7) 
以 -和 5 代入 (4) 中 的 如 得 














一 0 ”1 itx 
log f(i,7) = -203t 十 -人 3 |e: 流 1 7A| dG(7z) 
t2 2 一 02 5 1 i 
= + | 六 1— | dG(z). 
2 202 oo 22 OoVT 


由 (22), o2 -08 = /dG(z), 代入 上 式 得 


itw tr 


log Fn= -rr 三 |e3 污 一 1 7 i(2) Jaete), 


因为 被 积 号 下 方 括号 中 的 表达 式 当 7 一 oo 时 与 7 同 级 ， 故 
2 


lim log f(t,7) = 一 可 ; 








一 2 
lim F(t,7) =e€- 和 所 澡 
了 -一 25. 





345 平稳 过 程 


(一 ) 平稳 性 . 另 一 类 重要 的 过 程 是 平稳 过 程 ， 这 类 过 程 在 无 线 电 技 术 和 自动 控制 等 方 
面 有 着 广泛 的 应 用 ， 先 来 考察 $4.2 中 例 4, 随 着 时 间 的 演变 ， 工 作 条 件 不 断 发 生变 化 (原料 
的 质量 、 机 器 的 性 能 、 人 的 工作 态度 、 自 然 条 件 如 温度 等 的 改变 等 等 ), 纺 出 纱 的 横 截 面 直 
径 自 然 会 有 波动 ,但 如 工作 条 件 基本 上 稳定 , 没有 剧烈 的 变化 ， 则 当 我 们 同时 观察 n 根 纱 
ou2 wn 并 以 二 (oa) 表 纱 wi 在 上 时 的 横 截 面 的 直径 时 ， 如 果 用 Gi(z) 来 记 在 t 时 模 截 
而 直径 不 超过 定数 z 的 纱 的 根 数 与 的 比 ， 即 


满足 “(cs) < 2” 的 的 个 数 


nn 


Ci(z) 一 (1) 





那么 ， 对 充分 大 的 n, 就 会 发 现 1: 对 任意 实数 7， 
Gi(T) NS Gerr(F). 


中 而 的 记号 “2” 表 “ 近 他" 
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就 是 说 ， 这 个 比值 在 不 同 的 时 间 基 本 上 是 不 变 的 (或 者 说 ， 稳 定 的 ). 更 一 般 地 ， 有 
Ge GE (2) 


其 中 
Go oo (10) = 满足 “és, (wi) & z1…,6(m) < zn” 的 i 的 个 数 


nN 





(3) 


这 种 思想 引导 到 一 般 的 定义 : 
设 {&i(w),t€ Ri1} 是 概率 空间 (9, 大 , P) 上 的 随机 过 程 . 如果 对 任意 正 整 数 n, 任意 实数 
ti,zi(i 二 1,2,…,n) 及 7, 有 


Plw : ta (2) & z1, ,Er (w) & zn) = Po: éatr(w) & L117) bestr (Ww) & Ln) (4) 
全 体 函 数 
Feta (Z1， ,Tn) 一 Pl(&, < Tl ,Ei < zn) (5) 


构成 此 过 程 的 有 穷 维 分 布 函 数 族 ($4.2), 所 以 上 面 的 定义 也 可 以 转述 为 : 如 果 随 机 过 程 的 
一 切 有 穷 维 分 布 函数 不 随时 间 的 推移 而 改变 ， 那 么 就 称 此 过 程 是 平稳 过 程 . 
对 任 一 随机 过 程 ， 可 以 象 对 随机 变数 一 样 来 定义 它 的 各 阶 矩 (如 果 存 在 的 话 ). 


oo oo 
Eér'  &e” =/ 和 / ZI (6) 
一 CC 一 CC 


Etrirrtt 一 / / TiT2dz ,ca Pottr(T1, T2). (7) 


对 于 平稳 过 程 {&,t € 局 } 由 于 
(1 (8) 
所 以 如 果 假 定 Bls+rt 存在 ， 那 么 由 (7)(8) 可 见 
B(7)= BEétrrét = BEéréo (9) 


与 + 无 关 , 而 只 依赖 于 7. 换 句 话说 ， 二 阶 矩 不 随时 间 推 移 而 变 ， 其 实 这 对 各 阶 矩 都 正确 ， 
只 要 它 存在 . 

二 阶 矩 B&447&i(t & Ri,7 € 已 ) 只 能 粗浅 地 刻 划 过 程 的 性 质 ， 远 远 不 能 决定 有 穷 维 分 布 
函数 族 ; 正如 我 们 所 知 的 ， 随 机 变数 的 各 阶 矩 一 般 都 不 能 决定 分 布 函数 一 样 .虽然 如 此 ， 
在 许多 实际 问题 中 ， 往 往 只 需要 过 程 的 二 阶 矩 性 质 ( 即 能 通过 二 阶 矩 来 表达 的 性 质 ), 也 往 
往 因 为 二 阶 矩 远 比 有 穷 维 分 布 函数 族 容 易 观 察 到 ， 所 以 二 阶 矩 有 时 能 起 到 重要 的 作用 ， 这 
样 就 产生 了 弱 平 稳 过 程 的 概念 . 

对 随机 过 程 {&,t € Ri1}, 如 果 (9) 式 成 立 ， 即 如 B(7) = Bli+rti 不 依赖 于 t, 就 称 这 过 
程 为 弱 平 稳 过 程 . 
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我 们 指出 ， 平 稳 过 程 未 必 是 弱 平 稳 的 ， 因 为 它 的 B(7) 不 一 定 存在 ; 弱 平 稳 过 程 更 未 
必 是 平稳 的 ， 因 为 由 (9) 一 般 不 能 推出 (8). 

弱 平稳 的 概念 可 以 推广 到 复 随 机 过 程 . 称 定义 在 概率 空间 (0Q, 了 ,P) 上 的 复 值 函数 

《(w) = n(w) + iC(w) 
为 复 随机 变数 ， 如 果 它 的 实 、 虚 部 分 m9(w),C(w) 是 两 个 ( 实 值 ) 随机 变数 . &(w) 的 数学 期 望 
Et 定义 为 
Et = En 十 证 (， 

只 要 En, EC 存在 . 

今 如 对 每 一 te T(c Ri), 存在 一 复 随机 变数 6(o), 就 称 {&(w),te T} 为 一 复 随机 过 
程 . 

以 后 用 事 表 a = b+ic 的 共 固 数 ， 即 &=b~ ic. 

设 {&(w),t€ Ri1} 为 复 随 机 过 程 ， 如 果 对 一 切 世 re 已 等 式 


Br) 三 Béirrtt = Béréo (10) 


成 立 (这 里 自然 草 含 着 一 切 Bre 都 存在 的 假定 ), 就 称 此 过 程 为 弱 平 稳 过 程 ;并 称 B(7)(7 e 
Ri) 为 它 的 相关 函数 ， B(r) 一 般 取 复 值 . 

相关 函数 B(r) 是 弱 平稳 过 程 的 重要 特征 ， 它 决定 了 过 程 的 二 阶 抵 性质， 本 节 以 下 的 
内 容 就 围绕 B(7) 来 叙述 . 

以 上 我 们 只 讨论 了 过 程 的 参数 集 了 = Ri 的 情形 ， 对 其 它 的 工 可 类 似 地 下 定义 ， 特 别 
当 了 人 = N= (0, 土 1, 土 2,…) 时 ， 我 们 得 到 了 弱 平稳 序列 {&%,n € N}. 

(二 ) 例 . 

例 1 设 {wneNl 为 复 随机 变数 列 ， 满 足 条 件 

1， 如 r = 0， 
五 nt+Ten 一 

这 时 ， B(7) 一 EEénrrén 与 nn 无 关 ， 故 是 一 弱 平稳 序列 . 

特别 ， 如 {én,n € N} 取 实 值 ， 相互 独立 ， 而 且 


Etn=0, Dén=1, (12) 


则 (11) 满足 ， 物 理 上 称 此 {&%,n€ 入 } 为 “ 白 噪声 ”, 它 是 一 种 随机 干扰 的 数学 模型 ， 这 种 干 
扰 普 遍 存 在 于 电流 的 波动 、 通信 设备 各 部 分 的 波动 、 电子 发 射 的 波动 等 各 种 波动 现象 中 . 
… 例 2.. 设 Ln) 光 1} 为 一 : 列 复 随机 变数 … 使 1 


五 zn+rZm 一 bn， (7 一 0), 
= 0, (7 A 0), 


其 中 党 6 < oo( 注 意 如 = 一 am 为 实数 ), 任 取 一 列 实数 {Aw,h > 1} 而 定义 


-多 zketinkt (t € Ri) (13) 
k=1 
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这 级 数 的 收敛 性 用 均 方 收 合 (83.1). 我 们 证 明 ， {&,t€ 已 } 是 弱 平稳 过 程 . 
先 注 (13) 中 级 数 的 确 是 均 方 收敛 的 ， 为 此 ， 只 要 验证 柯 西 (Cauchy) 的 收敛 判别 准则 
( 它 对 均 方 收敛 仍 有 效 ) 满 是 。 当 n>m 而 m 一 % 时 


ae hn 
天 一 


无 一 ?有 mn mm 


为 了 验证 弱 平 稳 性 ， 需 要 下 列 有 用 的 事实 : 
Elli.m nnn) 三 Lim En, (14) 
这 里 Li.m 表 均 方 收敛 ， 实 际 上 ， 设 = Lim mn, 由 柯 王 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 
IEn 一 En = |Em mh) < VB 一 — 0n -00). 
再 来 验证 弱 平 稳 性 : 由 (13) 


Eco 一 5| (5 ae (i we mt)| 
天 一 1 - 


\ j=1 
oO oo 

一 > Elz ed” = bre eT. (15) 
k=1 k=1 - 


故 E&r4réti 与 二 无 关 ， 对 照 (13)(15) 是 有 益 的 . 
例 3 考虑 一 个 具有 参数 为 ^ 的 普 阿 松 流 (82.4, 以 万 表 此 流 中 第 j(j > 1 了) 个 质点 出 
现 的 时 刻 ， 因 而 以 概率 1 有 


0=7Tn<T7<7T2 < 


& =h, te [rj, T2741), 


| 
| 
~ 


， 如 te [rp T2j+2); 


(7 = 0,1,2,...) (16) 





则 {&4,t 之 0} 是 一 弱 平稳 过 程 ， 
实际 上 ， 由 (16),&i4z& 的 值 是 刀 或 - 委 , 随 区 间 (t,t+7],T > 0( 或 (t+7,4,7 <0) 中 包 
含 偶数 个 或 奇数 个 7 而 定 ， 这 里 0 算 偶数 ， 由 82.4, 知 长 为 |7| 的 区 间 (: 十 可 或 人 下 十 7 浊 
内 含 扩 个 的 概率 为 
一 入 |T| 和 7 17 
PrTE (17) 
故 


bEé.rréi = 一 > 7 了 2 一 > 1 P2k+1 


.=0) 


本 A CA een 
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与 t 无 关 ， 故 {&i,t 0} 是 弱 平 稳 过 程 . 

这 例 在 电报 信号 中 有 用 ， 信 号 由 异 号 的 电流 符号 发 送 ， 有 一 定 的 持续 时 间 ， 电 流 值 只 
取 h 或 -h, 我 们 假定 此 值 改 号 的 时 刻 {7;} 构成 一 普 阿 松 流 ( 见 图 1). 

例 4 实 值 随机 过 程 {&1,t€ RI1} 称 为 正 态 的 (或 高 斯 [Gaussj 的 ), 如 果 其 中 任意 有 穷 多 
个 &,…,&。 的 联合 分 布 是 正 态 的 ， 设 &,,…,&,。 的 联合 密度 函数 为 


nn 


1 1 
fr str, (zZ1 7, Tn) 一 (27) |B op1 2 > Tjk (Tj -ojee-o 直 (18) 


j,k=1 





其 中 B 为 对 称 正定 nw 级 矩阵 ，(rjx) = B-. 由 $2.12 定理 2, 知 此 过 程 的 二 阶 矩 存在 ， 而 且 
es % | (19) 
Elé, aj) (én ak) 一 bjk: 
今 设 
Et 三 a (常数 ). (20) 


我 们 证 明 ， 对 满足 (20) 的 正 态 过 程 , 平稳 性 与 弱 平 稳 性 等 价 . 实际 上 ， 由 正 态 性 ， Béirri 
存在 ， 据 平稳 性 知 它 与 土 无 关 ， 故 得 弱 平 稳 性 . 反之 ,由 正 态 性 知 &,,… ,三 , 的 密度 为 (18)， 
又 Er 二 的 密度 为 


1 f 工人 > 总 
Ti EXP YI 一 姜 Tjk (Tj — GN (Tk ~— 5 
有 Er 人 (21 ) (27)31BIE \ 3 2 0 


由 (20) 及 (19) 及 弱 平 稳 性 知 


Qj 一 Etéi, 一 Q 二 Eéij+r 二 G7， 


bjk = 五 (6 — a)(éi, ~ a) = 五 和 bt 一 a? 
= Eéiytrétrtr 一 a? = Eléij+r — a)(étstr — 4) = Bjk. 


于 是 
fe sé (zl， 四 Tn) 一 err(z1， 本 , Tn) 
故 过 程 是 平稳 的 . 


(三 ) 相关 函数 . 设 B(7)(7 e Ri) 是 弱 平 稳 过 程 {t,t € Ri} 的 相关 函数 ， 它 必定 具有 下 
列 性 质 : 

1) B(0) 0; 

2) |B(7)| 和 B(O); 

3) B(-7) = B(7); 

4) 非 负 定性 ; 对 任意 正 整 数 n, 任意 实数 ti 任意 复数 ai,i = 1,2,…,n, 有 


》， Blt; 一 tk )ayan 之 0. 


jk=1 
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实际 上 ， Bf(0) = El|&|? > 0; 又 
IBOP = |BEérrrét & Eléir7P : Eléil? = [B(0)]?， 


B(-7) = Et ti = Eéirrti = B(7). 


> Bl(t; — tr)ajdr = 可 > 》、 Ei, um 


了 大 一 1 j,k=1 
=E S03 j Si -可 条 6 7 > 0. 
(300) (Bom) -ee 
重要 的 一 类 弱 平 稳 过 程 是 均 方 连续 的 弱 平 稳 过 程 ， 称 弱 平稳 过 程 {&i,t e R1} 为 均 方 
连续 的 ， 如 果 对 任意 的 te Ri, 有 
lm Elé+n 一 t=0. 
我 们 所 以 考虑 均 方 收敛 下 的 连续 性 是 因为 均 方 收敛 是 二 阶 矩 性 质 . 
引 理 1 弱 平 稳 过 程 {tot e Ri} 均 方 连续 的 充 要 条 件 是 它 的 相关 函数 B(7) 在 Rl 上 连 


续 . 
证 由 等 式 


Bléetr ~ él = BE 一 如 rr 一 名 =2B(0)-B(r) 一 巨 (7)， (21) 
得 证 充分 性 ， 必 要 性 则 由 下 式 得 到 : 


|B(t +7)— BE)| = | 本 trto — Etitol = |E(éirr — &1)éol 
< {Bléirr — él Eléol?}3 = {Eléitr ~ &)? + B(O)}S. OO 


由 此 得 到 下 列 重 要 的 相关 函数 的 谱 分 解 定理 : 
定理 1( 辛 钦 Xzmsrmm 如 B(r) 是 均 方 连续 弱 平 稳 过 程 的 相关 函数 ， 则 


B(7T) = 广 ezrdP(z)， (22) 
其 中 F(z) 是 Ri 上 的 单调 不 减 ， 右 连续 函数 ， 而 且 
lim F(z) = 0, Jim_ F(z) = B(0). (23) 


证 设 B(0) >0. 根据 引 理 1 及 性 质 4, 知 蕊 吕 是 连续 的 非 负 定 函数 ， 由 82.13 波 赫 纳 
尔 - 辛 钦 定理 ， 知 存在 分 布 函 数 G(z), 满足 


B(7) ~” ei z 
B30 = | ee) 
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令 F(z) = B(0)G(z), 即 知 (22)(23) 成 立 ， 

如 B(0) = 0, 由 性 质 2),B(7)=0, 取 F(x) 三 0 即 可 ， 口 

由 定理 1 及 波 赫 纳 尔 - 辛 钦定 理 可 见 ， 均 方 连续 弱 平 稳 过 程 的 相关 函数 B(7) 如 不 恒 
等 于 0, 则 除 一 常数 因子 外 ， 重 合 于 一 特征 函数 . 

(22) 式 为 相关 函数 的 谱 展 式 ， 其 中 的 F(z) 称 为 过 程 的 谱 函 数 . 如 果 存 在 非 负 函数 
flz),(ze Ri1), 使 对 任意 ze Ra 有 


下 (z) = 三 f(y)dy, (24) 
则 称 f(z) 为 过 程 的 谱 密 度 ， 这 时 由 (22) 得 
B(7) = 广 erzp(zjdz: (25) 
当 [YIB(7)ldr < -co 时 ， 根 据 82.11 系 2, 有 
1 本 —izT 
f(x) = 元 广 e '*™B(T)dr7. (26) 
当 B(7) 取 实 值 时 ， 由 性 质 2),B(7) = B(-7) 又 因 e i?" = cos x7 一 isin zr , 而且 f(z) 取 实 
值 ， 故 得 1 re . 
f(z) = :|/ B(T) cos TxdrT. (27) 


类 似 地 ， 对 任意 弱 平 稳 序列 {&%,n e N} 的 相关 函数 B(n), (ne N), 利用 83.7 赫 尔 格 洛 
效 定理 ， 得 
B(n) =- 人 einzdP(z)， 


其 中 F(z) 是 [7 上 的 单调 不 减 右 连续 函数 ， 满 足 
F(-7) = 0， Fr) = B(O)， (28) 


例 2” 继续 讨论 例 2, 已 知 (13) 中 过 程 的 相关 函数 为 


B(7) = » brei**”, (7 € Ri). (29) 


k=1 


因为 | 和 ke er| < bk, be < oo, 故 让 和 feier, 关于 r 均匀 收敛 ， 从 而 可 在 求 和 号 下 取 极 限 
天 一 0 k=1 

而 得 

lim B(s) = B(7), 


这 说 明 B(r) 连续 ， 由 引 理 1 知 过 程 均 方 连续 ， 定 义 
F(z)= 2 br, (30) 


kAREL 
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其 中 求 和 号 对 一 切 满足 和 zx 的 上 进行 ， 则 可 把 (29) 改 


这 就 是 相关 函数 的 谱 展 式 ， 


这 是 


月 


写 为 


B(7) = 三 erxzdP(z)， 


(30) 中 的 (x) 为 谱 函 数 . 
例 3” 由 例 3 知 (16) 中 过 程 的 相关 当 数 为 


B(7) -一 h2e- 2^|7|， 


连续 函数 ， 故 过 程 均 方 连续 ， 由 于 


广 IB(rjlar = 六 e-2Alrldr = 222 人 -27 oa 
上 _ 




















由 (27) 得 谱 密 度 为 
1 /™ 2 pA 
一 二 h2 —2AT dr 一 二 .一 一 
f(x) :| e cos TXd7 一 元 TT Ta 
者 二 相关 冰 数 与 谱 密度 对 应 表 
相关 函数 B(r) | 。 谱 密 度 f(z) 
1. o2e-elrl (a > 0) 1. 5 | 
2. o2e-er (a >0) 2. 3 exp (一 乱 ) 
3. o2e-er cos Br (a>0) 3. rs cp (e187) 十 exp | 一 |) 
2 ealr pid 
4. .02 rlcos Br (a > 0) 4. 区 |- -prez 十 CTaz] 
5, g2e™ol7 "|( cos BT 十 号 sin Bl7|), (a>0,8>0) | 5. Cee py 
6.2 sin br 6 f( )= 0 |z| < b, 
. 20s . f(x) = 
T 0， |z| >&. 
0 |z| < 也 
7. 2a2(2 cos b7 -- 1) 并 7. f(z)= 4 a be lz| < 2b, 
0 26b<|zl. 
8. Ae- “Hl(1 + alr) 8. A | 
o2(1—|7), |r|g1 2 ， 2 
9. Bn)= {0 Ir|>L. 9. 徊 (sin 和 /多 
10. 4e-eirl(L + alr| + #40272) 10. 有 sa 
一 ccdr| 2Aazx? 
11. Ae (cos BT $sin Br) 11. ee 











作为 随机 过 程 论 的 初步 介绍 就 到 此 为 止 ; 附带 补充 几 句 话 . 


随机 过 程 论 是 概率 论 的 一 个 重要 分 支 ， 近 三 、 


发 展 ， 积 累 了 非常 多 的 资料 . 我 们 在 本 章 内 ， 
于 此 ， 可 以 看 专门 的 书 : 关于 过 程 论 的 较 全 面 的 叙述 见 参 考 书 四 ,6l,D7,Ils], 侧重 于 应 用 
的 书 见 [19),[20],[21]， 关 于 平稳 过 程 的 专著 见 [22],[23],[24],[25]; 关于 马尔 科 夫 过 程 的 专著 见 
[26],127],[28),[21]; 有 关 马 尔 科 夫 链 的 深入 论述 见 [29]; 关于 这 两 类 过 程 的 基本 理论 见 [35]. 
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四 十 年 来 ， 这 门 数 学 学 科 有 了 莲 勃 的 


对 它 只 是 作 了 一 个 初步 的 介绍 ， 读者 如 有 志 


习 题 
1 设 齐 次 马 氏 链 的 转移 概率 和 矩阵 为 


1/2 1/3 1/6 
1/3 加 
1/3 1/2 1/6 
问 此 链 共 有 几 个 状态 ? 求 二 步 转移 矩阵， lim pjx 是否 存 在 ? 并 求 之 ， 此 链 是 否 遍历 ? 
2. 从 1,2,3,4,5,6 六 个 数 中 ， 等 可 能 地 取出 … 数 ， 取 后 还 原 ， 不 断 独立 地 连 取 下 去 ， 如 果 在 前 n 次 中 
所 取得 的 最 大 数 是 j, 就 说 质点 在 第 步 时 位 置 在 状态 j. 这 质点 的 运动 构成 一 齐 次 马 氏 链 ， 试 写 出 状态 
空间 及 转移 概率 夭 阵 . 
3. 没 {i,t € l0,co)} 是 普 阿 松 过 程 ， 6o = 0, 试 求 它 的 有 穷 维 分 布 函 数 族 . 
4. 设 {tote [0,co)} 是 维 纳 过 程 ， 6o 三 0, 试 求 它 的 有 穷 维 分 布 函数 族 ， ( 设 o = 了 1 
5. 设 {EL € 已 } 是 均 方 连续 纶 平稳 过 程 ， 具 有 相关 阔 数 Be(7) 及 谱 函 数 Fe(z), 取 复 常数 ax 及 实 
常数 st,k 一 1.…,n, 并 定义 、 


nn 


= > apéttsp; (t € Ri). 


二 1 


试 证 {mt € 局 } 也 是 均 方 连续 绚 平稳 过 程 ， 并 求 这 过 程 的 相关 函数 B,(7) 及 谱 函 数 F(z). 
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第 五 章 数理 统计 初步 
85.1 ”基本 概念 


(一 ) 引言 ， 到 现在 为 止 , 我 们 总 是 从 已 给 的 随机 变数 出 发 , 来 讨论 的 种 种 性 质 ， 
这 时 € 的 分 布 函数 F(z) 都 已 事先 给 定 ， 然而 在 实际 问题 中 ， F(x) 常常 是 未 知 的 . 

我 们 来 考虑 一 个 具体 的 例子 . 

某 砖 厂 生产 青 砖 ， 由 于 原料 和 生产 过 程 的 种 种 随机 因素 ， 各 块 砖 的 抗 压 强度 一 般 是 不 
同 的 .以 w 来 记 一 块 砖 ，&(w) 表 这 块 砖 的 抗 压强 度 ， 当 w 变动 时 ， 我 们 便 得 到 一 随机 变 
数 ， 试 问 如 何 求 出 (或 近似 地 求 出 )t 的 分 布 函数 | 


F(z)=p(é & 1)? 


基于 长 期 的 生产 经 验 ， 人 们 提出 假设 : 这 分 布 是 N(a,o) 正 态 的 . 试问 如 何 来 判断 这 假设 
的 正确 性 ? 在 某 些 实际 问题 里 ， 有 时 我 们 并 不 需要 完全 确定 F(z), 而 只 需要 知道 砖 的 平均 
抗 压强 度 Eé 或 所 的 其 它 数字 特征 ， 试 问 如 何 来 估计 E&? 

关于 最 后 一 个 问题 ， 通 常会 这 样 想 : 由 于 全 部 青 砖 所 成 的 母体 的 块 数 太 多 ,不 可 能 一 
一 计算 ， 我 们 只 好 从 其 中 随机 地 取出 几 块 而 观察 它们 的 抗 压强 度 &,…, én, 这 nn 块 砖 构成 
一 容量 为 ”的 子 样 ， 然 后 以 这 子 样 的 平均 值 区 6 作为 母体 的 数学 期 望 . 


应 该 从 两 种 观点 来 考虑 子 样 (£1,… ,én) 的 函数 


gb) = Dé 四 


nN 
i=1 


一 方面 ， 在 抽样 以 前 ,每 个 的 值 可 以 是 ¢ 所 能 取 的 值 中 的 任 一 个 ， 我们 不 能 准确 地 预言 
它 的 值 ， 因 而 生产 条 件 不 变 时 ， 每 个 & 可 看 成 为 与 有 相同 分 布 的 随机 变数 ， 如 果 每 次 
取样 是 还 原 地 独立 进行 的 ， 还 可 假定 各, 所 相互 独立 ; 这 时 ， 作 为 随机 变数 (和 6) 
的 函数 ，g(&1,…,é&n) 也 是 一 随机 变数 ， 另 方面 ， 在 抽样 以 后 ， &; 的 值 已 完全 确定 是 一 常 
数 ， 这 常数 是 对 &; 的 一 次 观察 值 ， 不 过 我 们 仍 记 它 为 &, 因而 g(&1,… ,x) 也 是 一 常数 

本 章 中 ， 我 们 只 考虑 数理 统计 中 一 些 基本 问题 ， 设 已 给 代表 母体 的 随机 变数 &, 要 研 
究 的 是 : 

1° 未 知 分 布 函 数 的 估计 : 试 根据 对 的 个 独立 的 观察 &1,… ,én 来 估计 的 分 布 函 
数 ， 有 时 也 称 (&1,… ,én) 的 容量 为 的 子 样 . 

2° 未 知 参 数 的 估计 : 设 a 为 & 的 某 数字 特征 (例如 数学 期 望 、 方 差 等 等 ), 试 根据 子 样 
刀 ,… ,én 来 估计 a 的 值 . 

如 果 取 一 个 函数 g(&1,…,én) 来 做 为 a 的 估 值 ， 便 称 9(&1,… ,én) 为 a 的 点 估 值 ， 如果 
取 两 个 函数 gi = g1(é1,.* ,én) 及 g2(é1,.… ,én), 使 以 充分 大 的 概率 ， 不 等 式 


gi1<a<g2 
1 数学 上 严格 地 说 ， 不 国定 w 时 ， g(t1(w),… ,én(w)) 是 一 随机 变数 ;但 固定 w 时 ， g(&1(w),… 6n(w)) 是 一 党 


数 ， 每 抽 完 n 个 样 ， 相 当 于 固定 一 次 w,w = (w1,… ,wn) 是 复合 随机 试验 B= E" 的 一 个 基本 事件 ， 忆 表 抽 样 一 次 
的 试验 . 
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成 立 ， 亦 即 区 间 (g1,92) 包含 常数 a, 那么 便 称 这 种 估 值 方法 为 区 间 估 值 . 

3° 统计 假设 的 检验 : 根据 子 样  ,…,é，, 及 预先 给 定 的 概率 ， 来 肯定 或 否定 某 一 假设 
H.H 可 以 是 ， 璧 如 说 : 

五 :未知 分 布 是 某 分 布 (例如 ， 是 正 态 分 布 ， 普 阿 松 分 布 等 等 ). 

瑟 :未知 的 参数 取 某 定 值 或 属于 某 集合 . 

我 们 注意 ， 以 上 问题 远 未 穷尽 数理 统计 中 的 全 部 基本 问题 . 

(二 ) 未 知 分 布 函数 的 估计 . 

设 £ 为 随机 变数 ， 它 的 分 布 函数 F(z) 未 知 ， 对 & 进行 n 次 独立 的 观察 而 得 


EC (2) 
把 它们 按 大 小 排列 为 
GS (3) F(z) 
这 种 按 单调 不 减 排 列 后 的 序列 很 是 重要 . 定义 函数 
F(z): 
0，z< 刀 时 ， 
k 1 
Fn (x) 一 nn Er Zi< ER41 时 ， 7 
1，z>& 时 . 和 Gl 
5 ex,.….,e: 的 值 固定 时 ， 已 (z) 是 一 分 布 函数 ， 只 能 在 各 (kt = 1,…,n) 处 有 断 点 ， 跃 度 是 
i 的 倍数 (如 有 1 个 元 相 重 ， ER_1 < Ex 一 1 一 “二 Ek+L-1 < Ekr1 则 在 断 点 人 上 的 跃 度 
为 *)- 
称 F(z) 为 的 经 验 分 布 函 数 . 
现在 采用 另 一 观点 来 考虑 f(z), 这 是 下 面 一 切 讨 论 的 基本 观点 . 如 前 所 述 ， (2) 中 


的 ee 可 看 成 是 4 个 独立 的 具有 相同 分 布 函 数 F(z) 的 随机 变数 ， 因 而 对 每 个 固定 的 
ze 局 ,作为 如,….,6 的 函数 ， 已 (z) 也 是 一 随机 变数 ， 实 际 上 
P(Psta) = 和 ) = P( 恰 有 k 个 &: <) (4) 


为 了 计算 右 方 值 ， 注 意 n 次 独立 观察 可 看 成 n 重 贝 努 里 试验 B= E", 其 中 五 为 一 次 观 
察 . 以 4 表 事 件 “观察 值 落 于 (-co,z] 中 ”, 则 上 式 右 方 概率 等 于 上 中 4 出 现 上 次 的 概率 ， 
因为 & 与 有 相同 的 分 布 函数 ， 故 每 次 试验 中 4 出 现 的 概率 为 F(z), 从 而 


P( 忆 (= = = ( [F(z)] [1 ~ F(z)]™ *. (5) 
下 面 的 格 里 文科 (Taserxko 定理 指出 ， 当 n 一 oo 时 ， 以 概率 1,{Fn(z)} 关于 z 均匀 地 


趋 于 F(z). 作为 准备 ， 先 述 
引 理 1 设 {4x),k==1,2,… 是 一 事件 列 ， 如 果 


P(Ax)= 1, (k= 1,2,...) (6) 
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< lim 》 P(A)=0. 口 
k=1 


定理 1 ( 格 里 文科 ) 设 F(z) 是 随机 变数 & 的 分 布 函 数 ， 厂 ,(z) 是 的 经 验 分 布 函 数 ， 则 当 
n 一 00 时 有 
P( lim sup .|Fn(x)— F(z)|=0)=1. (7) 


证 简 记 DD = suP |Ea(z) 一 忆 (z)|. 由 Fn(z), F(z) 的 右 连续 性 ,得 D, = sup [Fn(z) 
—F(z)|, 其 中 M 是 全 和 体 有 理 数 集 ， 故 M 可 列 . 对 a € Ri, 


(D» < o)= {) (IFa(z) ~ F(z)| < o), 


EM 


作为 可 列 多 个 事件 的 交 ， (D。<s a) 也 是 一 事件 ， 因 而 D, 是 随机 变数 .根据 $3.1(10) 式 ， 
知 (lim Dn = 0) 是 一 事件 而 (7) 中 左 方 P( lim Du = 0) 有 意义 . 
对 任意 整数 >, 令 


zrk = inf(z : F(z —0) < = < F(z)= F(z+0)),k=1,2,...,7. 


以 4 表 事 件 《< ze 显然 P(4) = F(zr,k 一 0). 因为 在 ”次 独立 观察 中 ， 事 件 4 出 现 的 
频率 为 Eu(z 一 0), 故 由 强大 数 定理 (83.3 系 4) 得 


P (lim F(zrk — 0)= F(xrk — 0))=1. (8) 


类 似 地 ， 考虑 事件 “é < Tr,k” 后 ， 可 得 


P(lim F(zrx)= F(zn)) = 1. (9) 


定义 事件 


Br=(lim F(zrg—0)= Feng — ON (lm F(zrg) = F(zr,gk)), 
B= (1) Bx. 
k=1 
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由 (8)(9) 及 引 理 1, 得 P(Br) = 1, P(Br) = 工 易 见 
Br =( lim max |F,(zrg ~ 0)— F(z — 0)|= 0) 


二 
n (lim, as, Im- Fant)| =0). (10) 
再 令 B= Nn B", 仍 由 引 理 1, 有 P(B) = 1 
对 任意 z e [zeyzrk+i, 有 
Fn(znk) 入 本 (z) 入 有 (zk 一 0)， 


F(zr,k) < F(z) < F(Tr,k+1 一 0)， 


从 而 
F(Tr,k) 一 F(z p+1 一 0) < F(z) 一 F(x) < F(Tr,k+1 一 0) 一 F(zr,k). (11) 
根据 
0 < Fo 0) ~ F(z.n) < 2 (12) 
可 以 证 明 
加 -FS ges, [Fa(ent) -Fena 
+ Pork 一 9 一 Pene 一 9+ >. (13) 
实际 上 ， 如 琴 (z) 一 F(z) > 0, 由 (11)(12) 得 
Fn(7) — FE) & |Fn(zrpt1 ~— 0)— Fxgt1 — OF + IF kt — 0) — F(xr,r)| 
< Oe, IFs, (zr 一 0) — F(zrk — 0)|+ ; (14) 
如 F(z) 一 (zx) < 0, 类 似 有 
[Ens(2) — F(Z)| < IF(zrgt1 ~ 0)— F(zr,r)| + |F (Tr) — Fn (cr,p)| 
< 四 让 Pen) — Penp)+ = (15) 
由 于 (14),(15) 对 任意 z € [ze zr,zrkH) 正确 ， 故 (13) 得 证 . 
由 (13) 及 (10) 可 见 
Bc (im sup [F(z)— F(z)| < 2 (16) 


Zr,1 委 工科 Trir 


注意 ，zrr 是 一 不 依赖 于 > 的 常数 ， 记 为 b, 而 zri 是 7 的 不 增 函 数 ， 故 zl lo -co < a < 
bg co, 当 a 或 有 穷 时 如 zz <a, 则 了 (xz) = F(z)=0; 如 zz5, 则 也,(x) = 了 F(z)=1, 因 而 
由 (16) 得 

Bc (lim p, < i), 
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其 中 有 为 任 一 正 整数 ， 由 天 的 任意 性 
Bc (lim D, =0). 
既然 P( lim Du = 0) 有 意义 ， 我 们 得 到 
P(lim DD, = 0) > P(B)=1. 


于 是 (7) 式 获 证 . 口 
注意 ， 如 (7) 中 的 sup 去 掉 ， 那 么 ， 对 每 个 固定 的 ze RI 有 
im |Fn(z)— F(z)|=0, (a.s,) 
由 强大 数 定理 ， 这 是 显然 成 立 的 !, 故 格 里 文科 定理 的 主要 点 正在 于 此 sup, 即 上 式 中 收敛 


(三 ) 子 样 的 数字 特征 . 经 验 分 布 函数 五,(x) 是 离散 型 的 ， 这 分 布 函数 的 密度 矩阵 是 


全 全 人] om 


当 观 察 值  ,… ,én 国定 时 ， 它 是 一 普通 的 分 布 函 数 ， 它 的 数字 特征 容易 求 出 ， 例 如 


平均 值 E 一 二》 6 (8) 
方 卷 2 = 二》 (6 5) (19) 


等 等 ， 我 们 分 别称 &,s? 为 子 样 平均 值 及 子 样 方 差 . 类 似 地 可 以 定义 子 样 的 任 一 数字 特征 
”为 配 (z) 的 对 应 的 数字 特征 ， 其 中 特别 重要 的 是 子 样 的 & 阶 矩 (或 中 心 矩 ), 中 位 数 及 众 数 
等 等 . 

值得 注意 的 是 : 当 子 样 变动 时 ， &1,… ,tn 是 随机 变数 ， 既 然 子 样 的 数字 特征 由 随机 
变数 ,… ,én 决定 ， 故 这 些 数字 特征 本 身 也 是 随机 变数 . 

由 于 经 验 分 布 函 数 瑟 (z) 以 概率 1 均匀 趋向 于 é 的 分 布 函 数 F(z), 自然 地 想到 : 是 否 
可 以 用 子 样 的 数字 特征 来 作为 & 的 对 应 的 数字 特征 的 估 值 ?例如 ， 当 % 甚大 时 ， 是 否 可 用 
(18) 中 的 来 近似 地 估计 Et? 这 问题 决定 于 我 们 对 估 值 的 要 求 ， 留 待 以 后 详细 讨论 . 

(四 ) 直方 图 . 关于 分 布 函数 F(z) 的 近似 求法 已 由 格 里 文科 定理 解决 ， 现 在 来 讨论 分 
布 密度 的 近似 计算 问题 ， 并 介绍 实际 中 常用 的 直方 图 . 

先 设 上 是 离散 型 的 ， 密 度 和 矩阵 为 . 

(2 2 0) 


1 实际 上 , 令 G=4 如 人 2G 二 0, 如 >z 则 P(Gi =1)= F(z), 而 且 Fn(z) = Go F(z), (a.s.). 
i=L 
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其 中 Pi? 一 1 2 未 知 . 对 [a 作 n 次 独立 的 观察 而 得 En 令 f:( 依 赖 于 n) 为 满足 
如 = 的 7 的 个 数 ， 亦 即 事件 “= ai” 在 此 7 次 独立 观察 中 的 出 现 次 数 ， 则 由 强大 数 定理 


lim Di (i = 1,2,...), (a.s.). (21) 


no00N 


由 此 可 见 , 当即 充分 大 后 , 下 面 的 图 1 与 图 2 应 很 相似 (其 中 只 取 4 个 信 ， 六 pi = 
i 二 1 


p fa 
3 
~ 入 fo 他 
Di| 22 2 n 的 fa 
nn 
Ql Qa2 人 3 人 4 al Q2 Q3 a4 
图 1 图 2 


次 设 是 连续 的 ， 密 度 函 数 f(z) 未 知 ， 对 任 一 有 限 区 间 (a, 引 , 用 下 列 分 点 分 成 m 个 
子 区 间 (m < n), 其 长 度 不 一 定 要 相等 


a=7X0<TI < <Tm1<Tm=b 


对 & 的 于 次 独立 观察 各 ,各 中 ， 落 于 (zi,zitri] 中 的 设 为 广 个 ,因而 事件 “zi < < zi 
的 频率 为 去 . 由 强大 数 定理 . 
im f= P(r <é < za) = / 和 f(s)dz, (as 


noo00N 


因此 ， 如 f(z) 连续 ， 则 当 n 充分 大 时 ， 有 





~ Azif (zi), (Azi = Tiy1 — Ti), 
办 
i hl je) 
n Arzi ~ ’ 
今 定义 函数 
;1 
enr(2Z) 一 f “ Arz; 


当 z <z& 和 zi 称 on(zj, xz € (a,4] 的 图 形 为 
(a,b] 上 的 直方 图 ， 当 mn 及 m 充分 大 时 ， 在 (中 
上 ， 这 图 近似 于 f(z) 的 图 ( 见 图 3). 





§5.2 ” 子 样 数字 特征 的 分 布 
(一 ) 子 样 的 平均 值 与 方差 . 设 随机 变数 & 的 分 布 函 数 为 F(z), 对 进行 ”次 独立 的 
观察 而 得 一 容量 为 的 子 样 
(&1,.** ,én). (1) 
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前 面 已 经 讲 过 ， 可 以 假定 各 ,和 为 独立 同 分 布 的 随机 变数 ， 有 相同 的 分 布 函 数 为 F(z). 

考虑 子 样 的 一 个 数字 特征 

G = g(&1,:… ,én), (2) 

其 中 g(z1,… ,zn), (zi € Ri1) 是 某 一 元 波 雷 耳 可 测 函 数 , 因而 G 也 是 一 随机 变数 (82.8( 一 )). 
在 数理 统计 的 许多 问题 中 ， 重 要 的 是 

1. 求 出 G 的 分 布 ; 关于 求 此 分 布 的 一 般 方法 已 在 $2.8 中 讨论 过 . 

2. 求 出 G 的 数字 特征 ， 如 平均 值 ， 方 差 等 . 

3. 当 g(&1,… ,én) 的 精确 分 布 难以 求 出 时 ， 试 求 当 nn 一 oo 时 ， 9(6 ,和 ) 的 极限 分 
布 . 

现在 来 举 一 些 例子 ， 以 下 假定 


例 1 考虑 子 样 平均 值 


BE= 7 Bi = (9) 
i=1l 
一 1 忆 oo? . 
DE=3 2 D5 = 万 ， (5) 


这 里 出 现 了 一 重要 事实 : 虽然 BE = Bk 与 n 无关， 但 的 方差 却 只 是 DE 的 +. 

设 £ 有 正 态 分 布 N(a,0), 由 6,…,é， 的 独立 性 及 正 态 分 布 的 性 质 ($2.11,(44)), 可 见 € 
也 有 正 态 分 布 为 N(@, 协 ). 

如 果 & 不 一 定 有 正 态 分 布 ， 但 方差 非 0 而 且 有 穷 ， 根 据 中 心 极限 定理 (83.4, 定理 1)， 
得 





与 一 ma | je 
二 > 一 所 6 
r( 二 < 本 1/ 。 dz, (6) 


亦 即 





(至 <] -所 三 ds, (n 一 co). (7) 


为 了 方便 , 我 们 引进 一 定义 : 设 对 随机 变数 列 {Y%} 存在 二 列 常 数 ，{a} 及 {onj,an 关 0 
使 所 =en 的 分 布 函数 F(z) 当 n 一 oo 时 趋 于 某 分 布 函数 F(z), 就 说 7 为 (own) 渐 近 
F(z) 的 ， 特 别 ， 如 F(z) = 大 /edz, 就 说 ,为 (oon) 渐 近 正 态 的 ， 

(7) 式 表示 ，《 为 (a, 气 ) 渐 近 正 态 的 . . 
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例 2 考虑 子 样 的 方差 


DE (8) 


I=1 j=1 
由 于 EGG -a)? =0?,B(E -a)? = DE= 守 , 故 


Es mo 12 
n n 

与 (4) 式 不 同 ， 这 里 子 样 方差 的 平均 值 Bs? 不 等 于 上 的 方差 o2, 尽管 当 m 甚大 时 ， Es? 与 

o? 相差 其 微 ， 对 固定 的 n, 有 时 考虑 修正 子 样 方差 





3S 
多 一 工 


S*2 一 Nn 2 一 一 》， (与 ae? (10) 
j=1 


更 方便 ， 因 为 由 (9) . 
o =0. | (11) 








(二 ) 正 态 母体 情况 . 当 & 的 分 布 一 般 时 ， g(&1,… ,én) 的 精确 分 布 很 难 求 得 .但 在 正 
态 分 布 情形 ， 有 些 重要 的 结果 ， 现 在 就 来 叙述 . 
定理 1 设 上 有 正 态 分 布 N(a,o), 则 容量 为 的 子 样 (&1,… ,én) 的 平均 值 & 及 方差 ? 
相互 独立 ， 而 且 有 N(a, 乞 ) 分 布 ， 又 有 自由 度 为 mn- 1 的 Xx? 分 布 ， 
注 1 以 后 记 自 由 度 为 天 的 x2 分 布 为 x?(k). 
证 先 在 a=0 的 假定 下 证 明 所 需 结 论 . 引进 新 的 随机 变数 六 ,ynmi 
1 
321 三 vT 5 
ya 二 也 5 (£1 + é2 — 2é3), 
. ， - (12) 


1 (外 和 1， 


Yr Vn—1n 


访 (二 外 十 二 名 1 二名) 


(£1 ~ €2), 


我 们 来 证 明 : ,… ,yn 独立， 有 相同 分 布 为 N(0,o0). 
实际 上 ， 以 ai; 表 (12) 中 第 i 个 方程 内 & 的 系数 ， 易 见 


QikQjk = 0ij, 
(13) 


MI 


akiabj = 6i7, | 


mr 
| 
已 
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其 中 6;; = 1 或 0, 视 =j 或 i 关 j 而 定 ， 因 而 (1)… yn) 是 自 (和 和) 经 正 交 变换 而 
来 ， 既 然 正 交 变 换 保 留 长 度 不 变 ， 故 


n n 
> R=,8, 
?一 | i=1 


而 且 (12) 中 变换 行列 式 的 值 为 1. 
注意 (&1,…,én) 独立 ， 有 相同 分 布 为 W(0,c), 故 它们 的 联合 分 布 是 n 维 正 态 的 ， 密 度 


1 ) 加 
€ 2c2 . 
G 27 于 


经 过 此 正 交 变换 后 ， )，…,gr 的 联合 分 布 也 是 n 维 正 态 的 ( 见 $2.12( 三 )). 
由 (12)(13) 易 见 





By; 一 0, Ey? 一 02, Eyiy; 一 0， (i * 也 )， (14) 
由 不 相关 性 立 得 wj,… ,yn 的 独立 性 ($2.12). 既然 正 态 分 布 的 边沿 分 布 也 是 正 态 的 ， 
赦 由 (14) 还 可 见 y; 有 N(0,o) 分 布 . 
(12) 最 后 一 式 表示 yn = &Vn, 由 此 得 


n n n n—l 
ns = (6 0) ne = R=) %, (15) 
t=1 4=1 i=1 1 二 1 
ns? es Yi\2 
7 = 2 (F) (16) 


oO ， 
一 了 


因为 吕 是 n 一 1 个 独立 的 具有 相同 分 布 N(0,1) 的 随机 变数 至 的 平方 的 和 ， 故 由 82.8 定 
理 2 知 喀 有 x?(n 一 1) 分 布 . 


2 n—1 2 
最 后 ， 由 于 Yn-1, Yn 独立 ， 由 83.3 引 理 1， 知 862 一世 2 (至 ) 与 《= 执 独立 ， 


于 是 定理 在 a=0 的 假定 下 得 证 . 
今 除去 此 假定 ， 考 虑 











C=€—a, G=6ti—a. 

， 1 < 民 1 

C=é—0, 1 
由 2 的 独立 性 立 得 7 的 独立 性 ， 既 然 5 有 N(0,c) 分 布 ， 可 见 有 和 (a,0) 分 布 ， 口 

注 2 一 眼看 来 ， 二 与 ?的 相互 独立 性 使 人 惊异 ， 因 为 2 一 二 沁 (& 一 9? 是 的 本 

数 ， 然 而 这 n 个 平方 项 不 是 独立 的 ， 这 是 由 于 ， 它 们 之 间 有 关系 式 D(H)=0. 引进 
yi 后 ， (15) 把 ns? 化 为 n 一 1 个 独立 随机 变数 的 平方 和 ， 由 此 可 见 吕 的 x2 分 布 有 自由 
度 为 n 一 1, 这 不 是 偶然 的 . 
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系 1 设 上 有 正 态 分 布 N(a,o), 则 随机 变数 





(17) 


有 自由 度 为 n 一 1 的 学 生 分 布 . 
注 3 以 后 记 自 由 度 为 k 的 学 生 分 布 为 t(k). 
证 由 定理 1 知 下 列 二 随机 变数 





FF 2 
xX=Vit a y= 


o 02 


独立 ， 而 且 X 有 N(0,1) 分 布 ，Y 有 自由 度 为 ”- 1 的 X2 分 布 ， 于 是 由 82.8 定理 3 知 





t=vn-l 一 Vn 1 


X 
VY 
的 分 布 是 t(n 一 1) 分 布 .， 口 

注意 (17) 中 的 上 及 其 分 布 都 与 c 无 关 ， 而 的 分 布 则 依赖 于 a 及 o, 这 使 我 们 有 可 能 
在 未 知 c 时 来 检验 关于 a 的 假定 ， 见 85.5. 

考虑 Gamma 函数 





r= ede, (p>0) (18) 
在 数学 分 析 中 已 看 到 
T(p+1)= pr(p), (19) 
特别 ， 当 p 等 于 正 整 数 n 时 ， 得 
r(n+1)=n! (20) 
在 (18) 中 ， 作 变换 y = z,(c > 0), 得 
I'(p) _ ~ P 一 1e 一 cy : 
记 -/ y dy. (21) 


如 果 c = a+ Bi 为 复数 ,但 a > 0, 由 复 变 函 数 积分 论 中 的 柯 西 (Cauchy) 定理 ，(21) 仍 
成 立 . 
考虑 函数 


{ 当 z < 0， 
(22) 


—-7x? le 2， 当 z>0， 
其 中 5 > 0,p > 0 为 二 常数 .因为 p(z) > 0, 而 且 由 (21) 得 


Oo Oo 2 
/ p(T)dz = | b zr le trdr=1. 
一 co 0 rT(p) 


故 gp(z) 是 密度 函数 ， 以 p(z) 为 密度 函数 的 分 布 称 为 Gamma 分 布 或 人 - 分 布 ， 它 含 二 参数 
b > 0,p > 0, 记 此 分 布 为 Tlb,pl. 
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由 (21) 易 得 T- 分 布 的 特征 函数 为 


f(t) = / eitzip(zjdz 一 mo / zp-le— (bit)z yy 
一 2 T(p) Jo 


br TIT(p) 认 \ -Pp 
= ;) : 


由 (23) 知 : 对 T- 分布 ， 下 面 的 加 法 定理 成 立 : 





(23) 


Tb, Pi] * bb, pa] = Tb, Pa + p2] (24) 
I- 分 布 的 两 个 重要 特殊 情况 是 : 
(i) p= 1 时 化 为 指数 分 布 


0, 当 z < 0, 
?7) = 人 当 z > 0. 05) 


(i p= ,6 二 二 时 ， 化 为 具 自 由 度 n 的 x? 分 布 


0, 当 x < 0, 
p(T) = | 1 1 _ 业 (26) 


237(3)” e-2， 当 xz >0. 


回 到 原来 的 问题 ， 设 6,7 分 别 有 正 态 分 布 为 N(atc) 及 和 N(a2,0), 它们 的 方差 相同 对 & 进 
行 mi 次 独立 的 观察 而 得 《1 作 


对 7 进行 nz 次 独立 的 观察 而 得 加,… ,mn,, 作 


定理 2 设 和 1 相互 独立 ， 则 随机 变数 








nin2(nit+n2—2) E€—7— (al — az) 
2 ™ 
有 tt+m -2) 分 布  ， 

证 由 定理 18H, 吕 分 别 有 Xu 一 1) 及 X2(nz - 1) 分布， 由 (24) 知 





2 
n1s? 十 N282 


Y= 了 


用 (ni +nz 一 2) 分 布 ， 其 次 ，- 丰 (a1 一 a2) 有 NN(0,o VV 坟 十 去) 分 布 ， 故 


4 E -7-(o-a) /nn  €-7- (al 一 2) 
rr / 工 十 工 nit+n2 o 


ny nz 
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有 N(0,1) 分 布 ， 于 是 
T= Vm1 十 ma 一 2 一 一 (28) 


有 tni +na 一 2) 分 布 ， 口 
定理 2 可 用 来 检查 二 平均 值 oil, aa 是否 相 等 ( 见 $ 5.5). 





853 点 估 值 


(一 ) 估 值 好 坏 的 标准 ， 设 随机 变数 6 的 数学 期 望 a = 未 知 ， 试 问 如 何 根据 对 的 
n 次 独立 观察 6 ,én 以 估计 a 的 值 ? 
由 于 a= Eé, 自然 想到 ， 应 该 用 


2&(6 cn) = 一 1 (1) 


作为 a 的 估 值 ， 然 而 ， i 是 否 a 的 最 佳 估 值 ?所谓 “ 佳 ”的 标准 又 是 什么 ? 


问题 的 一 般 提 法 如 下 : 设 的 分 布 函 数 为 F(z,91,…,9k), 其 中 1,… ,04 是 未 知 参数 ; 
试 根据 对 & 的 ”次 独立 观察 &1,… ,én, 求 出 0; 的 最 佳 估 值 全 (1,… 6) 这 里 8(z ,zh)， 
(zj e Ri) 是 待 求 的 某 波 雷 耳 可 测 函数 . | 

由 问题 的 提 法 可 见 ， 首 先 要 树立 估 值 好 坏 的 标准 . 总 的 想法 是 : 希望 未 知 参数 9 与 它 
的 估 值 (61,… ,én) 在 某 种 意义 下 最 为 接近 ， 具 体 说 来 有 

1° 无 偏 性 : 称 估 值 6 = Gj(&1,…,é%) 是 无 偏 的 ， 如 果 ! 


~ 


EO0=0. (2) 
例如 ， 由 85.2(4) 可 见 = 主 沁 扣 是 数学 期 望 a。= Et 的 无 偏 估 值 ， 非 无 偏 的 估 值 可 举 


方差 一 DE 的 估 值 呈 = 支 呈 (6 一 司 为 例 ， 因为 由 $5.2(9); Bs? = 号 1o2 尖 o2. 然而 修改 
s2 使 成 ?= 75? 后 ， 则 s*? 是 无 偏 的 . 
无 但 性 远 不 能 唯一 决定 估 值 . 例如 他 = 显然 也 是 ao 的 一 个 无 偏 估 值 . 
在 许多 无 偏 的 估计 中 ， 自 然 应 以 对 6 的 平均 偏差 较 小 的 为 好 ， 故 可 引入 
2。 有效 性 : 设 及 4 都 是 6 的 无 偏 估 值 ， 如 果 
DO < D0, (3) 


就 说 6 较 捐 有效; 如 果 对 国定 的 nD6 的 值 达到 极 小 ， 就 称 6 为 9 的 有 效 估 值 
例如 ， 考 虑 a= Bé 的 两 个 无 偏 估 值 5 一 去 呈 各 及 了 一 局 由 5.2(5) 得 


2 
一 o -一 
一 系 a2= Da, 

a 





180= 六 7 60e ee mn) dF(z1,0)... dF(zn,0) 
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故 上 较 6 有 效 . 
甚至 任 取 ”个 非 负数 ci, 使 2 ci = 1 显然 
z=1 


< 
er 


n 2 n 
Dé = 一 一 (Pe) <" (a) = Da, 


可 见 较 一 切 部 ci 有 效 ， 由 于 这 种 种 原因 ， 我 们 乐意 用 支 2 6 作为 本 的 估 值 


注意 = A&1,…,én) 仍 束 于 子 样 的 容量 ww 有 必要 强调 n 时 ， 宜 记 6 为 多 , 无 偏 性 与 
有 效 性 适用 于 任 一 固定 的 n. 

自然 希望 ， 当 子 样 的 容量 越 大 时 ， 对 9 的 估 值 越 精确 ， 因 而 引进 下 面 的 “一 致 性 ” 
定义 ， 它 适应 于 当 n 充分 大 的 子 样 . 

3° 一 致 性 : 称 估 值 0. 为 一 致 的 ， 如 对 任意 es > 0, 有 


,lim P(I0,.—0| > e)=0. (4) 
为 了 使 人 是 9 的 一 致 估 值 ， 只 需 
im ElG, -0l" =0. (5) 


对 某 7 >0 成立， 实际 上 由 马尔 科 夫 不 等 式 


~ 


P(B, 01> 0) < Se 0, (ns o0) (6) 
举 几 个 简单 的 例 : 
由 大 数 定理 可 
P(3De-Be>e) 0, (n 一 00), (7) 


故 石 一 二 总 如 是 Bk 的 一 致 估 什 
其 次 ， 由 于 品 = 二 半 如 如, 故 如 DE = o2 有 穷 ， 在 (7) 中 以 全 代 总 后 ， 知 于 呈 各 
i 二 1 i 二 


依 概率 收 伍 于 Be?, 而 依 概率 收敛 于 (BE)?, 从 而 号 一 2 (P) "这 表示 怠 是 o? 的 一 致 
估 值 ， 因 为 ;一 1 故 s 六 = is 也 是 co? 的 一 致 估 值 . 


1 如 用 强大 数 定理 ， 甚 至 有 《E 一 EE (as s2 一 0? (a.s.) 
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类 似 地 可 以 证 明 工 习 6f 是 Bt" 的 无 偏 一 致 佑 值 ， > 1 
?一 1 


上 述 无 偏 性 ， 有 效 性 ， 一 致 性 是 对 估 值 的 基本 要 求 ， 除 了 这 些 以 外 ， 还 有 种 种 标准 ， 


不 去 深究 了 


(二 ) 求 估 值 的 方法 . 至 今 已 看 到 : Es"2,1 De > 1) 分 别 是 Bt, Dé 及 Et" 的 无 偏 、 


一 致 估 值 ， 而 s? 是 Dé 的 一 致 估 值 ， 因 而 对 这 些 数 字 特 征 的 点 估 值 是 简单 的 . 


例如 ， 正 态 分 布 N(a,c) 中 的 a( 数 学 期 望 ),o?( 方 差 ); 普 阿 松 分布 中 的 和 (数学 期 望 ); 二 


项 分 布 B(n,p) 中 的 np( 数 学 期 望 ) 等 等 的 估 值 都 可 由 上 求 出 . 


一 事件 4 出 现 的 概率 P(4) 可 用 频率 各 来 作 估 值 , 实际 上 , 令 上 = X4, 其 中 X4(w) = 


或 0, 视 we A 或 weA 而 定 ， 则 P(4)=B6, 而 名 =19& 
i=1 


至 于 一 般 的 参数 9 应 如 何 求 它 的 佑 值 呢 ? 常用 的 有 两 种 方法 : 和 矩 法 与 最 大 似 然 法 ， 


(A) 算法 : 
和 矩 法 的 本 质 在 于 以 子 样 的 ” 阶 矩 作为 Bé” 的 估 值 . 


设 的 分 布 函数 的 形状 F(z,91,…,94) 已 知 ， 但 参数 01,…, 94 未 知 ， 我 们 假定 上 的 大 


阶 矩 mx 存在 ， 因 而 & 的” 阶 扼 


mr = mr(01,..., 0x) -|/ zdF(z,01,...,0x.), 7 一 1), 2 ,大 


是 0……,6 的 函数 .考虑 对 的 mn 次 独立 观察 6,… ,én, 作 此 子 样 的 7 阶 撼 
?一 1 


在 个 方程 


mar(01 ,Or) = mmr, rr 二 1,2,...,k 


中 , 视 序 , 为 已 知 , 视 01,… ,0; 为 未 知 , 一 般 可 解 得 页 = 页 (各 6 人 = 的 (6 


例 1 设 5 有 均匀 分 布 ， 密 度 为 


1 
p(x) = {= 如 z € [91, 91 十 92]， 
0, 如 zeE[01, 01 十 02]， 
其 中 01,9 为 未 知 参 数 ， 由 于 
7721 = 成 =0+ 鲁 


02 
7n2 一 Eeé? 一 0 十 0102 十 村， 


… 


én), 


(10) 
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解 (10) 即 得 92,6 的 估 值 分 别 为 


而 且 人 抽 及 义 都 是 一 致 估 值 ， 附 带 指 出 ， De = 邹 . 

(B) 最 大 似 然 法 : 

设 上 的 分 布 是 连续 型 的 ， 密 度 函 数 ftz,b,…;,ek) 的 形状 已 知 ， 但 含有 个 未 知 参 类 
02 以 与 和 分 别 代 入 其 中 的 x, 将 所 得 ”个 函数 相 乘 而 得 函数 


Llé1, 0 工人 0) (1] 
i 二 1 


称 函 数 工 为 似 然 函 数 ， 当 子 样 &，…,&n 固定 时 ， 工 是 外 ;…,9k 的 函数 ， 最 大 似 然 法 的 z 
质 在 于 : 取 使 工 达 到 最 大 值 的 页,……, 作为 01,… ,9 的 估 值 ， 注 意 负 是 6 ,…,& 的 B 
数 . 

为 求 使 (11) 达到 最 大 的 抽 ,… ,4, 考虑 


log L = 》 log Fe 9 .0k). 
2=1 
取 log 后 把 乘法 化 为 加 法 ; 由 于 logz 是 z 的 上 升 函数 ， 故 工 与 log 工 在 相同 的 点 - 
达到 最 大 值 . 内 此 只 要 解 方程 组 


OlogL . 
=0, (1&<j&k). 1 
50 0, (1&j7&k) (1 





最 大 似 然 法 的 直观 想法 是 :一 试验 如 有 若干 个 结果 4, B,C,…, 如 果 4 已 出 现 , 那么 一 
说 来 当时 试验 的 条 件 应 更 有 利于 4 的 出 现 !', 故 应 如 此 选 91,… ,04 的 值 , 使 Lf(é, 0, “0 


达到 最 大 ， 因 为 这 样 选 定 的 外 ,… ,9 最 有 利于 刀 ,… ,én 的 出 现 . 
注意 ， 我 们 这 里 没有 讨论 (11) 的 最 大 值 能 否 达 到 ， (11) 的 偏 导数 是 否 有 意义 等 等 
论 间 题 ， 因 为 这 率 涉 到 似 然 函 数 的 性 质 ， 对 于 一 个 具体 的 工 , 这 问题 是 易于 讨论 的 . 
现在 来 讨论 离散 型 的 &, 这 时 应 取 (11) 中 的 了 为 ? 


f(éi,01,...,04) = P(E = &€;). 


然后 同样 地 取 使 (11) 中 L(é1,.:, En;01,...,0.) 达到 最 大 值 的 人 作为 0 的 
值 . 

1 举 一 个 简单 的 例 : 设 甲 箱 有 99 个 白 球 1 个 黑 球 ， 乙 箱 有 1 个 白 球 99 个 黑 球 ， 今 随机 取出 一 箱 ， 再 从 中 随机 ， 
出 一 球 ， 结 果 取 得 白 球 ， 我 们 自然 更 多 地 相信 这 球 是 自 甲 箱 内 取出 的 ， 因 为 甲 箱 取得 白 球 的 概率 为 篇 , 远大 于 自 
箱 取得 白 球 的 概率 1/100. 
2P(E= 后 ) 与 9 ,9k 有关 
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一 般 地 ,用 最 大 似 然 法 所 得 的 估 值 的 性 质 比 用 宪法 所 得 的 更 好 ， 故 通常 多 用 最 大 似 然 











四 例 2 设 上 有 正 态 分 布 N(a,o), 其 中 a,o 均 未 知 ， 对 子 样 各，…, 和 6, 似 然 函数 为 
工 二 1 s ee 
方程 组 (12) 化 为 
2 和 2- 
由 此 二 方程 解 得 


a=é, o2=s? 
这 说 明 由 最 大 似 然 法 所 求 得 的 a 及 o? 的 估 值 为 上 及 s?. 
例 3 设 € 有 普 阿 松 分 布 ,试用 最 大 似 然 法 估计 分 布 中 的 参数 和. 取 子 样 6L,…,&%, 为 
方便 起 见 ， 令 7 = max(&1,… ,én), 又 以 三 表 等 于 i 的 6 的 个 数 ， 则 扣 十 及 十 … 十 所 二 nn. 
因为 P(E = 人 = e -六 , 故 似 然 函数 为 


方程 (12) 化 为 





由 电流 = 只 三 得 和 的 估 值 为 


例 4 (钓鱼 问题 ) 为 了 估计 湖 中 的 鱼 数 N, 同时 自 湖 中 钓 出 > 条 ， 做 上 记号 后 放 回 池 
中 ;然后 再 自 湖 中 同时 钓 出 s 条 ， 结 果 发 现 这 s 条 中 有 条 标 有 记号 ， 这 里 和 N 是 未 知 常 
数 ， ms 是 已 知 常数 ， 试 问 应 如 何 估计 NN 的 值 ? 第 二 次 钓 出 的 有 记号 的 鱼 数 上 是 随机 变 
数 ， 上 有 超 几何 分 布 | 

PE 名 = 全 全 全 (13) 

& 为 整数 ， max(0,s 一 N+r) &&1 < min(r,s). 

以 L(&1,N) 表 (13) 右 方 值 ， 应 取 使 L(&1,N) 达到 最 大 值 的 访 作为 N 的 最 大 似 然 估 
值 . 为 此 ， 用 对 NN 求 导数 的 方法 相当 困难 ， 我 们 改 用 下 法 ， 考 虑 比值 


_ L(&1,N) 
R(&1, N) = Le ND 
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以 (13) 右 方 值 代入 工 中 后 ， 可 以 看 出 : 当 而 且 只 当 N< 吕 时 RN)>1l 即 ZNV)> 
L(&1,NN 一 1); 当 而 且 只 当 六 > 至 时 ，RN)<1L 即 LN) <LEON-D. 故 ZuN) 在 
全 附近 取 最 大 值 ， 于 是 

~ rs 


85.4 区 间 估 值 


(一 ) 置信 了 区间. 在 上 节 中 ， 我 们 用 子 样 的 函数 6 = GO(&1,…,6) 来 作 未 知 参数 9 的 估 
值 ， 当 和 ,en 国定 时 ，6 是 一 个 数 (或 点 ). 对 点 估 值 ， 即 使 它 是 无 偏 及 一 致 的 ， 也 没有 
回答 下 列 问题 : 某 随机 区 间 ( 即 端点 为 随机 变数 的 区 间 ) 包含 9 的 概率 是 多 少 ? 

这 一 节 的 目的 是 : 对 于 未 知 参数 6, 试 找 出 两 个 子 样 函 数 和 = 外 (pu) 避 )) 多 = 
02(&1,…,&n), 使 随机 区 间 ( 抽 ,95) 含 9 的 概率 为 已 给 值 1 s: 


Pl <0<0)=1-e. (1) 


称 ( 负 , 名 ) 为 6 的 置信 区 间 ， 1 一 e 为 此 区 间 的 置信 系数 
(二 ) 正 态 分 布 母 体 情形 . 设 6 有 正 态 分 布 N(a,o), 在 这 假定 下 容易 解决 求 a 及 o 的 
置信 区 间 问 题 . 
1° 估计 a= Eé 
在 85.2 中 已 知 : 随机 变数 


1 = vii (2) 


5 


260 有 in - 1 分布， 对 已 给 的 正 数 p (这 里 
及 以 后 类 似 的 p, 都 应 满足 0< 和 而 < 1)， 

















证 0 tp 由 于 此 分 布 是 连续 型 的 , 可 以 找到 正 数 to， 
图 1 学 生 分 布 密度 函数 使 
P(t < Vale) =1- 2 (3) 
此 她 的 值 可 以 从 上 分 布 的 表 查 出 ， 改 写 (3) 为 
S 一 3 也 
PE tt) 1- i00 (4) 





即 得 a 的 置信 区 间 为 (一 如- 二 妇 7), 它 的 置信 系数 为 1- 击 . 通常 取 p=5, 或 1 
或 0.1, 随 问 题 所 要 求 的 精确 程度 而 定 . 
(4) 式 的 实际 意义 如 下 : 对 m 个 子 样 
£0 一 (人 扣 )， 4 一 工 7 
可 得 m 个 区 间 


四 .el) 
,1 » ,& ),) 


TG (edt 
( ? vn—1 





nC— 


s( © “0 ,0) FY 
I ， 
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(i 二 1,…,m). 由 强大 数 定理 ， 当 m 充分 大 后 ， 大 约 有 (1 一面 )m 个 这 种 区 间 包 含 a; 例如 
当 p=1,m 一 1000 时 ， 大 约 有 990 个 包含 a, 不 包含 a 的 只 有 10 个 . 

注意 ， 对 于 已 给 的 p, 置信 区 间 不 是 唯一 的 ， 例 如 ， 以 如 -li(z) 表 t(n 一 1) 分 布 的 密度 
函数 ， 只 要 选 二 数 a < AP， 使 满足 





p(a < Vai ee <8)= fo 1(2) dz =1-— 5 (5) 


那么 (€ PAE,E oi) 就 是 一 置信 区 间 . 在 许多 具有 同样 置信 系数 的 置信 区 间 中 ， 
我 们 自然 愿意 挑选 长 度 最 短 的 . 

对 固定 的 n, 当 p 变 小 时 ， 刀 变 大 ， 故 置信 区 间 的 长 度 也 越 大 ， 

例 1 在 稳定 生产 的 情况 下 ， 某 工厂 出 品 的 电灯 泡 的 使 用 时 数 & 一 般 可 假定 有 正 态 分 
布 N(a,0), 其 中 ac 未 知 ， 观 察 ”= 20 个 灯泡 后 得 20 个 使 用 时 数 &,…,&zo, 由 此 子 样 算 
得 £= 1832, s = 497, 试 求 电 灯泡 的 平均 使 用 时 数 a 的 置信 区 间 1. 

解 ” 这 里 自由 度 为 n 一 1=19, 查 t(19) 分 布 表 后 得 











p% ty 人 tp 7, E+ tp RI) 





5 区 2.093 (1953, 2071) 
1% | 2.861 (1506, 2158) 
0.1% | 3.883 (1389, 2275) 





注 : 如 果 o 已 知 , 可 以 用 较 简单 的 方法 来 估计 w 实际 上 , 考虑 随机 变数 Vn 与 <, 由 于 它 是 6 … ,如 
的 线性 组 合 ， 故 由 82.11(44) 知 它 有 正 态 分 布 ; 根据 85.2 例 1, 还 知 它 有 N(0, 1) 分 布 ， 因 此 ， 对 已 给 正 
数 m 0 < 高 < 1 由 正 态 分 布 表 ， 存 在 A。 > 0, 使 


P(-% < Vi 








)=1- 0; 
亦 即 
P(E- <o<5+X 方 ) = 1 一 0 

2° 估计 ， c2 = DE. 

方法 与 1" 完全 一 样 ， 回 顾 上 段 可 见 估 计 4 = BEé 方法 的 本 质 在 于 能 找到 一 个 含 未知 参 
数 a 及 子 样 的 随机 变数 t= Vn 一 I 征 *, 使 t 的 分 布 完全 确定 ， 而 且 不 依赖 于 a. 为 了 估计 
o2, 我 们 考虑 随机 变数 号 以 代替 v 二 工 千 *, 注意 ， 由 $5.2 知 : “得 有 xm 一 1 分布 ” 
对 已 给 的 忆 ， 高 , 利用 x? 分 布 表 ， 可 找到 二 数 x2, 及 X2 使 


P(x < <) 1 了 (6) 
满足 这 条 件 的 x2,,x2, 有 无 穷 多 个 ， 一 般 用 下 二 式 选 取 x2, 及 x2%, 以 使 置信 区 间 的 长 度 较 


短 : 2 
ns pp 
P( 02 > 总 )= 1-— 200， 





+ 此 例 及 以 下 一 些 例 中 的 数据 录 自 [50] 
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注意 这 样 选取 的 x2,x2, 唯一 . 


Pp_ 
200 
Pp_ 
200 
x X2w 
图 2 自由 度 大 于 2 的 x? 分 布 密度 函数 图 


由 (6) 立 得 


3° 估计 二 平均 值 的 差 . 


(7) 


(8) 


设 &,7n 为 二 随机 变数 ， 各 有 正 态 分 布 为 N(ai,o),N(a2,o), 方差 相等 ， 试 根据 对 & 的 
ni 次 独立 观察 (上 6) 及 对 了 的 ma 次 独立 观察 (7 ,mm ) 以 估计 a1 一 a2, 我 们 假定 


(6 也 独立 . 令 


由 85.2 知 








丰 二 nmn(m+na m2) 从 一 一 (al 一 az) 

nF Vn 

有 tln1i 二 nz 一 2) 分 布 于 是 用 同样 方法 ， 对 已 给 pz> 0, 取 如 使 
P(ITI < ty)=1- 05 


后 ， 以 (9) 中 了 代入 上 式 ， 经 改写 后 即 得 


2 | (mm + n2)(n1s? + n2s2) 
Plé€—7—t <a—-a 
6 了 nin2(n1 十 82 一 2) 1 2 


一 ni 二 nz)(n1s? + n2s?2 
cn 2) (nsl =1 £ 


nin2 (ni + n2 — 2) 
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”100° 


(9) 


(10) 


(11) 


(三 ) 一 般 母 体 情形 . 上 段 中 的 结果 不 论 对 大 子 样 或 小 子 样 都 适用 ,原因 在 于 (2),(9) 中 
的 TT 及 中 的 精确 分 布 已 知 ， 而 这 又 来 自 E 有 正 态 分 布 的 假定 ， 如 果 除 去 这 一 假定 ， 通 
常 精确 分 布 很 难 找到 而 只 好 乞 援 于 当 一 oo 时 的 极限 分 布 ， 这 样 就 需要 相当 大 的 子 样 . 
故 这 一 段 中 的 结果 主要 适用 于 大 子 样 ， 我 们 只 限于 讨论 4 = Eé 的 区 间 估 计 问 题 以 例 示 一 
般 . 

设 随 机 变数 上 有 非 零 而 有 穷 的 方差 D&, 由 85.2 例 1 知 《 为 (a, 协 ) 渐 近 正 态 的 ， 即 


lum P(E 去 < 中- 一 去 贱 < dz, (12) 


其 中 到 = 去 呈 6 为 子 样 (6 ,6n) 的 平均 值 ， 因 而 当 m 充分 大 时 ， 可 认为 随机 变数 





un = Vi / 3) 


的 分 布 接近 于 (但 未 必 重 合 于 )N(0,1) 分 布 ， 对 已 给 的 数 p, 由 正 态 分 布 表 可 找到 正 数 Xp， 
使 满足 





名 一 0 ~_l ” 2 __ 了 
P(-%<Vi <A ~ 高 人 dz =1— jo (14) 
故 
P(E -<0 < +o- 启 ) =1 -105 (15) 
上 式 表 示 ， 当 o 已 知 而 且 子 样 的 容量 ”充分 大 时 ， 可 近似 地 取 . 
(人 (16) 


为 。 的 置信 区 间 ， 它 的 置信 系数 约 为 1-- 茄 ， 
如 果 o 未 知 ， 由 于 2 7 (6-0) 是 o? 的 一 致 性 估 值 ， 故 通常 仍 用 (16) 做 a 的 置 
i 二 1] . 


信 区 间 ， 不 过 把 其 中 的 o 换 为 3%,: 这 样 -- 来 ， 置 信 系 数 又 因此 而 再 产生 一 次 误差 ， 只 能 说 
大 致 为 1- 壤 罢 了 . 

上 述 结果 可 一 般 化 ， 分 析 上 面 的 论证 ， 可 见 关键 在 于 所 为 (a, 先 ) 渐 近 正 态 的 ”, 因 
此 ， 如 < 的 某 数 学 特征 上 需要 估计 ， 我 们 作 子 样 的 对 应 的 数字 特征 8 A(&1 ,6%), 如 果 
Bs 是 (b,c(Bn)) 渐 近 正 态 的 ， 其 中 c(B) 是 某 与 5 无关 的 值 (可 依赖 于 子 样 或 其 它 未 知 参 数 
d,e,…), 那么 我 们 就 可 用 同样 的 方法 来 近似 地 求 5 的 置信 区 间 ， 这 时 如 4 等 已 知 ， 则 只 有 
一 次 误差 (由 于 以 正 态 代替 了 渐 近 正 态 ); 如 d 等 未 知 ， 它 们 是 上 的 某 些 数字 特征 (如 & 的 
方差 …), 那么 就 可 以 用 子 样 的 同样 的 数字 特征 (如 子 样 的 方差 …) 来 代替 d 等 ， 因 而 出 现 
了 两 次 误差 
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855 假设 检 验 


(一 ) 基本 思想 . 现在 来 研究 85.1( 一 ) 中 提出 的 第 三 个 问题 : 根据 对 随机 变数 & 的 n 次 
独立 观察 各.…, 细 ,试用 统计 方法 ， 来 检验 关于 # 的 某 假 设 五 是 否 正 确 . 我 们 主要 只 限于 
讨论 如 下 的 几 种 假设 : | 

人 己 知 上 有 正 态 分 布 N(a,o), 其 中 a,o 未 知 ， 要 检验 假设 互 :“a 等 于 某 常 数 ao” 或 
“og 等 于 某 常数 o0”, 这 时 五 可 简写 为 “a = ao” 或 “0 = oo0”. 

(这 《的 分 布 函 数 F(z) 未 知 ， 要 检验 五 :“F(x) 重合 于 某 分 布 函数 Fo(x)”, 亦 妈 五 为 
“F(z) = Fo(x). . 

假设 检验 基本 思想 的 根据 是 : “小 概率 事件 ( 即 概率 很 小 的 事件 ) 在 一 次 试验 中 几乎 
是 不 可 能 出 现 的 ”. 详细 解释 一 下 : 设 有 某 五 需要 检验 ， 我 们 先 假定 互 是 正确 的 ， 在 此 假 
定 下 ， 某 事件 4 的 概率 很 小 ， 例 如 P(4) = 十. 经 过 一 次 试验 后 ， 如 果 4 出 现 ， 那 么 便 出 
现 了 一 个 小 概率 事件 4. 但 如 上 所 说 ， 小 概率 事件 在 一 次 试验 中 几乎 是 不 可 能 出 现 的 ， 而 
现在 居然 出 现 了 ， 这 就 不 能 不 使 人 怀疑 互 的 正确 性 ， 因 而 自然 要 否定 互 . 反之 ， 如 果 4 
不 出 现 ， 一 般 就 肯定 五, 或 保留 态 , 留待 经 过 几 次 试验 后 再 作 结 论 ， 

举 一 个 例 : 第 中 有 白 球 或 黑 球 ， 总 数 为 100, 假设 五:“ 其 中 99 个 是 白 的 ”", 现在 用 上 面 
的 想法 来 检验 H 的 正确 性 . 暂 设 互 正确 ， 那么 从 箱 中 任 取 一 球 ，“ 得 黑 球 ”的 概率 为 去 ， 
故 是 一 小 概率 事件 ， 今 如 居然 抽 得 一 黑 球 ， 那 么 自然 使 人 要 否定 H, 就 是 说 ， 白 球 的 个 数 
不 是 99. 

采用 上 述 方法 时 ， 可 能 犯 两 类 错误 : 第 一 ， 互 本 来 是 正确 的 ， 但 我 们 却 错误 地 否定 
了 它 ， 这 种 “ 弃 真 ” 的 错误 称 为 第 一 类 错误 ， 由 于 我 们 只 是 在 4 出 现时 才 和 否定 已, 故 犯 第 
一 类 错误 的 概率 a 等 于 P(4|H), 即 在 五 成 立 的 条 件 下 4 的 条 件 概率 ， 其次， 五 本 来 不 正 
确 ， 但 我 们 却 肯 定 了 它 ， 于 是 犯 了 “ 取 伪 ”的 错误 ， 称 为 第 二 类 错误 ， 犯 第 二 类 错误 的 概 
率 记 为 8. 在 上 例 中 ，a = 语 . 

如 果 只 有 两 种 假设 五 及 H' 是 可 能 的 , 就 是 说 ，H,H' 中 必 有 一 正确 , 但 不 能 肯定 到 底 
是 哪 一 个 ， 这 时 易 见 犯 第 二 类 错误 ( 即 本 来 正确 H', 但 错误 地 接受 妃 ) 的 概率 6 = P(AIH'). 

自然 希望 ， a, 6 越 小 越 好 . 

注意 , 上 面 的 检验 法 完全 取决 于 小 概率 事件 4 的 选择 , 由 于 4 的 选 法 一 般 是 多 种 的 , 故 
检验 法 也 是 多 种 的 . 根据 上 面 所 说 的 ,应 该 取 使 得 ,6 都 最 小 的 4. 通常 , 要 a, 8 都 最 小 是 
困难 的 ,于 是 固定 其 一 , 例如 固定 a = ao, ao 是 给 定 的 常数 ,然后 在 一 切 满足 P(AIH) < ao 
的 4 中 ， 选 取 一 个 使 8 取 极 小 的 4o. 4o 所 决定 的 检验 法 ， 比 其 它 满足 P(AIH)< oo 的 4 
所 决定 的 要 好 ， 这 样 便 产生 了 检验 法 好 坏 的 标准 . 

称 给 定 的 ao 为 信和 度 . 以 后 我 们 否定 五 , 总 是 相对 于 已 给 信 度 而 言 的 , 这 时 弃 真 的 概率 
即 ao. 信和 度 到 底 应 该 给 得 多 大 ? 应 随 具 体 问 题 的 要 求 而 定 ， 如 果 我 们 宁愿 弃 真 的 概率 小 
些 ， 那 么 便 应 取 较 小 的 ao. 

由 上 面 的 讨论 可 见 ， 构 造 一 个 检验 法 的 关键 在 于 选 定 一 小 概率 事件 4, 然而 4 的 选 法 
又 是 怎样 的 呢 ? 一 般 选 法 如 下 : 选 定 一 个 ”元 波 雷 耳 可 测 函 数 g(z1,… ,zxn), 对 已 给 信 度 
ao, 取 一 个 一 维 波 雷 耳 可 测 集 B, 使 在 互 正确 的 条 件 下 ， 


P(g(é1,.*, én) E B) & ao， 
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因而 事件 4 = (g(&61,… ,én) € B) 的 概率 不 大 于 ao, 当 ao 甚 小 时 ，4 就 是 小 概率 事件 . 
这 样 一 来 ， 问 题 就 主要 归结 为 函数 9 的 选择 ， 函 数 9 至 少 要 具备 的 条 件 是 : 9(6 如 ) 
的 分 布 (或 当 n 一 co 时 的 极限 分 布 ) 已 知 ， 这 样 才 有 可 能 算出 (或 近似 地 算出 ) 上 式 右 方 的 
概率 P(g(6 6) < B). 函数 g 的 选择 是 比较 困难 的 问题 ， 以 后 会 看 到 一 些 如 何 选取 的 
例子 . 

称 随机 变数 g(&1,…,é) 为 统计 量 . 

(二 ) 对 参数 的 假设 检验 . 假设 5 有 正 态 分 布 N(a,o), 现在 来 检验 关于 未 知 参数 we 的 
一 些 假定 五. 


1° H: “a = ao”. 
设 五 正确 而 考虑 统计 量 | 
t= Vn-l1 和 (1) 
由 $5.4( 二 )1°, 知 t 有 tn 一 1) 分 布 ， 故 对 p>0, 由 85.4(3) 
P(t < VT et) 1- (2) 


因而 当 p 相当 小 时 ， 例 如 p=5 或 p=1, 则 
4 (| g 
是 一 小 概率 事件 ， 概 率 为 才 . 以 子 样 值 6 ,6 代入 


1 1 心 _ 
Ei -i 2 (5) 


如 果 (3) 中 右 方 不 等 式 成 立 ， 则 出 现 了 小 概率 事件 4 而 否定 五; 否则 可 接受 : HH. 

例 1 继续 考虑 85.4 例 1 试 检验 假定 吾 :“ 电 灯泡 的 平均 使 用 时 数 为 a = 2000 小 时 ”. 
在 那里 已 设 E= 1832, s = 497, n = 20, 代入 (1) 后 得 + = -1.473, 由 于 | < 2.093 = ts (参看 
那里 的 表 ),(3) 中 小 概率 事件 不 出 现 ， 故 相对 于 信 度 高 而 言 ， 应 接受 巨 . 注意 信 度 高 越 
小 ， 则 古越 大 ， 例 如 ， 五 = 2.861, to.1 = 3.383. 

2°H:'o=0oo0". 


理论 与 1° 全 同 ， 只 要 利用 85.4( 二 )2", 考虑 统计 量 又 ,由 85.4(6) 得 


2 
2 ,ns 2 p 
P(x% < 2 < x2) 一 二 一 100， (4) 
故事 件 4 ns? 2 ns? 2 
4= (过 < 2) U ( 苇 之 xy ) (5) 
有 概率 击 : 





1 或 暂 不 作 绪论， 留待 进一步 检验 ， 附 带 指出 : 如 e 已 知 ， 要 检验 及: a = ao, 可 以 采用 较 简 单 的 统计 量 Vn 和 ao， 
参看 85.4 例 1 下 的 注 . 


* 251 : 


3° 设 上 有 正 态 分 布 N(a1,0), 7 有 正 态 分 布 N(az,c), 试 检验 假定 H: al = a2. 
注意 ， 我 们 已 假定 了 66 有 相同 的 方差 ， 
为 此 ， 利 用 $5.4( 二 )3°, 以 85.4(9) 中 的 了 作为 统计 量 ， 如 五 正确 ， 则 7 化 为 





全 二 nin2(n1 十 ?2 一 2) . €— 7 (6) 
md 十 72 Vs 了 十 maS3 
而 且 了 应 有 tna +mz 一 2) 分 布 对 p>0, 可 得 tt 使 
Ptrl< 切 =1- 也- 0 


因而 ， 以 子 样 (Ga me) 的 值 代入 了 后 ， 如 |T| > 如 , 则 相对 于 信 度 高 而 言 ， 
应 否定 五; 如 | 了 | < yy, 则 应 接受 
例 2 从 摔 电 汪 光 中 取出 2 20 ) 个 ， 它们 的 平均 使 用 时 数 为 《= 1832, si = 497. 再 从 另 
一 批 电 灯泡 中 取出 30 个 ， 得 平均 使 用 时 间 为 志 = 1261, ss = 501. 设 二 批 电 灯泡 的 母体 方差 
相等 ， 试 检验 假定 了 H:“ 二 母体 的 平均 使 用 时 数 oa1,az 相等 ”. 信和 度 为 足 . 
解 ” 这 里 ni = 20, na = 30, 由 (6) 算得 工 = 3.881. 今 已 给 p= 足 , 从 自由 度 为 20 十 30 
-2 = 48 的 分 布 表 查 得 tl = 3.515, 既然 3.881 > 3.515, 故 相 对 于 信 度 缚 而 言 ， 应 否定 H. 
例 3 设 有 甲 、 乙 两 种 安眠 药 ， 今 欲 比 较 它们 的 治疗 效果 ， 以 & 表 失 眼病 者 服 甲 药 后 
睡 卢 时 间 延 长 时 数 ， 以 n 表 服 乙 药 后 的 延长 时 数 . 今 独 立 观察 20 个 患者 ， 其 中 10 人 服 甲 
药 后 的 延长 睡眠 时 数 为 61,… ,ti0; 服 乙 药 的 10 人 的 相应 时 数 为 nh,… ,mo, 得 表 如 下 ， 医学 
上 可 设 上 7 分 别 有 N(a1,0),N(az,0) 分 布 ， 于 是 问题 化 为 检验 巨 : “a1 = a2”, 信和 度 设 为 才 ,: 
上 1.9 £6 4.4 mm 0.7 m6 3.4 
€2 08| é€ 55 12 -161 mm 3.7 
ts 1.1 te 1.6 ma -02| nm 0.8 
ts 0.1 ce 4.6 mn -12| 1m 0.0 
és -01 | cio 3.4 ns —0.1 710 2.0 


解 ” 由 表 算得 £€ = 2.33, 万 = 0.75， 











10 10 
10s? = 》 (é; — €)? = 36.1, 10s3 = 》 (mi -7)? = 28.9, 
一 i=1 


100 .18 2.33 — 0.75 
T= 0 ViTad™ 1.86. 
由 t(18) 分 布 表 查 得 ts = 2.101 > 1.86, 故 可 接受 万 . 
4° 设 €,7 各 有 正 态 分 布 N(a1,01), N(a2,02), 试 根据 观察 值 El， “ En Nl, “ ;Nnz 以 检 
验 假设 H: cl = ca2. 我 们 设 这 ni 十 n2 个 随机 变数 是 独立 的 . 
考虑 





Te1 


sy (é —€), 


ni—l 
1 i=1 





》 





注意 35 和 2 = 羽 基 ， 故 由 85.2 定理 1 史 生 s 有 X?(mi 一 1) 分布 同 理 忆 节 s 委 有 Xe(na 一 
分 布 . 
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今 设 五 正确 ， 以 o? 表 o9 与 o3 的 公共 值 ， 则 由 $2.8 统计 量 


nn1— s*2 
/m1) 
F= 2 一 

52 [et Pa Ds /oa —1) 





人 


有 参数 为 m 一 1 及 nz -1 的 下 分 布 的 随机 变数 ， 对 已 给 的 p>0, 由 下 分 布 表 可 找到 二 数 
,及 Fy 使 


p 也 
P(F Ph 二 1 一 一 — P(F > Fy 一 一 一; 
(FP > Fo) 200? ( »") 200 


而 


PE < F< Fr)=1- 0 (9) 





Fy 10 20 Fp 
下 分 布 密度 图 


以 上 检验 法 都 是 在 抢 有 正 态 分 布 ” 的 前 提 下 得 到 的 . 如 除去 此 前 提 ， 可 以 用 85.4(13) 
中 的 pn = V7 名 >* 作为 统计 量 ， 并 用 85.4(15) 来 检验 互 : ,“B& = a”,a 为 某 常数 ,但 此 时 
应 充分 大 才 比 较 有 效 . 

(三 ) x? 检验 . 现在 来 检验 假设 五 : “% 的 分 布 函数 F(z) 为 Fo(z)”, Fo(z) 为 某 已 知 分 布 
函数 . 这 里 不 必 对 F(z) 作假 定 ， 例 如 ， 不 必 假 定 已 知 F(z) 的 形状 而 只 要 估计 或 检验 几 个 
参数 ， 因 此 ， 下 面 介 绍 的 方法 属于 所 谓 非 参数 方法 . 

对 & 进行 N 次 独立 的 观察 而 得 各 ,ev. 将 Ri = (-co,co) 分 为 m 个 子 区 间 (zi_1, zi]， 
其 中 -ce = zo < zi <… < zm = 十 oo( 当 然 ，(zm-1,o0|] 理解 为 (zm_1, 00))， Rn 
中 落 于 (zi-_1, zi] 中 的 个 数 ， 即 满足 ke (zxi1,2i 的 k(< N) 的 个 数 ， 显 然 ， ui 一 


今 设 H: “F(z) 三 Fo(z)” 正确 ， 令 Pi = Fo(z i) Fo(zi- 1) >0. 考虑 统计 量 
1 让 -> _N (10) 
7 依赖 于 N 及 m, 以 下 总 固定 m, 注意 如 及 正确 ， 则 由 强大 数 定理 元 一 pi (as), 故 当 N 
甚大 时 ， ws Npi. 
定理 奔 ( 皮 尔 逊 [Pearson]) 如 五 正确 ， 则 


Jim (DR <=) - [ Km i(y) dy, (2 > 0) (11) 


=1 Dj 
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其 中 





是 x(m 一 1) 分 布 的 密度 函数 . 
先 对 皮尔 还 定理 作 一 些 解 释 : 由 中 心 极限 定理 知 
vi — Npj 
Np; ， 


Uj 二 (j= 1,.….,m) 


(13) 


当 一 oo 时 有 平均 值 为 0 的 渐 近 N(0,1) 正 态 分 布 ， 由 $2.8 定理 2 容易 想象 = 沁 吕 有 


渐 近 x? 分 布 ， 注 意 ww,… ,um 不 是 独立 的 ， 因 为 它们 之 间 有 关系 式 
2 VPi = 0. 


皮尔 逊 定 理 断 定 ，? 有 x2(m 一 1) 分 布 ， 我们 回忆 $5.2 定理 1 中 的 


2 n 


吃 = 和 (和 人 


也 有 xz(n - 1 分 布 ， 情 况 与 这 里 的 类 似 ， 参 看 85.2 注 2. 
证 如 的 分 布 函数 为 i(z), 则 (v1,…,vm) 有 m 项 分 布 为 


N! k1,k k 
Pl(v1 = kl,: ,vm = km) = klk ph pl? ... phm, 





其 中 为 非 负 整数 ， 2 = N( 参 看 82.6 例 和 ); 特征 函数 为 





， N! - , , 
> et tine) [1 Pe! .phm 二 (pie 各 十 … .十 DeitmjN， 
1 
天 1 


其 中 允 对 一 切 满足 后 +… 十 和 = 和 的 非 负 整 数列 (k1,…,km) 进行 ， 由 82.12 知 (13) 中 


的 (w1,… ,um) 的 特征 函数 为 


-iVN >》 与 v 而 i i ON 
PN(t1i,'*,tm)=e . j=1 (pevsr 十 十 pmeVxzr ) . 


利用 泰勒 (Taylor) 展 式 


所 


TD + (i) 


ti 
evnPm 一 上 上 一“ 





254 . 


(14) 


-iVN 》 一 vV 而 m j 
log pn (ti,:::,tm) = log e i=1l + N log [+ 人 VAN -| 
I=1 


= w+ [Yle 而 -| -Dw(e | +o0) 
NR Dt Nn (A - 2) 区 六 -| + 





从 而 
(om) 


lim PN(t1,: ,tm) 二 6 (15) 
六 一 co 





作 正 交 变 换 
s1 一 》 ot ([=1,.…,m— 1), 


mh (16) 
Sm 一 t; jy. 
2 VD 


由 正 交 性 沁 如 = 吕 吉 ,代入 (15) 得 


lim ODN(s1 sm) 一 e 了 一 十 一 e j=1 
六 一 co 


右 方 是 m -1 维 正 态 分 布 的 特征 函数 ， 而 且 有 此 分 布 的 m1 个 随机 变数 互 不 相关 故 相 互 
独立 由 特征 函数 的 北极 限定 理 ， 当 N 一 co 时 ， (w,…,um) 的 极限 分 布 是 此 mm 一 1 维 正 
态 分 布 (北极 限定 理 对 多 维 分 布 也 成 立 ), 从 而 推 知 当 N 一 co 时 ，7 = 2 妈 的 极限 分 布 是 
X2(m 一 1) 分 布 ， 口 

由 定理 1 当 N 充分 大 时 ， 可 认为 了 = 2 从 箭 2 有 22(m 一 1 分布 ， 对 已 给 p > 0 
由 x? 分布 表 可 求 得 常数 mw, 使 
p 
100° 
以 子 样 值 代入 后 ， 如 9 > mp, 则 相对 信和 度 高 而 言 ， 应 否定 五 . 在 实际 中 用 定理 1 时 ， 通 
常 取 m 于 7 到 14 之 间 . 


例 4 箱 中 盛 有 10 种 球 ， 自 其 中 还 原 地 随机 取出 200 个 后 ， 第 i 种 球 共 取 得 vi 个 ， 
得 表 如 下 ， 试 检验 妃 :“ 箱 内 各 种 球 的 个 数 相同 ”已 给 信 度 为 0.5%. 


P(n > 7p) = 
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种 别 | Ui Np: Ui 一 Np; Co Npi)” 








人 Pi 
1 35 20 15 11.25 
2 16 20 一 生 | 0.80 
3 15 20 一 5 1.25 
4 17 20 一 3 0.45 
5 17 20 一 3 0.45 
6 19 20 一 1 0.05 
了 11 20 一 9 4.05 
8 16 20 一 4 0.80 
9 30 20 10 5.00 
10 24 20 4 0.80 
2 200 | 200 0 | 24.90 





解 这 里 入 = 200,m =10,zo = 一 00,7i 二 (i 二 1,…,10) zn = 二 oo. 如 五 正确 ， 则 每 次 
抽 得 第 i 种 球 的 概率 
Pi 一 10° 
这 时 由 附 表 知 
7 二 24.9. 
其 次 ， 由 x?(9) 分 布 表 得 moos = 23.6, 既然 24.9 > 23.6, 故 应 否定 五. 从 表 上 看 ， 也 可 见 第 
1 种 与 第 9 种 球 取得 过 多 ， 口 
例 5 观察 NN = 2880 个 婴儿 出 生 时 刻 ， 得 表 : 























小 时 | 0 1 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10| 11| 12 
人 数 | 127 | 139 | 143 134 127 | 113 | 126 121 | 119 | 130 
小 时 | 13 | 14 19 | 20 23 | 总计 
人 数 | 125 | 112 115 97 | 100 | 119 | 127 | 139 2880 























这 例 说 明 ， 在 0 时 内 出 生 共 127 人 ， 在 1 时 内 139 人 等 等 ， 一 眼看 来 ， 出 生 人 数 更 多 
地 集中 在 夜间 ， 试 问 这 种 倾向 是 否 显著 .精确 一 些 ， 试 问 假定 吾 :“ 出 生 时 刻 是 在 0 到 24 
时 内 均匀 分 布 ” 是 否 正确 ? 取 p=5 及 p=1. 

解 设 五 正确 ， 则 婴儿 在 每 小 时 内 出 生 的 概率 都 是 p; = 去 , 这 里 N = 2880, 大 Np; = 
2339 = 120, 由 (10) 算得 7 = 40.467, 一 1 = 23. 查 X2(23) 分 布 表 得 

75 = 35.2 < 40.467 < 41.6 = hn, 

故 相对 于 信和 度 高 而 言 ， 应 否定 HH; 对 信和 度 高 而 言 ， 应 肯定 H. 口 

(四 ) K 检验 . 除 x? 检验 法 外 ， 再 介绍 一 种 重要 的 检验 法 ， 设 随机 变数 & 的 分 布 函 数 
为 F(z), 而 且 假 定 F(z) 是 z 的 连续 函数， 对 :进行 ”次 独立 观察 得 后, 上 根据 此 子 
样 作 经 验 分 布 函数 F(z). 在 85.1 中 ， 格 里 文科 定理 断定 1 


P( lim sup [Fn(2) - Fl?) =0) = 


TO oo<z 

这 定理 表示 随机 变数 D, = 。 sup | 相 (z) -了 (zx)| 以 概率 1 是 无 穷 小 (n 一 oo 时 ). 下 定理 
—o0<T<o0 

进一步 说 明 : 以 概率 1 Du 是 与 协同 级 的 无 穷 小 
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定理 2 ( 柯 尔 莫 哥 洛 夫 ) 如 (x) 是 z 的 连续 函数 ， 则 


dim P{vn sup |Fn(z) — F(z)| < 


0， (y < 0)， 
= K(y) = (5 》、 (一 1)! e™28y (y > 0). (17) 
l=—o0 
这 定理 的 证 明 过 于 复杂 ， 故 从 略 ([9] 第 一 版 或 个 中 载 有 证 明 ). 

K(y) 的 值 有 表 可 查 ， 采用 统计 量 Yn D, 后 ， 可 以 像 利 用 皮尔 逊 定 理 一 样 地 ， 利 用 柯 

尔 莫 哥 洛 夫 定理 来 检验 假定 互 : 淮 的 分 布 函 数 为 某 F(z)》”, 注意 这 里 要 求 F(z) 已 知 为 连续 

函数 .为 此 ， 只 要 对 已 给 信和 度 高 ,由 天 (y) =1- 页 解 出 y= yp; 然后 根据 (17), 当 充分 
大 时 ， 可 认为 

P{Vn D, < Yy} ~ K(Y). (18) 


以 子 样 (6 全 ) 代入 Vn Dn 后 ， 如 Vn Dn < yp, 则 相对 信和 度 而 而 言 ， 可 接受 妃 ; 
如 Vn Dn > yp, 则 否定 H. 

例 6 某 工厂 生产 长 度 为 2 寸 的 铁 钉 ， 由 于 生产 条 件 不 同 ， 各 钉 的 真实 长 度 & 也 不 
同 . 今 对 已 给 信和 度 高 , 欲 检 验 理 : 和 作 有 NN(2, 讽 ) 分 布 ". 取出 n= 80 钉子 作为 子 样 ， 其 长 
, 度 排 成 如 < 芭 < .… < 好, 从 而 得 经 验 分 布 函数 Feo(z). 由 于 正 态 分 布 函数 F(z) 连续 ， 故 
可 用 定理 2. 设 由 此 子 样 算得 


V80 .D, = V80 x 0.21 = 1.88, 


查分 布 表 得 yy = 1.63, 既然 1.88 > 1.63, 故 应 否定 H. 

(17) 式 除 可 用 作 检 验 法 外 ， 还 可 用 来 估计 未 知 分 布 函数 F(z). 实际 上 ， 对 已 给 信和 度 
向 , 仿 上 取 定 yp. 由 (18) 得 知 : 当 n 充分 大 时 ， 以 近 于 1 一 霹 的 概率 ， 有 Vn Du < yp; 亦 
即 对 一 切 ze Ri, 有 

F(x) — -人 < F(z) < F(z)+ 万 (19) 
这 说 明 ， 当 n 充分 大 时 ， 以 1 高 左右 的 概率 ，F(z) 的 图 形 ， 完 全 被 包含 在 五 (z) 一 淆 
与 F(x) 十 化 所 围 成 的 区 域内 ， 这 区 域 构成 F(z) 的 置信 区 域 ， 置 信 系数 约 为 1- 融 .( 见 
附 图 ) 











于 
Fr(z) 十 并 
y 
F(z)— 让 
加 
LE _， 





F(z) 的 置信 区 域 图 
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*85.6 最 佳 检 验 


(一 ) 检验 法 与 临界 域 . 在 85.5( 一 ) 中 ， 我 们 提出 了 判别 检验 法 好 坏 的 标准 问题 . 在 本 
节 中 ， 我 们 来 对 它 作 一 个 初步 的 研究 . | 
设 瑟 是 关于 随机 变数 & 的 某 一 假设 ， 根 据 & 的 子 样  ,…,é。, 信和 度 a, 需要 判断 瑟 是 
否 正确 .在 85.5( 一 ) 中 已 指出 ， 为 了 要 达到 这 一 目的 ， 构 造 一 个 如 下 形状 的 、 联 系 于 子 样 
的 事件 4， 
4= (9g(6 er) € B), (1) 
其 中 g(zi ,zan) 是 某 n 元 波 雷 耳 可 测 函 数 ， 而 B 是 某 个 一 维 波 雷 耳 集 ， 使 在 互 正确 的 
条 件 下 ， 有 | 
P(A) < ai (2) 
因而 当 五 正确 时 ， 4 是 一 小 概率 事件 ， 如 果 a 充分 小 的 话 . 于 是 当 4 出 现时 ， 应 该 否定 
是 ; 否则 就 接受 互 , 这 时 犯 第 一 类 错误 ( 弃 真 ) 的 概率 不 大 于 a 
由 此 可 见 : 每 一 个 形 如 (1) 而 且 满 足 (2) 的 事件 4 决定 一 种 检验 法 . 一 般 地 ， 这 样 的 
A 有 无 穷 多 个 ， 因 为 (1) 中 的 g 及 B 可 以 有 无 穷 多 种 取 法 . 
例 1 设 上 上 有 Nac) 正 态 分 布 ，a 及 都 未 知 ; 现在 要 检验 假设 五 : a。= 0. 信 度 
a = 向 (2D>0). 在 85.5 中 已 知 ，(1) 中 的 4 可 取 为 


A= (va=1 |>4) (3) 


(参看 85.5(3) 式 ), 因而 (1) 中 的 


B= (一 co, 一 如) U (ty, 00). (4) 








图 1 (其 中 曲线 是 tm 一 1) 分 布 的 密度 函数 的 图 形 ) 
注意 , 当 五 正确 时 ，Vn 一 了 《有 分 布 tn 一 1); 故 P(4) 等 于 图 1 中 曲线 在 (一 oo, 一 tp)U(tp,00) 
上 的 面积 ， 亦 即 等 于 高 . (3) 中 的 4 决定 一 检验 法 ， 今 如 另 选 一 常数 5 > 0, 使 此 曲线 与 
(-6,6) 围 成 的 面积 也 等 于 徊 , 那么 
4= (| <) 四 
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也 满足 (D(2)， 从 而 也 决定 一 检验 法 ， 一 般 地 ， 在 > 轴 上 任 取 波 雷 耳 集 C, 使 图 1 中 曲 
线 与 C 围 成 的 面积 不 大 于 益 , 则 C 就 产生 一 检验 法 ， 由 此 可 见 ， 我 们 甚至 只 用 了 一 个 
ge = Vn 一 了 ,就 造 出 了 无 穷 多 种 检验 法 . 

把 (1) 中 的 事件 4 改写 为 


4=((6 ,én) € D), (6) 
其 中 D(C R;) 是 一 n 维 波 雷 耳 集 : 
D= ((z1.., 0n): g(r1,.. ,Tn) € B). (7) 


称 DD 为 临界 域 , 并 称 由 4 决定 的 检验 法 为 D- 检验 ， 的 作用 是 : 当 子 样 (&1,…,&r)eD 
时 ， 应 否定 五 , 否则 肯定 五 , 信和 度 是 a 

反之 ， 设 D 是 任 一 维 波 雷 耳 集 ， 如 果 在 五 正确 的 条 件 下 ， 由 此 D 及 (6) 定义 的 事 
件 4 的 概率 不 大 于 a, 则 4 决定 一 个 检验 法 ， 信 和 度 是 a, 临界 域 是 D. 

由 此 可 见 ， 为 了 要 给 出 一 检验 法 ， 只 要 给 出 它 的 临界 域 就 够 了 . 

(二 ) 检验 法 好 坏 的 标准 . 既然 检验 法 一 般 不 唯一 ， 我 们 自然 希望 选用 一 种 最 好 的 检验 
法 . 那么 所 谓 “好 ”的 标准 是 什么 ? 

比较 原则 ” 设 甲 , 乙 是 假设 五 的 两 种 检验 法 , 它们 犯 第 一 类 错误 的 概率 相等 , 同 为 a 
如 果 甲 犯 第 二 类 错误 ( 取 伪 ) 的 概率 不 大 于 乙 犯 第 二 类 错误 的 概率 ， 我 们 就 说 甲 比 乙 好 ; 
如 果 甲 比 任何 一 种 其 它 如 此 的 检验 法 都 好 ， 就 说 甲 是 具有 水 平 为 a 的 最 佳 检 验 . 

进一步 的 问题 是 : 最 佳 检验 是 否 存在 ?如何 找 到 最 佳 检 验 ? 这 依赖 于 所 需要 检验 的 
H 是 否 复杂 在 一 种 简单 情形 ， 下 面 的 定理 1 完满 地 解决 了 这 两 个 问题 . 

设 是 一 连续 型 随机 变数 ， 密 度 函 数 f(z;a) 的 形状 已 知 ， 但 含 一 未 知 参数 a, 现在 有 
两 个 假设 Ho, Hi: 

Ho: a=a0; Hi: a= a1. (8) 


这 里 ao,al 是 两 个 不 同 的 常数 ， 如 果 肯 定 Ho 就 否定 Hi; 如 果 和 否定 Ho, 就 肯定 Hi. 所 以 表 
面 上 要 考虑 两 个 假设 ， 实 际 上 只 要 检验 Ho 就 够 了 . 称 Ho 为 原 假设 ,而 名 为 备 选 假设 
取 的 一 个 子 样 6 6 它们 是 ”个 相互 独立 的 随机 变数 ， 有 联合 密度 为 
gz , zn; a) = f(zi;0). (9) 


i=1 


以 下 用 BR(B) 表 在 Ho 正确 的 条 件 下 ， 亦 即 在 a = ao 的 条 件 下 ， 事 件 B 的 概率 : PP(B) = 
P(BIHo). 同样 已 (B) = P(BIB), 又 为 简单 起 见 ， 记 


三 (Zn 了 = (和 和)， (10) 


y 是 一 nn 维 点 ，7 是 维 随机 向 量 .， 于 是 (9) 中 的 g(z1,…,zn;a) 可 简 记 为 g(y;a). 
对 任 一 非 负 常 数 c>0, 定义 n 维 点 集 4。 


Ac=(y: g(y;a1) > cg(y; ao))i (11) 
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并 称 商 wen 为 似 然 比 ， 此外， 令 


9(Viao) 


wb(e) = Pln € Ac) = (We 2 > > e). (12) 





引 理 1 w(c) 是 c>0 的 左 连续 、 单 调 不 增 函 数 ， 而 且 


0 < ple) < = (c> 0) (13) 

y(0) = 1， lim w%(o) = 0 (14) 

证 由 (12) 知 w(c) > 0. 因 g(y;qi) >>0, 故 ho0 = RR, 而 (0) = P(e R,) = 1. 又 对 
c>0 有 


ye = Poln € Ae) = | gly;ao) dy 


1 1 
< = g(y;a1) dy < 一 ， 
A C 


C 


(注意 这 里 的 积分 是 n 重 的 ), 这 得 证 (13). (14) 中 后 式 自 (13) 推出 . 根据 V(o) 的 定义 ， 并 仿 
照 $2.1 定理 1 的 证 明 ， 可 见 w(c) 左 连续 而 且 单 调 不 增 ,， 口 
定理 1 ( 诺 曼 - 皮尔 逊 [Neyman-Pearson|) 设 随机 变数 上 有 密度 冰 数 f(x;a), 其 中 a 为 
未 知 参 数 ， 又 (8) 式 给 出 原 假设 Ho 及 备 选 假设 而 , 则 对 任 一 常数 0 < a <1, 必 存 在 水 
平 为 a 的 最 佳 D- 检验 . 
证 1° 先 设 存在 常数 co, 满足 
pea) = a. (15) 
在 这 条 件 下 ， 我 们 来 证 明 本 定理 ， 然 后 再 解除 此 条 件 . 简 记 
Pi(ne A)= F(A), (i=0,1); A. = D. . (16) 
下 证 (16) 中 的 DD 决定 最 佳 D- 检验 ， 实际 上 ， 由 (12)(15) 
Fo(D) = Y(ca)= a. | (17) 
考虑 任 一 E- 检验 ， 它 的 临界 域 是 EE, 犯 第 一 类 错误 的 概率 等 于 a, 因而 
Fo(E)= a. (18) 
如 果 能 够 证 明 
Fi(D) > P(E), (19) 
则 因 犯 第 二 类 错误 的 概率 对 D- 检验 是 瓦 (万 ) =1- 矿 (D), 本 表情 /D, 对 已 -检验 是 所 (BE)= 
1 所 (BE), 于 是 由 (19) 得 五 (D) < Fi(E) 而 定理 结论 得 以 证 明 . 


由 (17)(18) 得 
FD — ED)=a— Fo(ED)= FolB — ED). 
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由 D= 4。 及 4。 的 定义 ， 可 见 如 yED, 则 cog(y;ao) > g(oi ai). 故 


Fi(D- ED) > cam(D - ED) 
=coFo(E- ED)> M(BE- ED). 


在 此 式 两 边 加 上 (ED) 后 就 得 (19). 

2° 任 取 一 满足 (ca 一 0) > a, YW(ca+0) < a 的 cv, 
由 引 理 1 它 必 存 在 . 令 G = (y: g(y;a1) = cag(y; a0))， 1 
则 








ylca 一 0) 

Yea —0) = wea +0) = Fo(G) = / gy;00) dy. Wee + 0) 
G 

如 果 w(ca 一 0) 一 w(ca 十 0) =0, 那么 (15) 成 立 而 定理 

已 证 明 ， 故 可 设 (ca 一 0) 一 了 (ca 十 0) > 0, 不 妨 设 

wp (ca 一 0) —a>0! 注意 pca 一 0) -Qa pca 一 0) 一 (ca 十 0)， 由 于 分 布 Fo 是 连续 型 的 ， 必 

存在 G 的 子 集 B, 使 ? 


图 2 


人 g(y;ao) dy = Ylca 一 0) 一 aa. (20) 
取 DD=(y:g(y;al) > cag(y :ao)) 一 B, 则 由 的 左 连续 性 ， 


FoCD) = WY(co) 一 上 rm dy 
= Y(ca) — Ylca —0)+a=a, 


于 是 重新 得 到 (17) 式 ， 然 后 逐 字 重 复 (17) 以 下 的 证 明 ， 即 知 由 此 D 决定 的 D- 检验 法 是 
最 佳 的 ， 口 

由 (11) 可 见 ， 当 原 假设 名 中 的 ao 及 ec 固定 时 ， 4。 一 般 依赖 于 备 选 假设 Hi 中 的 a1 
因而 最 佳 检验 的 临界 域 D 一 般 地 也 依赖 于 a1. 如 果 当 o 在 某 参数 集 Q 中 任意 变动 时 ，D 
与 ww 无关， 我 们 就 说 在 一 切 水 平 为 a 的 检验 法 中 ， 关 于 @ 来 说 ， D- 检验 是 一 致 的 最 佳 
检验 ， 换 句 话说 ， 这 时 不 论 备 选 假设 瓦 : a = ai 如 何在 8 中 变动 ， 同 一 临界 域 都 给 出 最 佳 
检验 . 

例 2 设 上 有 Nac) 分 布 ，c 已 知 而 a 未知 ， Ho 为 a=0, 为 a=o1. 对 已 给 水 
平 a,0 < a < 1, 我 们 来 求 最 佳 检验 的 临界 域 D. 这 时 (11) 右 方 化 为 


一 D(zi—01)? —z4] 
=1 


gly;01) _ 。2 全 一 eHz-#H? > 6, (21) 


g(y;0) 


1 如 果 (co - 0) 一 a 二 0, 则 由 引 理 1 中 的 左 连续 性 ， w(ca) = a 而 化 为 1 中 情形 - 
2 实际 上 ， 令 Gr = GN(-o00,7], (00,7] 表 n 维 区 间 ，"7 = (71,…,rn)) ri 为 有 理 数 . 再 令 s = sup(7 : Fo(Gr) 全 
人 (ca 一 0) 一 a), 则 可 取 B= GN [~oo0,s]. 因此 





/ g(y; ao) dy = mf g(y; a0) dy = lim Fo(Gr) = (ca ~ 0)— oa. 
B ris Gy r1s 


后 一 等 号 是 由 于 连续 函数 在 闭 区 间 内 必 取 上 确 界 
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VO)= P(e 3 > (22) 


ca 一 ee 32 (23) 


满足 (15), 实际 上 ， 因 于 = 去 呈 名 的 分 布 在 Ho 正确 的 条 件 下 为 N(0， 击 ) 故 由 (22) 得 


e 一 把 dr = a. 


vw (ene-3n) =P (Vn > 和 > 中 - 去 [ 


现在 以 (23) 中 的 co 代入 (21) 中 的 6, 可见 所 求 的 临界 域 为 
= (vb (24) 


由 于 也 与 ol 无 关 ， 故 关于 @ = (0,co) 而 言 ， 它 还 决定 水 下 为 a 的 一 致 最 佳 检验 . 
次 设 cl < 0. 同样 求 得 关于 8' = (-co,0) 的 水 平 为 a 的 一 致 最 佳 检验 的 临界 域 为 D': 
D'= (y: Vn 


> < -6). (25) 


*857 大 于 应 用 


数理 统计 在 工业 、 农业 .医药 卫 生 等 许多 实际 部 门 有 着 广泛 的 应 用 , 在 本 书 中 , 我 们 不 
可 能 作 详 细 的 叙述 , 只 好 作 一 简单 的 介绍 , 目的 是 想 说 明 本 章 的 理论 , 可 以 用 来 解决 那些 实 
际 问 题 以 及 解 题 的 基本 思想 . 至 于 详细 的 情形 , 请 看 书 末 所 引 的 参考 书 [3], [31],[32],[33],[36]. 

(一 ) 方差 分 析 . 方差 分 析 是 一 种 统计 分 析 的 方法 ， 首 先 由 R. A. Fisher 所 引进 ， 它 有 
许多 应 用 ， 例 如 ， 可 用 以 比较 各 种 植物 品种 ， 动 物品 种 ， 各 种 原料 或 各 种 实验 方法 的 优 缺 
点 等 等 . 

考虑 下 列 问题 : 设 有 > 个 独立 ， 正 态 分 布 的 随机 变数 &1,é2,…,&7, 它们 有 相同 的 未 知 
方差 o2, 但 未 知 的 数学 期 望 a1,a2,… ,a 可 能 不 同 ， 现在 对 每 个 随机 变数 &; 作 一 组 独立 的 
观察 而 得 子 样 

En 


试 根据 这 7 组 观察 来 检查 假设 玖 
H: al 一 ao 一 … :一 0r. 


例如 ， 三 ,2,…,é+ 可 以 是 7 种 不 同 品种 的 小 麦 的 亩 产量 ， 或 者 是 用 7 种 不 同方 法 所 
生产 的 电灯 泡 的 使 用 时 数 等 等 ， 如果 五 不 正确 ， 这 说 明 " 种 小 麦 的 平均 亩 产量 不 相同 ， 
也 就 是 说 这 些 品种 是 有 差异 的 ， 于 是 进一步 我 们 可 挑选 优良 的 品种 来 提高 产量 . 
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当 "=2 时 ， 这 问题 已 在 85.5( 二 )3° 中 研究 过 ， 一 般 情 况 的 解法 如 下 . 令 


E A i (1) 
-2 Dn (2) 
因而 志 及 分别 是 第 i 组 子 样 及 全 体 子 样 的 平均 值 ， 容 易 证 明 恒等式 
Ds -9 — = Dn -+ es 6)2; (3) 
简 记 (3) 为 
Q = Q1+Q2 (4) 


Q 是 &; 对 全 体 子 样 总 平均 值 & 的 离 差 平方 和 ， Qi 是 第 i 组 子 样 的 平均 值 对 总 平均 值 的 
离 差 平方 和 ， 而 82 是 每 组 子 样 &;; 对 本 组 平均 值 的 离 差 平方 和 的 和 .， (4) 式 把 @ 拆 成 两 
部 分 ， 注意 @/n 是 全 体 子 样 的 方差 . 
设 正确 由 85.2 定理 1,8/o? 有 x?(n 一 1) 分 布 ， 与 $5.2 定理 1 的 证 明 相似 ， 可 证 
明 : Qi/c2 及 Q2/o? 分 别 有 xztr -1 及 (nn 一 7) 分 布 ,而且 相互 独立 ， 根 据 $2.8 定理 4 
见 随机 变数 0 /0 
1 2 
rl/n-r (5) 
具有 自由 度 为 "一 1 及 n--r 的 下 分 布 ， 然 后 利用 以 前 多 次 用 过 的 方法 ， 对 已 给 信和 度 p%， 
0 <p<100, 可 找到 常数 所 , 使 


C= —— 


P(C > fo) = p%. 


于 是 判别 五 的 准则 是 : 对 信和 度 p% 而 言 ， 如 果 < < 万 , 则 接受 五, 否则 拒绝 五. 

如 果 检验 结果 发 现 五 个 正确 ， 我 们 进一步 还 可 利用 $5.4( 二 )3° 中 的 方法 来 估 主 差 一 

jl i,I gr7). 

以 上 所 考虑 的 差异 是 由 于 一 种 原因 (例如 在 影响 小 麦 亩 产量 的 问题 中 只 考虑 品种 一 
因素 ) 引起 的 ， 所 以 时 做 一 元 方差 分 析 ， 自 然 还 可 考虑 多 种 因素 (例如 ， 除 品种 外 ， 还 有 
肥料 ， 土 质 ， 水 分 ， 阳 光 等 等 因素 ), 这 便 产 生 多 元 方差 分 析 ， 解 题 的 基本 思想 与 一 元 时 类 
似 ， 关 键 在 于 把 (4) 式 扩 充 ， 例 如 考虑 两 个 因素 时 ， 应 扩充 为 


Q = Q1+ QW2 + Ws. 


(二 ) 回归 分 析 . 我 们 仍旧 考虑 上 面 的 实例 . 小麦 的 亩 产量 与 所 施肥 料 量 > 有 关 . 在 
一 定 范围 内 ， 如 果 施 肥 较 多 ， 即 z 较 大 时 ， 育 产量 € 也 较 大 ， 因 而 依赖 于 > 我 们 希望 知 
道 E 是 怎样 依赖 于 z 的 ， 首 先 注意 ， 当 z 固定 时 ， 通 常 可 假定 上 有 正 态 分 布 N(a,0) (根据 
中 心 极限 定理 及 长 期 的 实践 经 验 ), 方差 o? 与 z 无 关 ， 但 平均 值 


a = a(z) (6) 
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是 z 的 函数 ， 于 是 问题 化 为 要 研究 a(z): 或 者 根据 历年 的 经 验 对 a(z) 作 某 假设 豆 ( 璧 如 ， 
HH: a(z) 是 z 的 线性 函数 ， 即 a = w+vz, uv 是 二 常数 ), 并 检验 瑟 是 否 正确 ,或 者 估计 a(z). 

于 是 我 们 来 作 一 些 实验 ， 分 别 给 z 以 ”个 不 同 的 值 , 相应 地 得 到 ”个 观察 值 上 换 
名 话说， 施肥 量 为 z; 时 ， 得 亩 产量 为 &, 从 而 得 一 组 观察 值 ( 子 样 ) 为 

(z1,€1), (z2, €2), “ , (zn, én), 

这 就 是 我 们 进行 回归 分 析 的 数据 . 

有 了 这 个 实例 ， 容 易 理 解 下 列 回归 问题 的 一 般 提 法 : 设 是 有 正 态 分 布 N(a,o) 的 随 
机 变数 ， 其 中 

和 一 a(z(D)，z(2)， .Zk)) (7) 


是 非 随机 的 变量 z 中 ,zQ,… ,zt*) 的 通 数 ，o 虽 未 知 ， 但 与 这 些 变 量 无 关 ; 试 根据 一 系列 
的 观察 
山 (9 , 20, ” (CD zz en)， 


为 了 说 明 解 法 的 基本 思想 ， 我 们 只 考虑 一 个 变量 z 而 且 互 为 


aa 一 of 十 pz 
的 简单 情形 ， 这 里 op 是 未 知 常数 ， 引 进 n = of + pz5, 了 = 去 呈 ao 为 了 研究 ob 只 要 研 


究 a,6 就 够 了 .改写 上 式 为 
a=a+t+b(z— 2z). (8) 


先 求 a,8 及 o 的 估 值 ， 用 最 大 似 然 法 (比较 85.3 例 2). 注意 &1,&2，… ,én 的 联合 密度 
是 


1 1 之 _ 
(zl zz Zn) = | 一 303 2 —a~— pb(zi— 3 
用 最 大 似 然 法 求 得 a, PB,o 的 估 值 分 别 为 


o = 和 及 = 过 = (9) 
2 (2 — 2)? 1 
2 一 1 
"2 = Yt 一 or —pB*(z— 2)) = s2(1 —7); (10) 


其 中 量 = 去 半 人 一 冤 , 吕 = 于 叶 (人 一 8 其 余 的 mi 及 容易 算出 


其 次 求 ~ ,B* 及 oa 的 分 布 ， 由 (9) 知 a*,P* 都 是 的 线性 函数 ， 故 它们 都 有 正 态 
布 ， 于 是 只 要 求 出 它们 平均 值 与 方差 就 够 了 : 


Ea* =a, Da’ = 


9 
[ee 


(1D) 
(12) 


1 


EB* = 6, DB” = 


3 
tn 
PL 
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我 们 有 恒等式 


Di o 6°( ~ 3) 
= Dé a Bl 3) ~ nlo" — 0)? — ns¥(p* ~ 8) 43) 


i=1 





引进 随机 变数 H，…,m， 
m=&i— a— bP(z— 2), 
显然 它们 相互 独立 ， 各 有 N(0,c) 分 布 ， 下面 二 线性 型 


C1 = Vn (or 一 oa) 霹 2m 





(14) 
Ga -A = Rs Dm 
满足 正 交 条 件 : 1 v2 | 2 
(5 动 +…+( 友 ) = 
2 2 一 下 = 也 | (15) 
| 1 _ 
2 i 7) 
由 于 (15), 可 以 找到 正 交 矩阵 (cij), 1,7 = 1,2,.…,n, 使 
G = Sem, (i = 1,2,.…,n), (16) 


而 且 (16) 中 当 i= 1,2 时 的 两 个 式 子 与 (14) 一 致 ;因而 经 过 正 交 变换 (ci;), 我 们 把 (m1,… ,1m) 
变 到 (G1,… ,ln). 由 于 


2 02，1 一 旋 
可 见 6，…,Gn 是 相互 独立 的 随机 变数 ， 各 有 正 态 分 布 N(0,o). 由 (10) (13) 及 六 的 定义 得 
= >》 只 -一生 一 人 
1 一 1 
一 2 人 人 人 人 
i=1 1=3 


故 由 $2.8 定理 2 知 吃 有 x?(n 一 2) 分 布 . 
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第 三 ， 既 然 a*,B8*,a*? 的 分 布 已 知 ， 关 于 a,B,o? 的 区 间 估 值 和 假设 检验 的 问题 就 迎 
刃 而 解 . 关于 o? 只 要 仿照 85.4( 二 )2° 及 85.5( 二 )2°, 统计 量 改 用 "9. 
的 结果 ， 可 见 二 随机 变数 


Vi-a eo V 3 0 -7 
oO 


各 有 tm 一 2) 分 布 ， 注意 s1 已 知 ， 帮 关于 a 及 6 的 区 间 估 值 和 假设 检验 问题 完全 可 仿照 
$5.4( 二 )1° 及 85.5( 二 )1le 来 解决 . 

最 后 来 叙述 预测 问题 ， 它 在 实际 中 很 有 用 . 设 已 给 定 z 的 值 ， 试 求 a 的 置信 区 间 ， 置 
信和 系数 为 1 一 击 ,(0 <p < 100). 用 上 面 的 实例 来 解释 一 下 : 我 们 打算 施肥 z (公斤 ), 试 预测 
今年 的 平均 产量 a; 或 者 ， 更 精确 些 ， 试 找到 一 个 (随机 ) 区 间 (61,62), 使 

p 
100° 
为 此 ， 由 (11)(12) 并 注意 ,C2( 从 而 a*,B8*) 的 独立 性 ， 知 

















P(G1 <a <G2)=1— 








A A 








og*2 oa*+P*(z—z)—a 
t= x/ (n 2)03 人 (17) 
有 t(n 一 2) 分 布 ， 故 置信 区 间 的 两 个 端点 人 ,G2 为 
pr 一 习 二 bp 1+ (2) ， (18) 








其 中 常数 坏 可 由 t(n 一 2) 分 布 表 找到 . 

(三 ) 质量 控制 . 在 生产 过 程 中 常常 采用 统计 方法 ， 以 检查 和 控制 产品 的 质量 .这 种 方 
法 既 可 用 于 生产 过 程 中 的 产品 ， 也 可 用 于 已 制 成 的 产品 (成 品 ). 我 们 先 从 前 一 情形 讲 起 . 

(A) 生产 过 程 一 般 是 稳定 的 , 就 是 说 ， 如果 影 响 质量 的 主要 因素 如 原料 、 工序 、 机 器 、 
人 力 等 无 显著 变化 时 ， 那 么 产品 质量 也 不 会 发 生 重大 差异 .譬如 说 ， 生 产 出 的 钢 条 的 直 
径 ， 不 会 有 重大 改变 ， 虽 然 如 此 ， 即 使 生产 过 程 是 稳定 的 ， 影 响 质量 的 主要 因素 还 是 会 有 
随机 的 波动 ， 不 过 波动 较 小 黑 了 ， 现 在 假定 希望 制造 直径 是 a 厘米 的 钢 条 ， 由 于 这 些 波 
动 ， 制 成 的 钢 条 的 直径 ¢ 是 一 随机 变数 . 在 假设 太 :“ 生 产 过 程 稳定 ”的 条 件 下 ， 可 以 近似 
地 假定 (根据 中 心 极限 定理 ): ¢ 有 N(a,o) 正 态 分 布 . 

运用 统计 的 方法 ， 可 以 在 废品 尚未 出 现 以 前 ， 就 能 预告 生产 稳定 性 即将 破坏 ， 事 故 
即将 出 现 ， 并 且 能 在 一 定 程度 上 指出 毛病 所 在 ， 以 便 生产 者 及 时 采取 行动 ， 防 止 废品 的 出 
现 . 这 种 质量 控制 是 积极 性 的 ， 我 们 称 它 为 预告 检查 . 

预告 检查 的 基本 思想 如 下 : 在 假设 瑟 :“ 生 产 过 程 稳定 ”的 条 件 下 ， 某 产品 的 一 
要 数字 特征 (例如 钢 条 的 直径 ) 可 以 认为 有 N(a,o) 分 布 (或 近似 N(a,o) 分 布 ), 对 已 给 信 
度 a,0<a<1, 由 正 态 分 布 表 ， 存 在 常数 nu, 使 


P(—nao <€—-a<na0)=1-—a; (19) 
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因而 
长 一 al > mac (20) 


是 一 小 概率 (概率 为 a) 事件 ， 现 在 对 一 列 产品 进行 观察 ， 得 子 样 
6 ,én, (21) 


以 & 代替 (20) 中 的 后 ， 如 果 (20) 不 成 立 ， 这 说 明 在 制 成 第 一 个 抽样 产品 时 五 正确 ， 即 
品 时 应 和 否定 瑟 , 就 是 说 ， 这 时 生产 的 稳定 性 已 被 破坏 (信和 度 a). 于 是 应 采取 修理 行动 . 

一 般 地 ， 常 数 a 是 预定 的 ， o? 可 根据 工厂 以 往 的 记录 找到 ， 或 以 2 = 二 2 (6 -8)? 
作为 它 的 估 值 . | 

通常 取 1 一 a = 95.5% 或 99.7%， y=a+30 








这 时 na 等 于 2 或 3. I, 
更 直观 地 , 可 以 制 一 控制 图 (图 。 Y=“+20 本 
1): 设 1 一 a = 99.7%, 以 y= oa 为 中 
心 线 ， 再 作 四 直线 ,a 
Li1: 2 一 02 十 30， ® 。 
4 一 Q 一 20 ， M; 
L2 
Mi: y=a+20, Y=a—30 . 
M»: y=a— 20. 图 1 


称 Li( 或 [2) 为 上 (或 下 ) 废品 线 ， 称 Mi( 或 M2) 为 上 (或 下 ) 控制 线 ， 当 & 跑 出 工 与 za 
所 围 成 的 地 带 时 ， 生 产 已 不 稳定 ; 当 & 跑 到 Mi 之 上 或 Ma 之 下 时 ， 和 警告 着 生产 稳定 有 破 
坏 的 危险 ， 因 而 Mi, M2 起 着 警告 作用 . 图 1 在 k=6 时 提出 警告 在 k=7 时 出 现 废品 . 

利用 控制 图 ， 不必 等 到 点 落 在 控制 区 外 ， 往 往 就 能 看 出 问题 例如， 第 一 ， 如 点 总 是 
落 在 中 心 线 以 上 (或 以 下 ), 可 能 是 机 器 安装 得 不 适当 ， 或 机 件 已 受 损耗 ， 或 零件 安装 太 暴 
( 太 松 ) 等 ; 第 二 ， 点 在 控制 区 内 波动 很 大 ， 一 下 靠近 上 控制 线 ， 一 下 又 靠近 下 控制 线 ， 这 
可 能 是 某 一 因素 (如 原料 ) 有 较 大 波动 ， 或 发 动机 有 毛病 ; 第 三 ， 如 控制 图 中 的 点 的 联 线 有 
某 规律 (如 周期 现象 ), 那么 可 能 是 机 器 有 系统 的 故障 (如 周期 性 的 故障 ); 最 后 ， 如 点 有 单调 
下 降 ( 见 图 1) 或 上 升 ， 可 能 是 工具 磨损 或 触媒 劣化 等 原因 ， 

有 时候， 如 & 的 分 布 不 很 接近 正 态 分 布 ， 则 上 法 的 效果 要 降低 ， 这 时 可 改 用 


(= (22) 
2=1] 


来 代 赫 ,我 们 知道 ， 由 $3.4 定理 1 和 = 沁 & 的 分 布 近似 于 N{o, 寺 ). 在 采用 进行 控制 


时 ， 应 观察 一 列子 样 
6 2 
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除了 上 外 ， 有 时 还 采用 子 样 的 散 度 
R= max(ti,..…, én) — min(é1,. ,én,) 


来 控制 ， 类似 地 可 以 作 控 制图 ， 如 果 要 求 严格 ， 可 以 用 & 与 R 作 两 张 控 制图 联合 控制 . 

控制 图 是 生产 过 程 的 简单 摄影 ， 对 生产 是 很 有 用 的 . 

(B) 现在 来 叙述 成 品 的 质量 控制 ， 设 有 NN 个 产品 (如 手表 ), 验收 和 人员 需 要 检查 每 个 产 
品 是 合格 (成 品 ) 还 是 不 合格 (废品 ). 如 果 w 很 大 ， 要 逐一 检查 是 很 难 做 到 的 ， 于 是 只 好 从 
中 随机 地 抽取 含 n(< NN) 个 个 体 的 子 样 ， 希望 以 这 nn 个 的 逐一 检查 ， 来 代替 售 个 个 体 的 
母体 的 全 面 检查 . 这 种 检查 方法 叫 抽 样 检查 ， 它 的 优点 是 ， 需 要 检查 的 个 体 少 了 ; 然而 ， 
它 是 否 真能 反映 母体 的 质量 呢 ? 容易 想象 ， 如 果 n 越 大 ， 就 越 能 保证 质量 ; 但 另 方面 ， 检 
查 的 劳动 量 及 费用 也 就 越 增加 ， 了 矛盾 的 焦点 就 在 于 此 .从 而 可 见 ， 如 何 合理 地 选取 n, 是 
一 个 重要 的 问题 . 

母体 质 理 好 坏 的 标志 是 


废品 率 p= 青 x 母体 中 废品 个 数 . 


根据 国家 对 质量 的 要 求 ， 常 常 可 以 定 出 两 个 数 pi,p2, 0 < pi < pz <1, 当 p< pi 时， 我们 说 
母体 合格 ， 当 p > pa 时 ， 便 认为 母体 不 合格 . 

验收 人 员 采 用 下 列 简单 的 验收 方案 : 从 母体 中 抽取 容量 为 n 的 子 样 ， 子 样 中 的 废品 
数 a 如 不 大 于 7, 他 接收 母体 ; 如 d > 7, 便 拒 收 母体 ,验收 人 员 自 然 希望 ， 接 收 合格 母体 的 
概率 不 小 于 1 -- sl( 充 分 大 ) 接收 不 合格 母体 的 概率 不 大 于 e2( 充 分 小 ), 0 < st,sa < 1. 本 着 
这 种 要 求 ， 试 问 如 何 定 出 n 及 7r? 一 旦 决定 了 与", 验收 方案 便 完全 订 妥 ， 因 些 可 称 它 为 
(nr) 方案 . 

以 g(p) 表 废 品 率 为 p 时 接收 母体 的 概率 ， 令 gg=1 一 p. 则 

Na) 


r Np / 
g(p) = >, (ale (23) 


气 (%) 
如 果 相 对 于 n 来 说 N 充分 大 ， 根 据 $2.3(11),g(p) 近似 于 f(p): 


f(p) = 3 (re 


?一 0 
当 p 自 0 上 升 到 1 时， f(p) 不 增 ， 连续 . 
f(0)=1, f(D)=0. 


(图 2). 
根据 上 述 验收 人员 的 要 求 ， 得 到 二 方程 


f (pi) 一 1 一 El (24) 
f(p2) = 上 2. (25) 
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由 此 二 方程 可 解 出 n 及 7, 于 是 方案 订 妥 .执行 这 一 方案 ， 可 以 保证 接受 合格 母体 的 概率 
不 小 于 1 工 - si 接受 不 合格 母体 的 概率 不 大 于 e2. 

我 们 看 到 ， 从 验收 人员 的 要 求 (他 自然 应 该 反映 国家 的 要 求 ) 出 发 可 以 确定 mr; 如 果 
换 成 另外 的 要 求 ， 自 然 也 可 以 另 订 方案 ， 不 过 我 们 不 去 深入 叙述 了 . 

一 种 更 完善 的 检验 方法 是 A. Wald 所 建立 的 序 贯 分 析 ， 关 于 这 方面 的 详细 叙述 可 参看 
他 的 著作 [36]. 


习 题 


1. 设 X 在 [9 一 a,9 二 a] 上 均匀 分 布 ，(z1,… ,zn) 是 一 组 样本 . 试 证 : 互 与 §( max zi+ min zi 
都 是 9 的 无 偏 估 值 ， 两 者 谁 较 有 效 ? 
2. 设 ziza,za 是 X 的 三 个 样本 ， 天 的 分 布 密度 是 


工 0<z<8， | . 
f(z,0)—=40 0<0<o. 
0， 其 他 ， 


试 证 $ max zi, 4 Pin zi 都 是 6 的 无 偏 估 值 ， 并 比较 它们 谁 有 效 ? 
3. 设 仙 (cz ,an) 和 外 (zi ,zs) 是 参数 9 的 两 个 独立 的 无 偏 估计 ,并且 0 的 方差 是 02 方差 的 
两 倍 ， 试 找 出 常数 Ki, Kz 使 得 扩 6 上 + K26z 是 9 的 无 偏 估 值 ， 并 且 在 所 有 这 样 的 线性 估 值 中 方差 最 小 . 
4. 设 Tl Tn 是 - - 带 有 参数 0 的 总 体 的 n 个 样本 ， tn (ZT1, 计时 ,Tn) 是 0 的 一 个 估 值 ， 若 五 tn 一 0+kn,, 
Dt»n =02. 且 


lim kn = lim o2=0 


则 t 是 9 的 一 致 性 估 值 . 
5. 设 X 具有 分 布 密度 


1 9_1 gz 芝 b+T -oo<b< co 
f(x,0) = 2 2 
0， 其 他 . 


zzn 是 XX 的 nn 个 样本 ， 试 求 8 的 最 大 似 然 估 值 . 
6. 设 久 的 分 布 密度 是 
i 0O<z&0,0<0<0%, 
f(z,0)= 149 
0， 其 他 . 


zi,… ,zn 是 X 的 nn 个 样本 ， 试 求 9 的 最 大 似 然 估 值 . 


7. 设 zt，zn 是 下 列 分 布 密度 的 n 个 样本 ， 试 求 9 的 最 大 似 然 估 值 ， 
Ore™ 


(i) f(x,0) = ol z=0,1,2,.……, 0&0<o%, 
0， 其 他 ; 
(i) F(z,0) 人 0<z<1,0<0<o, 
11 DZ) 一 
0， 其 他 ; 
Gii) f(a,0) {* 0<z<o%,0<0<o%, 
111 2) 一 
0， 其 他 ; 
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(iv) f(x,0) = Sel*-9), —o0<ZX<o0, -0<0<o0; 
Cn ye 9- 人 Or<o00, -co<0<oco， 
0， 其 他 ; 


8. 设 z1,.…,zn 是 下 列 分 布 密度 的 n 个 样本 ， 试 求 对 参数 9 和 ba 的 最 大 似 然 估 值 


1 -6 
f(z,01,02) = Fe 5 ,0 <zZ<oco -oo< 的 <co0<g <co， 
2 


9. 从 甲 ， 乙 两 店 各 买 同 样 重量 的 豆 ， 在 甲 店 买 了 13 次 ,在 乙 店 买 了 10 次 ， 每 次 买 得 的 豆 的 颗 数 分 
别 为 (xz1,…,z13), (y1,… ,yi0). 设 豆 的 颗 数 是 服从 正 态 分 布 ， 若 二 = 118, 了 = 116.1, (zi 一 色 )? = 2825， 
2(y: 一 妨 ? = 1442. 取信 和 度 为 1%, 问 是 否 可 以 认为 甲 ， 乙 两 店 的 豆 是 同一 种 类 的 ( 即 同样 重量 的 豆 颗 数 应 
该 一 样 ). 

10. 从 某 种 试验 物 中 取 来 24 个 样品 (zli,:…，,zaza) 测量 其 发 热量 ， 发 热量 看 作 是 正 态 分 布 ， 若 量 得 
二 二 11958, sn = 323, 问 以 5% 的 信和 度 是 否 可 认为 发 热量 的 期 望 值 是 12100. 

11. 由 十 块 地 试 种 甲 ， 乙 两 品种 作物 ， 所 得 产量 为 (zx1,.…,z10), (Wi,…… ,yi0), 假设 作物 产量 服从 正 
态 分 布 ， 并 计算 得 五 = 30.97, 5 = 21.79, s2 = 26.7, s = 12.1. 车 取信 和 度 为 1%, 问 是 否 可 以 认为 这 二 种 品 
种 的 产量 没有 显著 性 差别 . 

12. 两 台 机 床 加 工 同 一 零件 ， 分 别 取 6 个 和 9 个 零件 ， 量 得 其 口径 为 (zx1,……,ze), (yi1,…,Ye), 又 
二 二 34.1, = 41.15, s2 = 0.345, s2 = 0.357. 车 取信 度 为 5%, 假定 零件 口径 服从 正 态 分 布 ， 问 是 否 可 以 认 
为 两 台 机 床 所 加 工 的 零件 口径 的 方差 无 差异 . 

13. 在 某 公 路 上 ， 50 分 钟 之 间 ， 观 测 每 15 秒 过 路 的 汽车 的 辆 数 ， 得 到 的 次 数 分 布 如 下 


过 路 的 辆 数 z 1| 2|3|14|15 
次 数 ns |192168128|11i1|1|10 


问 这 个 分 布 能 否 看 成 是 普 阿 松 分 布 ? (信和 度 取 10%). 
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* 第 六 章 随机 过 程 的 模拟 
86.1 ”在 电子 计算 机 上 模拟 均匀 分 布 随机 变数 的 方法 


(一 ) 问题 的 提出 . 在 82.8 中 ， 我 们 讨论 了 随机 向 量 的 变换 问题 ， 那 里 是 先 给 定 了 一 
个 变换 ， 要 求 的 是 经 过 变换 后 的 随机 向 量 的 分 布 ， 本章 中 所 要 讨论 的 问题 可 以 在 一 定 意义 
上 看 成 那里 的 逆 ， 即 我 们 希望 变换 后 的 随机 向 量具 有 事先 指定 的 分 布 ,试问 如 何 找 到 所 需 
的 变换 ? 此 外 ， 还 要 求 变换 比较 简单 ， 以 便 能 在 电子 计算 机 上 较 快 地 实现 . 

这 个 问题 具有 重要 的 实际 意义 . 第 一 ， 在 许多 工程 、 通 讯 等 技术 问题 中 ， 所 研究 的 控 
制 过 程 往往 不 可 避免 地 伴 有 随机 因素 ， 要 使 理论 符合 实际 情况 ， 必 须 把 这 些 因 素 考 虑 在 
内 ， 这 样 就 自然 地 会 产生 随机 过 程 的 模拟 问题 其 次 ， 不 入 前 发 展 起 来 了 一 种 有 效 的 计算 
方法 -统计 试验 计算 法 (或 名 蒙特 卡 罗 [Monte-Carlo] 法 ), 这 种 方法 的 基本 思想 是 人 为 地 造 
出 一 种 概率 模型 ， 使 它 的 某 些 参 数 恰好 就 是 所 考虑 的 问题 的 解 . 例如 ， 在 81.1 中 的 薄 丰 问 
题 里 ， 所 要 计算 的 7 恰好 出 现在 投 针 试验 的 概率 中 ， 因此， 要 利用 这 种 计算 方法 ， 先 决 条 
件 是 要 把 所 需 的 概率 模型 模拟 出 来 在 下 章 里 ， 我 们 要 比较 详细 地 讨论 蒙特 卡 罗 方 法 . 

实际 中 的 问题 多 种 多 样 ， 所 要 模拟 的 过 程 是 非常 广泛 的 , 我 们 在 这 里 只 能 介绍 一 些 最 
基本 的 结果 .读者 有 进一步 的 需要 时 可 以 参阅 文献 [37]. 

(二 ) 均匀 分 布 随机 变数 的 产生 . 先 从 最 简单 的 问题 开始 ， 设 已 给 一 单调 上 升 的 连续 
分 布 函数 F(z), 试 作 一 随机 变数 ， 使 它 的 分 布 函数 重合 于 F(z). 这 个 问题 有 多 种 解法 ( 参 
看 82.2 定理 2), 为 了 便于 在 计算 机 上 实现 ， 这 里 采用 下 面 的 方法 ， 任 取 一 在 (0,1) 中 均匀 分 
布 的 随机 变数 &, 显然 它 的 分 布 函数 G(z) 为 


0， 如 z < 0, - 
G(z) = | zx， 如 z € (0,1)， 

1， 如 z > 1. 
容易 证 明 ， F-1(6) 即 所 求 的 随机 变数 : 这 里 Fi!(z) 表 F(z) 的 反 函 数 ， 即 FF 一 (z)) =z 
事实 上 

PE (€) <& 2)= P(é & F(z)) = G(F(z)) = F(z), 
这 证 明 fF-1(é€) 的 分 布 函 数 是 F(z)( 参 看 82.11 例 4)， 
注意 F (6) 是 含 未 知 数 y 的 方程 


Fly) =é (1) 
的 解 如 果 F(z) 有 密度 为 f(z), 那么 (1) 化 为 
三 f(z)dz =&, 02) 


因而 F-1(6) 满足 /人 f(z)dz = 于 是 得 
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定理 1 设 已 给 单调 上 升 的 连续 分 
布 函数 F(z)( 或 已 给 分 布 密度 f(z)) 及 在 
(0,1) 中 均匀 分 布 的 随机 变数 上 6， 则 方程 
(1)( 或 (2)) 的 解 了 = 天 (6) 是 以 F(z) 为 
分 布 沙 数 的 随机 变数 ( 见 图 1). 

例 1 设 已 给 指数 分 布 函数 为 


Flz)=1-er>z(z>0)) 为 正常 数 . 


(1) 化 为 1 一 e Y=&， 
解 得 ! 
y= -ln(l—é). 
由 定理 1 可 见 ， 要 造 出 以 上 述 F(z) 为 分 布 函数 的 随机 变数 ， 只 要 会 造 出 (0,1) 上 均匀 
分 布 的 随机 变数 就 够 了 ， 为 方便 计 ， 以 下 简称 后 者 为 均匀 变数 . 
为 了 造 出 均匀 变数 ， 采 用 二 进位 记 数 法 . (0,1) 中 的 任 一 数 可 表 为 





和 = Opa1s 三 人 十 蚤 十 站 十， (3) 


其 中 六 或 者 等 于 0, 或 者 等 于 

反之 ， 任 取 一 列 相互 独立 的 随机 变数 mm, 它们 有 相同 的 分 布 密度 短 阵 {% 】 )， 
即 ， 等 可 能 地 取 及 0 及 1 为 值 ， 则 由 (3) 造 出 的 上 在 (0,1) 中 均匀 分 布 ， 为 了 证 明 这 个 结 
论 ， 任 取 一 区 间 (e 月 0Oga <6< 1 要 证 的 是 Pla <&< 引 二 ba, 由 于 a( 或 上 可 由 有 限 
小 数 ( 即 (3) 中 除 有 限 多 个 从 外 ， 其 余 广 全 为 0 的 数 ) 所 任意 逼近 ， 因 此 只 需 考虑 ws 为 
有 限 小 数 的 情形 ， 为 了 突出 问题 的 本 质 并 避免 符号 上 的 烦琐 ， 设 (a, 妨 = (让 引 . 注意 


(3) = (523)U2) 
采用 二 进 制 ， 后 面 二 区 间 可 写成 
(0.01,0.01111.…) U [0.10,0.1011… 小， 


由 此 可 见 : 要 使 取 值 于 前 (或 后 ) 一 区 间 ， 充 要 条 件 是 mw = 0,m = !( 或 m = 1 = 人 0. 因 


1 3 1 1 1 3 
ee Pp 一 工 一 0) 一 一 一 一 一 一 一 一 
P 人 (5 < < 7) P(m = 0,% = 1)+ P(m ;12 ) A414 2 4 


对 一 般 的 (a,5) 可 类 似 证 明 . 
这 样 一 来 ， 造 均匀 变数 的 问题 化 为 造 一 列 独立 的 {m} 的 问题 ， 而 {7:} 的 造 法 多 种 多 
样 ， 譬如 说 ， 连 续 不 断 地 独立 地 掷 硬币 而 记录 其 正面 为 1 反面 为 0. 或 者 在 一 段 确定 的 时 
由 于 1 _E 也 在 (0,1) 上 均匀 分 布 ， 故 还 有 y = -- 支 na &, 其 次 ， 由 此 还 可 推 知 : 7 = 一 二 In(61.…én) 有 参数 为 
nm, 和 的 Gamma 分布， 这 是 由 于 ， 此 分 布 是 几 个 指数 分 布 的 卷 积 ( 见 298 页 ), 因而 是 二 Fnéi = 一 到 (6 人) 
的 分 布 ， 这 里 刀 ,… ,én 是 独立 的 均匀 分 布 的 随机 变数 ， 
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间 At 内 观察 一 普 阿 松 流 ， 例 如 观察 一 放射 性 物质 ， 如 果 在 At 中 放射 的 粒子 数 是 奇数 就 
记 为 1, 是 偶数 就 记 为 0, 这 样 连续 不 断 地 记录 下 去 就 得 到 {7m;}, 7 是 第 i 个 时 间 区 间 内 观 
察 的 记录 ; 实际 上 ， 由 82.4 定理 2 





如 XAt 充分 大 ,这 概率 接近 3. 男 一 种 方法 是 利用 前 人 已 造 好 的 随机 数 表 , 这 是 从 0,1,2,…,9 
共 十 个 数字 中 等 可 上 昆 地 独立 地 取出 的 数字 组 成 的 表 ， 从 这 表 中 任 取 出 一 数 ， 如 是 奇数 ， 就 
记 为 1, 是 偶数 就 记 为 0, 继续 下 去 就 得 出 一 列 {i}. 

以 上 方法 有 共同 的 缺点 : 一 是 我 们 决 不 可 能 观察 无 数 多 次 以 得 到 无 数 多 个 mi 二 是 记 
录 速 度 太 慢 ， 不 能 满足 计算 机 的 快速 要 求 . 即使 计算 机 上 有 随机 数 发 生 器 的 设备 ， 也 不 能 
避免 这 些 困 难 ; 因此 便 产生 了 研究 伪 随 机 数 的 问题 . 

(三 ) 伪 随 机 数 ， 所 谓 伪 随机 数 ， 是 指 按 照 一 定 的 计算 方法 而 产生 的 数 ， 它 们 具有 类 
似 于 自 均匀 变数 独立 抽样 值 的 性 质 ， 这 些 数 既然 是 依照 决定 性 的 算法 而 产生 的 ， 便 不 可 
能 是 真正 的 随机 数 ; 虽然 如 此 ， 如 果 计 算 方法 选 得 恰当 ， 它 们 便 近似 于 相互 独立 和 近似 于 
均匀 分 布 ， 这 就 是 说 ,它们 能 通过 数理 统计 中 的 独立 性 检验 和 均匀 分 布 检 验 ， 由 于 这 些 原 
因 ， 人 们 便 称 它们 为 伪 随 机 数 ， 为 了 保证 产生 的 速度 计算 方 法 应 该 相当 简便 ， 以 便于 在 
计算 机 上 迅速 实现 ， 

一 般 说 来 ， 伪 随机 数 常 借助 于 递 推 公式 来 产生 : 如 已 知 前 面 个 伪 随 机 数 ， 下 一 个 便 
是 这 上 个 的 消 数 : 


Tn = f(Tn 1 Tn-2, ,Tn—k), 
产生 的 方法 很 多 ， 我 们 先 来 叙述 其 中 最 常用 的 一 种 - 余数 法 . 令 
Ynt1 三 Mn (mod M), = (4) 
rn, = yaM-), (5) 


其 中 a,X,M 为 任意 三 个 正常 数 ，&a 为 奇数 ， 

这 就 是 说 ， 令 ww 等 于 a; 车 jy 已 选 定 ， 以 M 除 Xyn 后 的 余数 记 为 yn+li yn/M 就 是 
所 需 的 xz 由 构造 方法 可 见 : 0 < yh < M,0 < zn <1. 因此 ， 不 同 的 %( 因 之 zi) 至 多 只 有 
M 个 .这 表示 序列 {zn} 是 有 周期 的 ，L < M, 每 隔 工 个 不 同 的 zi 后 循环 一 次 ， 既然 如 
此 ， {xz} 就 不 可 能 是 真正 的 随机 序列 .不 过 如 果 工 充分 大 ， 在 同一 个 周期 内 的 数 却 可 能 
通过 统计 中 的 独立 性 与 均匀 性 检验 ， 这 就 完全 依赖 于 参数 a, 和, M 的 选择 ， 有 一 些 参数 可 
以 使 它们 通过 而 大 多 数 则 不 能 . 至 于 如 何 选择 参数 ， 目 前 主要 依靠 在 计算 机 上 作 实 验 ， 从 
一 些 已 公开 发 表 的 报道 得 知 下 列 参 数组 较为 适用 : 


a 二 1, 入 517 MM 四 242 , ( 卫 一 240 久 1012); 
a=1,A=5!3,M = 23,(L= 23 2.10); 
a=1,A=7,M= 10,(L=5.10"). 





* 273 ， 


每 选 定 一 组 参数 因而 获得 一 列 {zn}, 我 们 必须 对 它 进行 统计 检验 ， 目 的 是 看 它 是 否 具 
有 较 好 的 独立 性 ( 即 随机 性 ) 和 均匀 分 布 性 . 为 了 后 一 目的 可 利用 85.5 的 x? 检验 或 大 检 
验 ; 至 于 检验 独立 性 的 方法 可 参看 [33] 第 六 章 第 五 节 ， 或 徐 钟 济 : “随机 性 检验 ”, 电子 计 
算 机 动态 ， 1962 年 ， 第 6,7,8 期 ， 我们 这 里 再 介绍 一 个 同时 检验 这 两 种 性 质 的 方法 ， 它 的 
根据 是 下 列 事实 : 
设 &,&2 是 独立 的 随机 变数 ， 都 在 (0,1) 中 均匀 分 布 ， 则 和 = 十 纪 在 (0,2) 中 有 三 
角 分 布 ， 它 的 密度 是 : 
0- {7 当 0 <z<1, (6) 


2—-zx， 当 1 < rz <2. 


实际 上 ， 令 
1， 如 z € (0,1)， 
g(7) = | 


(7 
0， 如 zeE(0, 1)， 7) 


则 g(z) 是 (或 6&2) 的 密度 ; 由 82.8(7) 


f(z) = 人 gz-ag(adz= 1 gz — 2)dz = G(s) - G(z -1) 


_jJz, 当 0<z < 1， 
2 一 z， 当 1 乏 z< 2. 





2 
类 似 可 证 (0,1) 中 均匀 分 布 的 ” 重 卷 积 密度 是 m”- 1 次 多 项 式 ; 特别 ， 三重 卷 积 密度 h(x) 为 


22 /2, 当 0 <z<1， 
h(z) = [em 当 1 < x <2, 
[x2 —3(z—1)+3(z—2)]/2， 当 2 < zx <3. 
这 就 是 所 需要 证 明 的 事实 . 
现在 设 有 一 列 由 (外 (5) 产生 的 数 {za}( 为 了 使 它 有 较 好 的 性 质 ， 最 好 扔 掉 前 面 一 些 项 
而 自 某 zx 取 起 ， 仍 简 记 zx 为 zi), 将 它们 两 两 相 加 得 


ED = £1 +4 22,€0) = zs 十 Da Et = Tan_1 + Pon 
然后 用 x?( 或 K) 检验 ， 看 £01, 的 ,…,&(" 是 否 符合 三 角 分 布 ; 如 符合 得 好 ， 那 么 可 相信 


{zn} 具有 独立 性 和 均匀 分 布 性 ， 否 则 就 不 能 相信 . 进一步 ， 我们 还 可 以 三 个 相 加 或 个 相 
加 来 进行 检验 ， 至 于 & 个 独立 均匀 变数 的 和 的 分 布 ， 见 [15] 卷 二 ， 第 27 页 ， 
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我 们 知道 ， 统 计 检 验 不 能 十 分 肯定 或 否定 某 一 假设 ; 因此 ， 只 有 让 {zn} 多 通过 几 次 
检验 才 有 较 大 的 把 握 . 
除 (4)(5) 而 外 ， 还 有 许多 产生 伪 随 机 数 的 方法 .例如 ， (4) 式 可 换 为 


yn+1l1 三 Ayn 十 b(mod M), yo= a, (41) 


这 里 多 加 了 一 个 常数 b> 0. 
又 如 取 
yn+2 = (Ynt1t+ yn) (mod M), yo =0, N=1; 


rn = yn Ml. 


车 取 M = 24, 则 性 质 较 好 ， 此 时 周期 约 为 2.5 x 101a， 

再 介绍 一 种 方法 : 在 (0,1) 中 任 取 二 数 zt zz, 将 它们 展 为 二 进位 数 ， 设 各 有 2n 项 作 
乘积 zizz, 它 有 4n 项 ， 取 中 间 2n 项 ( 即 自 第 ”+1 项 取 起 至 第 3n 项 止 ) 作为 zs, 然后 同样 
利用 za, zs 作 z4, 如 此 继续 下 去 ， 这 里 参数 是 zi, z2. : 

不 管用 那 种 方法 ， 都 应 该 多 作 几 次 统计 检验 ， 以 便 尽 可 能 最 佳 地 选取 参数 ， 来 保证 伪 
随机 数列 具有 较 好 的 随机 性 质 . (参看 徐 钟 济 : “ 伪 随 机 数 之 产生 ”及 “随机 性 检验 ”, 电 
子 计 算 机 动态 ， 1962, 第 5,6,7,8 期 . ) 


86.2 ”任意 随机 向 量 的 模拟 


(一 ) 反 函 数 方法 . 这 一 节 的 目的 是 要 构造 出 具有 事先 给 定 的 分 布 函 数 F(z) 的 随机 
数 ， 这 种 数 称 为 F(z)- 随机 数 ; 如果 F(z) 有 密度 f(z), 那么 也 称 它 们 为 f(z)- 随机 数 . 
因此 ， 上 节 所 造 的 随机 数 是 (0,1) 均匀 分 布 随机 数 ， 习 惯 上 就 简称 为 均匀 随机 数 ， 设 随机 
变数 & 的 分 布 函数 是 F(z), 所 谓 对 # 的 模拟 就 是 要 构造 若干 个 与 & 同 分 布 的 F(z)- 随机 
数 ; 这 种 造 法 应 该 比较 简单 ， 以 便 能 在 计算 机 上 实现 . 以 下 会 看 到 ， 一般 地 ，F(z) 一 随机 
数 都 可 自 均匀 随机 数 经 过 一 些 变换 得 到 ， 由 此 可 见 ， 均 匀 随 机 数 是 模拟 的 基石 . 

如 果 F(z) 是 nn 元 分 布防 数 下 (z1,…,zn), 类 似 地 可 定义 Flzi…zn)- 随机 向 量 ; 并 
可 同样 地 考虑 对 上 = (6&1,…,é%) 的 模拟 . 

容易 看 出 : 如 果 上 是 (0,1) 均匀 分 布 随机 数 ， 那 么 


n=a+é(b—a), (> oa)， 


是 (a,6) 均匀 分 布 随 机 数 . 
设 已 给 分 布 函数 F(z). 如 果 F(z) 连续 , 单调 上 升 , 则 在 $6.1 中 已 提供 了 一 个 造 F(x) 
随机 数 的 方法 : 先 取 均匀 随机 数 zi, 方程 


FP(y) = zi (1) 


的 解 y; = -1(zi) 就 是 一 个 FE(z)- 随机 数 . 如 果 zi, x2,… ,zn 是 独立 的 ， 那么 ，Y1,y2，… ,Yn 
也 独立 . 

这 个 方法 在 理论 上 虽然 明确 ， 但 常常 由 于 F(y) 的 表达 式 较 复杂 而 难于 求解 ， 因 而 不 
得 不 另 更 途径 . 下 面 我 们 叙述 几 个 常用 的 方法 ， 它 们 都 不 需要 求 (1) 的 解 . 
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(二 ) 舍 选 法 (Neumann, 本 )， 这 个 方法 的 实质 是 从 许多 均匀 随机 数 中 选 出 一 部 分 ， 使 
后 者 成 为 F(z) 一 随机 数 . 

引 理 1 设 &,n 是 两 个 独立 的 随机 变数 ，z 在 (a,8) 中 均匀 分 布 而 F 在 (0,1) 中 均匀 分 
布 ; 又 设 f(x) 是 集中 在 (a,5) 中 的 密度 函数 ( 即 是 满足 户 flz)jdz = 1 的 密度 函数 ); 任 取 正 
常数 a, 使 af(z) <1 对- 一切 ze (a,5) 成 立 ， 则 有 


P(E < dlaf(é) 0)= 16 )dz, (a < d < Di (2) 


这 就 是 说 ， 在 事件 af(6) >7 下 ，& 的 条 件 密度 为 f(zx). 
证 由 假设 ，(é&,) 的 密度 冰 数 为 


1 
g(x,y) 一 pea’ TE (a, b), 2 E (0, 1). 








故 
P(E < dlaf(é) = /| ; EY // ey 
af(z)>Yy Qaf(z)>y 
a<xzx&d 


- [ [ dz : / [ “gds 
一 [ oft) af(z)dz = [ f(x)dz. 口 


引 理 1 启示 我 们 造 f(z)- 随机 数 的 方法 : 先 取 一 列 (a,5) 中 均匀 分 布 的 随机 数 &,é2,…， 
én， 再 取 一 列 均匀 随机 数 H,12，,… Tn， 如 果 af(&1) > n, 就 取 & 作为 第 一 个 fz)- 随机 
数 ， 如 果 此 式 不 成 立 ， 就 舍弃 &1,m 而 同样 考查 ,ma, 如 此 继续 . 

引 埋 1 中 假定 了 (a,b) 是 有 限 区 间 . 如 它 不 是 有 限 的 ， 我 们 总 可 选 有 限 区 间 (a, 如 ), 使 


b 
/ f(z)dr 之 1 一 人， (3) 


其 中 。 是 充分 小 的 正 数 ， 然 后 在 (w, 妨 中 运用 上 述 方法 ， 这 时 会 出 现 小 误差 ， 

当 f(z) 的 变化 不 激烈 时 ， 此 法 较为 有 效 ; 但 如 f(z) 在 小 区 癌 内 振幅 很 大 ， 以 致 稍微 
改变 & 的 值 就 会 影响 不 等 式 af(&1) > 1 的 成 立时 ， 这 个 方法 就 很 不 稳定 . 其次， 如 f(z) 
的 表达 式 复杂 ， 那 么 计算 f(&1) 也 是 繁重 的 工作 . 

(三 ) 离散 逼近 法 . 设 密度 f(z) 集中 在 (ab 中 ， 将 (ob 分 成 n 等 分 ， 分 点 为 ao = 


a<al<a<..<an=b. 令 


m= | Gd (> pi = 中 


将 (0,1) 也 分 成 n 分， 第 i 个 区 间 的 端点 为 ci-1,ci, 而 且 ci 一 ci-1 = Pi 现在 任 取 均匀 随机 
数 ,如 ci_1.<ng<ci, 则 令 
一 Ci 一 1 


€= 01+ (6-01) 2 pe 
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如 果 n 充分 大 ， 可 以 近似 地 认为 《是 f(z)- 随机 数 . 事实 上 


Plai_i1 <€ &ai)= P(c 1 <n 0)= cc 1= pi =] f(z)dz. 
Gi 


汪 - 





如 果 f(z) 不 是 集中 在 有 限 区 间 内 ， 可 以 采用 (3) 中 的 截 尾 方 法 . 
(四 ) 正 态 分 布 N(0,1) 随机 变数 的 模拟 . 除了 可 用 离散 逼近 法 外 ， 还 可 以 利用 中 心 
极限 定理 ， 设 九 ,72,，…,7n 为 于 个 独立 的 均匀 变数 ， 由 于 Emi = Dm = 吉 根据 中 心 极限 


定理 ， 当 相当 大 时 ，& = ( 吕 % 一 和 /VY 间 的 分 布 源 近 于 N(0,1), 故 可 把 6 近似 地 取 


为 W(0,1)- 随机 数 ， 通 常 可 取 上 为 8,9,…,12, 尤 以 &12 为 最 简便 . 
另 一 方法 如 下 : 取 两 个 独立 的 均匀 变数 mm 作 变 换 


1 一 (—21nn)3 Cos 2772, 


ea 一 (~2lnm)3 sin 27r712， 


则 ©,é2 是 两 个 独立 的 N(0,1) 随机 变数 ” 
(五) 离散 型 随机 变数 的 模拟 . 设 有 一 列 事件 4o, 41, 42,… 满足 完备 性 条 件 ， 即 满足 


AiAh; =$ (i); PCU Ai) =1. 


我 们 来 模拟 这 些 事件 令 p; = P(4;), 则 > Pi 二 1. 叉 令 = 2 ps 于 是 {14} 将 (0,1) 分 成 
可 列 多 个 小 区 间 ， 现在 任意 取 一 均匀 随机 数 7, 如 果 了 9 落 在 第 k 个 小 区 间 内 ， 即 如 
人 -1 < lk， 就 说 出 现 事件 4x. (4) 
这 种 模拟 是 合理 的 ， 因 为 
P(Ax) =D( 1 <7 所 大) 三 大 一 人 -1 三 DK. 


由 此 可 见 , 对 一 列 完备 事件 的 试验 , 化 为 对 均匀 变数 的 试验 . 我 们 称 (4) 为 事件 模拟 法 则 ， 
它 有 较 多 的 应 用 . | 
现在 来 模拟 离散 弄 随机 变数 它 有 密度 矩阵 为 【2 吕 ) .显然 事件 入 一 
po Pi 22 、 
天 一 1 
人 = ai 0,1,2,… 满足 完备 性 条 件 ， 于 是 可 运用 上 述 法 则 来 模拟 6, 即 如 mn < ms 


中 mr 就 取 对 应 于 & 的 随机 数 为 we ( 令 芝 p: =0) 
i=0 二 





1 证 : 设 上 ,ez 独立 , 同 N(0,1) 分 布 , 则 @ = (&1,€2) 的 密度 为 pg(z,9) = 去 exp (一 3) = 去 exPp (- 至 )， 作 变 
换 z = rcosp,y = rsing. 变换 行列 式 等 于 r, 故 po(z,g) = pe(rp) = rexp (-- 瑟 ). 去 . 这 表示 的 极 坐标 R, 钊 独 
立 , 分 别 有 密度 为 rexp (一 宇 ) 及 去 . 取 二 独立 均匀 变数 奏 , 吗 对 忆 及 更 用 反 函 数 法 , 由/ rexp (一 写 )dr = 1 一 六 
(后 者 也 是 均匀 变数 ) 及 人 由 = m, 解 得 忆 = W 二 3 下 帮 , 更 = 2rm2. 于 是 6 一 Reos 鲁 一 (-2Inm) cos2mrm2; 类 
和 B(n,p), 还 可 用 下 法 模拟 : 取 n 个 均匀 随机 数 1,…, 7m, 车 其 中 愉 有 大 个 不 大 于 p, 就 令 & 二 此 ， 
易 见 PE = 月 = (人 ) mxG -Pr 
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(六 ) 随机 向 量 的 模拟 . 现在 来 模拟 n 维 随 机 向 量 € = (和 ,6 好) 它 的 概率 密度 
为 Flziza…zn). 我 们 先 回忆 81.4 定理 2 中 的 乘法 公式 : 设 41,…, 4n 为 n 个 事件 ， 
P(4142….4n) > 0, 则 有 
了 (4142 .4n) 一 P(A1)P(A2|A1)P(As|A1A2):… .P(An|A1Az An_1). (5) 
` 与 此 类 似 ， 对 多 维 密度 函数 也 有 公式 
Flza za) 一 户 (zl)jF(zalzi)j(zaslzi 72) :f(znlT1, T2, Tn-1); (6) 


其 中 有 (xz1) 是 的 边沿 分 布 密度 ， 而 f(zk| zl,za ,Zk-1) 是 在 和 = 71,&2 = 22,… ,Ek-1 一 
zk_1 的 条 件 下 ， 名 的 条 件 分 布 密度 ， 它 们 都 是 一 维 密度 函数 ， 为 了 证 (6), 令 


jian sn) 人 eanjaan 
fa na) = fates en don 
fs sn) = foaled (7) 


fle) = | faler 2)de2, 


其 中 积分 域 是 (-o0,o0). 由 $2.6 (三 ) 知 挨 (z1,… ,zx) 是 (61,…,ék) 的 大 维 联合 分 布 密度 . 
由 $2.7( 二 )， 








fr(L1,:.: ,Tk) (8) 


f(zx|z1,:.*, Xk-1) = fr_1(z1 ss zk_1)” 


以 (8) 代入 (6) 式 右 方 ， 即 得 证 (6) 式 成 立 . 

(6) 式 启示 我 们 模拟 & 的 方法 : 利用 (一 ) 至 (四 ) 中 的 方法 ， 先 造 出 户 (z)- 随机 数 1; 
以 册 代入 Flzalzi) 中 的 zi, 得 到 一 个 确定 的 一 维 密度 f(z2ly)， 再 造 出 f(zazly)- 随机 数 yz; 
如 郧 ,Yh-1) 已 确定 ， 再 造 出 f(zn|y1,… ;9-1)- 随机 数 ys. 所 得 的 n 维 向 量 (y,… ,yn) 
就 是 (&1,… ,én) 的 模拟 ， 

对 离散 型 随机 向 量 的 模拟 可 类 似 作出 . 

这 个 方法 的 实质 是 化 多 维 的 模拟 为 一 维 模拟 ， 其 优点 是 它 的 普 志 性， 缺点 是 要 计算 
(7) 中 nn 一 1 个 积分 ， 这 对 复杂 的 函数 难以 实现 .. 

如 果 容 许 一 定 的 误差 ， 我 们 也 可 以 仿 用 (三 ) 中 的 离散 青 近 法 ， 这 时 可 以 避免 积分 的 
计算 ， 只 要 f(z1,… ,zn) 的 变化 比较 缓慢 ， 因 为 上 落 在 n 维 空间 一 小 区 域 AV 内 的 概率 可 
以 用 f(z9,…,z0)IAV| 来 代替 ， 这 里 (23,…,29)e AV, 而 |AV| 是 AV 体积 . 

(七 )n 维 正 态 分 布 随机 向 量 的 模拟 . 对 这 种 随机 向 量 的 模拟 有 下 列 简便 方法 . 设 = 
(6t 和) 的 密度 为 (参看 $2.6 例 7) 





f (T1172 1 Tn) = 
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其 中 芭 = (zza wzn) 为 ni 维 向 量 ，B = (bjxr) 为 于 级 正定 对 称 和 矩阵 . 由 62.12 定理 2 知 


Eé;) =0, 有 外 二 Di (9) 
现在 任 取 个 相互 独立 的 一 维 N(0,1) 正 态 分 布 随机 变数 ,C2,…,Cn, 并 作 三 角形 变换 
& = G1161， 


上 = a21C1 + a22C2, 
(10) 


6 一 Qnil1 十 an262 十 十 annln, 


由 于 = (81, 恕 ,… ,如 ) 由 正 态 随机 向 量 (G1,C2,… ,x) 经 线性 变换 得 来 ， 故 &' 也 是 正 态 分 
布 向 量 ， 如 果 我 们 能 适当 选取 变换 系数 a11,a21,422,… ,onn 使 总 的 二 级 矩 矩阵 也 是 B, 亦 
即使 

Eé; =0, BEéék = bjr, (11) 


则 因 正 态 分 布 由 前 二 级 矩 唯一 决定 ， 故 由 (9)(11) 知 € 与 & 有 相同 的 分 布 ， 因 而 由 (10) 造 
出 的 €' 是 & 的 模拟 ， 而 6,…,ln 的 产生 方法 是 我 们 已 知 的 ， 

以 下 求 ci 由 {4} 的 独立 性 及 El; = 0， 
0, 了 天天， 


Boc= {1 jk 


由 01) 及 (10) 得 z | 
bjn = E( DY and)( >, orncm 

($e) _ 
一 >》 ajlakl (s = min(7, k)). 


l=1 
特别 . 
bli 二 af1， 天 all = Vbn; 


b12 


bi2 二 allia21， 故 a21 = or 
11 


2 2 b11022 一 bi 
b22 = a21 + 022， 故 a22 = i ; 


一 般 ， 如 已 求 出 a10,… agpiyax2;… ;Qkk; 则 可 由 (12) 求 出 ag4115 Qk412,… ,Qk+t1k+1, 于 是 (10) 
中 系数 完全 决定 . 
现在 来 考虑 一 个 特例 : 设 


bjk 二 02e-di- (go > 0,d > 0 为 常数 ). (14) 


(13) 


为 简便 计 先 设 o=1. 此 时 由 (13) 得 


Qj1 一 eG-Dd Qjl 二 e 一 GD4 V1 ~ e-2d, (2 < i < 7). 
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代入 (10), 得 


6 二 41 
& =e d+ Vi e-2d.C =e d+ V1 — e-2d. C2, 
é =e (le C1+ Vl-e .6)+ Vl- ed.Cs 

一 edés 十 V 1— e-2d : C3. 


一 般 有 
7 =e 1+ Vi ed.c. 
以 上 假定 了 o = 1. 对 一 般 的 c > 0 易 见 


& 一 061， (15) 
€ =e dt i tovVl-e ?dC, (I<j<n). 


这 是 一 个 递 推 公式 ,对 电子 计算 机 特别 合适 ， 当 已 算得 &_; 后 ， 只 要 再 抽取 一 个 N(0,1) 一 
随机 数 G;, 作 -1 与 6 的 线性 组 合 就 得 对. 

可 惜 ， 对 一 般 的 (6jx), 未 必 能 经 常 得 到 类 似 的 递 推 式 ， 进 一 步 的 研究 请 参看 论文 : 

1) B. T. Cparopnyg: MonmxeAnpoBaHHe HEKOTOPPIX KNaCCOB Cyyaitaplx npomeccos, YKyp- 
HaX BEAUCNHUTENPHOVM MaTeMaTWKH HH MAaTeMaTHYeCKON Bu3nRn, 1963, 3:3, 586-593. 

2) J. N. Franklin: Numerical simulation of stationary and nonstationary Gaussian random 
processes, SIAM Review, vol.7, N0.1, 1965, 68-80. 


86.3 ”随机 过 程 的 模拟 


(一 ) 马尔 科 夫 链 的 模拟 ， 设 已 给 随机 和 矩阵 
P= (pi;), (i,7 = 0,1,2,.…-). 


我 们 来 模拟 一 个 马尔 科 夫 链 ， 它 的 状态 空间 是 B= (0,1,2,…), 一 步 转移 概率 和 矩阵 是 P, 而 
且 具 有 开始 分 布 为 g = (go,g1,92,…). 为 此 ， 采用 86.2 中 的 事件 模拟 法 则 ， 如 下 定义 一 列 随 
机 变数 £0, £1, €2, 0 


. Ko 一 ko 
1) 任 取 一 均匀 随机 数 mo, 如 果 二 gc< ms 入 @ 就 定义 甸 一 
2) 再 取 一 均匀 随机 数 轴 , 如 果 到 pkoi < 页 区 > 就 定义 起 二 局; 


kj;+1—1 kj+1 

3) 一 般 , 设 6 = kj; 已 确定 ， 再 取 一 均匀 随机 数 m;41, 如 果 2 Pkji < N+1 < 乞 PR 
就 定义 上 +1 = kj+1: 

这 样 造 出 的 {&)} 就 是 所 需 的 马尔 科 夫 链 . 这 个 方法 还 可 以 用 来 模拟 非 齐 次 的 、 具 可 
列 多 个 状态 的 马尔 科 夫 链 . 

下 面 考虑 时 间 人 参数 连续 的 情况 ， 一 类 重要 的 马 氏 过 程 的 运动 法 则 由 两 种 随机 因素 决 
定 : 一 是 状态 间 的 转移 ， 它 象 离散 参数 的 马尔 科 夫 链 一 样 ， 由 一 个 随机 和 矩阵 P = (25h)， 
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(7 = 0,1,2,…) 所 描述 , 不 过 这 时 总 有 pi; = 0( 不 能 立刻 回 到 自己 ); 二 是 停留 时 间 的 分 布 ， 
它 总 是 指数 型 的 ， 即 





P(r&t)=1- et, (t>0). (1) 


左 方 记号 的 意义 是 : 在 开始 位 
于 状态 i 的 条 件 下 ， 停 留 时 间 7 不 
超过 上 的 条 件 概 率 . 

这 种 过 程 可 如 下 模拟 : 

lo 如 上 1), 定义 


to = ko; 





图 1 马尔 科 夫 链 的 一 个 样本 函数 图 ， 记 号 上 表 右 连续 ” 任 取 一 个 具有 参数 为 Ap。 的 指数 分 
布 随机 数 (参看 86.1 例 1); 
2"” 如 上 2), 定义 三 = i; 任 取 一 个 参数 为 Xe 的 指数 分 布 随机 数 72; 
3” 如 上 3), 定义 6+1 = ky+1, 任 取 一 参数 为 Xe 的 指数 分 布 随机 数 三 +?; 
各 如 非 负数 te | 沁 吉 江 二],( 补 令 避 二 站 定义 和 二 有 
这 样 造 出 的 {Xit > 0 就 是 所 需 的 过 程 : 上 述 造 法 的 直观 意义 是 : 质点 自如 出 发 ， 售 
留 一 段 时 间 71, 转移 到 ,又 停留 一 段 时 间 72, 转移 到 k2,…. 特别 ， 如 果 PP 满足 piifli = 1， 
(二 ) 弱 平 稳 过 程 的 模拟 我 们 来 模拟 一 个 具有 已 给 相关 函数 为 B(7), (7 € 已 ) 的 弱 平 
稳 过 程 {X(t),te Ri}, 而 且 EX(t) 三 0. 自然 ,在 计算 机 上 只 能 造 出 过 程 在 有 限 多 个 等 距离 
的 点 二 … 如 上 的 值 ， t+ 一 去 = 8K 常 数 ). 把 X(t:) 表 为 
X(t1) = cum 十 czq2 + … 十 cny71n， 
X(t2) = cl72 十 ca713 十 … 十 cnz1n+l， 


X(tn,) = Cl17m 十 C2Tm+i 二 十 Cn72n-1， 


其 中 {mi} 为 任意 满足 En; = 0, 方差 Dn; = B(0), Emim; = 0,(i 关 7 的 随机 变数 ， 它 们 可 按 
86.2 中 方法 产生 . {ci} 为 待定 常数 . 因 


Nn n n—k++1 
EX(t.)X(ti) = z (> ca (> om] = B(0): > CiCitk—1, 
i=1 i=l i=1 
而 且 要 求 B(7) = EX(t 十 7)X(t), 故 应 从 下 列 n 个 方程 
B(tk 一 t1) 一 B(0) ’ (clck 十 C2Ck+1 十 .…… 十 Cn_k+1iCn), (k 一 ]， 0 ,n) (3) 
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解 出 Cl C2， Cnm 代入 (2) 即 得 X(t1),.…, X(t,). 易 见 {X(t)} 是 弱 平稳 的 ; 实际 上 ， 我 们 有 


EX(tetri)X(ti) = E(cingti 十 camptitl tt cnmntkti1) (cn t+ camiti + + cnnnti1) 
= B(O)lcickt1 二 C2ck+2 二 -+ Cn-kcn| = Bltkt1—t1)= B(kh) = Bltkti — ti), 


后 者 只 依赖 于 ttk+i 间 的 距离 如 和 一 翅 . 

这 里 所 需 的 {m} 可 取 为 独立 的 在 (-h,h) 中 均匀 分 布 的 随机 数 ， 其 方差 为 与 = B(0)， 
(-.h = V3.B(0)) 或 取 为 独立 的 N(0, VB(0)) 正 态 随机 数 . 

本 方法 的 缺点 在 于 解 (3) 时 计算 量 大 ; 注意 (3) 是 二 次 方程 组 , 一般 只 能 求 出 近似 解 . 

(三 ) 平稳 正 态 马尔 科 夫 过 程 的 模拟 . 现在 来 模拟 在 实际 中 很 有 用 处 而 且 重 要 的 过 程 
{X(t),t > 0}, 它 是 实 值 弱 平稳 相关 函数 为 


B(7) = o?e nl (co>06>0 常 数 ) (4) 


的 正 态 过 程 . 在 84.5 例 4 中 已 谈 到 , 所 谓 {X()} 是 正 态 过 程 , 是 指 对 任意 郊 个 所 < 妇 < < 
tn 六 (1), 关 (t2),…, 关 (tn) 的 联合 分 布 是 维 正 态 分 布 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 设 EX(t) 三 0. 
于 是 这 个 n 维 正 态 分 布 只 由 协 方差 矩阵 B = (byx) 决定 ， 由 于 (4 


bjk 一 EX(t;)X(t:) 二 Blt; 一 tk) 二 g2e—Blt;—tel. (5) 
根据 84.5 例 3, 我 们 知道 (4) 所 对 应 的 谱 密 度 为 
2 


由 $4.5 例 4, 我 们 还 知道 这 过 程 是 平稳 过 程 ， 其 实 它 还 是 马尔 科 夫 过 程 ， 不 过 我 们 不 在 这 
里 证 明 这 一 结论 (参看 [35]8$9.3)， 

由 (5) 看 出 ， 当 6 一 oo 时 ， 瑟 X(G)X() = 0, 意 即 天 拍 ) 与 瑟 (tk) 不 相关 ， 既 然 过 程 
是 正 态 的 ，X() 与 X(k) 独立 ; 而且 由 (6), 谱 密度 近似 于 一 个 常数 田 . 在 工程 书 中 称 相 
互 独立 而 且 谱 密 度 等 于 正常 数 的 过 程 为 白 噪 声 ， 常 被 用 来 模拟 噪声 或 干扰 ， 从 数学 观点 看 
来 ， 白 噪声 不 是 弱 平 稳 过 程 ， 因 为 后 者 的 谱 密度 可 积分 (参看 $4.5(24)), 而 白 噪声 的 谱 密 度 
既是 一 个 正常 数 ， 其 积分 等 于 co. 

模拟 {X(b,t > 0}, 实际 上 只 能 模拟 有 穷 或 可 列 多 个 随机 变数 X= X(n .Abhn = 
1,2,…, 步 长 At > 0 为 一 常数 ， 为 此 ， 采 取 下 列 步骤 : 

1) 产生 在 (0,1) 中 均匀 分 布 的 伪 随 机 数 {un}: 


yn+1 三 Ayn, (mod m), Yo = Qa; Un Yn MT (7) 


( 见 86.1( 三 )). 加 
2) 利用 {un} 造 一列 N(0,1) 正 态 分 布 随机 数 {wn}, 这 可 用 86.2( 四 ) 中 的 方法 来 造 ， 例 
如 ， 一 种 方法 是 令 


下 
wo2n_1 = (--2ln wan_1)? cos 27r22n， 


1 . 
won = (—21n van-1)? sin 27u2n, 
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于 是 一 对 un 产生 一 对 wn. 
3) 根据 86.2(15), 由 {wn} 产生 {Xn}: 


X1 = owl, 
_BAt (8) 
Xn=e Xn_1+oV1l— e-28At.w,. 


由 $6.2 中 推导 此 式 的 根据 与 程序 ， 可 知 这 样 的 {Xn} 满足 上 述 要 求 . 

问题 在 于 : 作为 出 发 点 的 w, 并 不 是 真正 的 (0,1) 均匀 分 布 随机 数 ， 而 是 按 决 定性 公 
式 (7) 所 产生 的 伪 随 机 数 ， 它 们 是 否 具有 较 好 的 独立 性 与 均匀 分 布 性 ， 还 需要 进行 统计 检 
验 ; 对 {wn} 也 有 独立 性 与 正 态 性 的 检验 问题 ; 至 于 {X}, 则 需要 检验 它 是 弱 平稳 、 正 态 
而 且 相 关 函 数 为 

EX Xn = oe BlrlAt (9) 

的 序列 ， 

对 {w} 的 检验 法 已 在 $6.1 中 提 过 . 对 {wn】, 可 用 85.5 中 x?( 或 KK) 检验 法 来 研究 它 的 
正 态 性 ， 至 于 检验 独立 性 ， 我 们 再 补充 一 个 方法 . 

记 $= wi 二 1,2,…n) 令 


子 样 的 相关 系数 为 





1 (vy; D)(zi — z) 加 于》 yzi— YZ 
i Dl DVD VPR-PYIDA- 


其 中 并 代表 > 如 果 {wi} 独立 ， 则 有 


P(V(1.96)? +n—2.|7|> 1.96) ~ 5%, (n > 120). 


如 以 2.04 换 1.96, 则 只 需 n > 30. 因此 ， 如 {wi} 使 上 式 左 方 括号 中 不 等 式 成 立 ， 就 应 否定 
“独立 性 ”假设 . 我们 不 可 能 给 出 检验 法 的 证 明 ， 因 为 每 种 检验 法 都 以 某 定理 为 后 盾 ， 为 
证 明 该 定理 则 需要 大 量 的 篇 幅 ， 并 且 会 使 我 们 远离 正题 . 我 们 只 指明 定理 的 出 处 ， 从 那里 
可 以 找到 证 明 、 上 述 检验 法 见 [3],829.7. 

对 {Xn} 的 检验 ， 可 以 举 出 很 多 ， 这 里 只 介绍 四 种 : 如 {Xn} 是 弱 平 稳 、 正 态 而 且 满 
足 (9), 则 下 诸 结 果 正 确 : 

1) 











1 1 < 一 

lim ~ XiXitr = lim 了 XiXitr = oe PA 

n— oo0n 二 1 n——o0N 一 
?一 ?一 


nn 
i 2 X Kitr — RoXr ,aiiA 
i=1 —BITIAt. 


lim 一 Ge ; (a.s.) 
nenoo S0' Sr 
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这 里 
XT, 一 > Xitr; 


n 








s2 = 3 X22. 
?一 工 
( 见 [16] 第 十 章 87). 此 外 , 作为 e-eirlat 的 最 大 似 然 估 值 可 取 入 XiXi43 / 条 X2( 见 [20188.3). 
i=1 4 一 
2) ! 
> (Xi 一 eBAtXs1) Xi 
P( < 1.96) ~ 95% 
( 见 [20]88.3). 


3) 令 Zn 一 F max(X1, X2,. ,Xn), 则 有 1 


故 





P(_1.25 < 如 二 和 < 3.5) ~ 94% 
Qn 

( 令 F(z) = e-e“, 则 (3.51) s 97%, 下 (一 1.26) A 3%). 这 里 on = (2lnn)-; b= (2lnn)3 ~ 
(2inn)-stlinlnn +ln4r)..( 见 Annals of Mathematical Statistics,1964, 第 508 页 及 [3] §28.6). 


1 
2 
4) 
n+1 
2 ’ 1 /” 
li P -- 一- 一 < 一 一 一- 2 了) 
nl n+l 2 雪 y 27 [ < 
EeeE 
i=1 


其 中 
z(S xz 一 s(3 x?) +2B( > by xX) 


i=1 i=l1 i=1 Jj>1 


n n—l 
= (n+1)o?+20? | eKBAt 十 >》 e-k6A 十 .十 ce 





k=1 天 一 1 
2 ec- 一 OAt eBAt(1 站 enpAb 
— 2 
= (n+l)o + 1] — e-BAt | 1 一 e-pAt | 


( 见 Teopus BepoaTHocTe 放 Weé npumeHeHuf, 1959, 4:1, 186-207 页 ; [38] 391 页 及 459 页 ). 





1 称 F(x) = exp( 一 ae-pz) 为 重 指数 分 布 函数 ， 参 数 a > 0,6 > 0. 它 是 极 大 值 的 一 种 极限 分 布 ， 在 洪水 、 地 震 预 
报 及 可 靠 性 问题 中 有 用 ， 见 [8,41j. 不 难 证 明 : 如 7,&1,€2,… 独立 ，m 有 参数 为 a 的 普 阿 松 分 布 ， 各 &; 有 相同 的 指 


数 分 布 ， 参 数 为 8, 则 》，é&; 有 重 指数 分 布 ， 证 明 可 仿 82.9 例 5. 


i=1 
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(四 ) 维 纳 过 程 (布朗 运动 ) 的 模拟 ， 这 类 过 程 {X(t),t > 0} 已 在 34.2 例 6 中 介绍 过 . 
设 取样 步 长 为 At > 0, 令 X= XX(n. At). 受 (8) 式 的 启发 ， 可 以 想到 ， {Xn。} 可 由 下 列 递 
推 式 产生 : 


Xi1 =0-: At.: wi, 10 
eo) 09) 
( 设 Xo = 0), 其 中 {wn} 为 相互 独立 的 N(0,1) 随机 数 . 实际 上 ， 由 (10) 中 第 二 式 
Xn = Xn_2 +o: VAt: wn 1+o: VAt: wn = Xn Ta.VAtw 1 二 wn) 
= 二 Xn_k+o- VAt(wn ki 十 nk+2 十 十 wn), | (11) 


故 增 量 X， 一 Xn_k 只 依赖 于 对 应 于 (n 一 k,n] 的 上 个 变量 (wk+ ,wn),(k < n). 既然 由 
假定 {wn} 相互 独立 ， 可 见 对 ni < n2 <…<n， 诸 增 量 
Xn, 一 Xni, Xns 一 大 ma， “0 ,Xn ni 


相互 独立 ， 其 次 ， 由 (11) 及 w; 有 N(0,1) 分 布 的 假定 ， 知 X。 一 Xn 有 NN(0,o . VERAt) 分 
布 ， 这 便 证 明了 {Xn} 是 维 纳 过 程 在 点 列 nAt 上 的 抽样 . 
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* 第 七 草 概率 论 在 计算 方法 中 的 一 些 应 用 
87.1 。 定 积分 的 计算 


(一 ) 掷 点 算法 在 本 章 中 ， 我 们 对 概率 计算 方法 作 些 初步 的 介绍 ， 以 作为 基本 理论 
的 一 种 应 用 . 由 于 电子 计算 机 的 出 现 ， 近 年 来 发 展 了 用 概率 模型 来 作 近似 计算 的 方法 ， 通 
常 称 为 蒙特 卡 罗 (Monte-Garlo) 方法 . 这 种 方法 的 基本 思想 是 : 为 了 要 计算 某 些 量 ， 先 造 出 
概率 模型 (如 随机 向 量 、 随 机 过 程 等 ), 使 后 者 的 若干 数字 特征 (例如 数学 期 望 ), 恰好 重合 于 
所 需 计算 的 量 ; 而 这 些 数 字 特 征 ， 又 可 以 通过 实验 ， 用 统计 方法 求 出 它们 的 估 值 ; 于 是 人 
们 便 把 这 些 估 值 作为 要 求 的 量 的 近似 值 . 

这 里 自然 地 发 生 三 个 问题 : 第 一 ， 如 何 造 概率 模型 ? 这 需要 具体 问题 具体 解决 ， 这 
些 模型 应 该 充分 简单 ， 以 便 能 在 手头 上 或 计算 机 上 实现 第 六 章 的 内 容 ， 便 是 解决 这 个 问 
题 的 基础 . 第 二 ， 既 然 是 近似 计算 ， 便 有 误差 的 估计 问题 ， 由 于 我 们 是 以 统计 估 值 作为 近 
似 值 ， 自 然 希 望 估 值 的 方差 越 小 越 好 . 第 三 是 计算 的 速度 问题 ， 运 算 的 次 数 和 时 间 越 少 越 
好 . 

设 g(z) 是 有 限 区 间 [e, 忆 上 的 连续 函数 ， 需 要 计算 定 积分 


G= [ g(x)dz (1) 


的 值 . 在 83.3 例 1 中 已 提出 了 一 种 算法 ， 它 的 直 
观 想法 是 : 经 过 简单 的 线性 变换 ， 不 妨 设 [0,4] = 
[0,1],0 < g(x) < 1. 于 是 G 等 于 图 1 中 的 面积 4. 人 
现在 向 矩形 0< zx<1l0<sys<Rl 中 均匀 分 布地 掷 人 
点 已 ==(&i,m),i 二 1,2,…,n, 落 于 4 中 的 点 数 设 oT 一 一 一 一 一 一 T 一 
为 (= k(m), 则 由 于 每 次 成 功 ( 即 落 于 4 中 ) 的 

概率 为 G, 故 由 强大 数 定理 ， 有 

















k 
lim ~=G. 


所 谓 均匀 分 布地 搓 点 应 理解 为 km,6za,m,，…… 是 独立 的 均匀 随机 数 ， 而 第 i 次 获得 成 功 则 
等 价 于 

g(€i) > mi. (2) 
既然 是 n 次 贝 努 里 试验 ( 即 掷 点 试验 ) 中 成 功 的 总 次 数 ， 故 上 有 二 项 分 布 B(n,G), 方差 
为 D(k) = nG(1 一 G), 因此 
D{(=) = 二 Dk) - S070 (3) 


Nn 


而 数学 期 望 为 
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关于 精确 度 和 运算 次 数 ， 我 们 提出 下 列 问题 : 应 取 多 大 的 w 才能 使 二- G| < e 的 


概率 不 小 于 4? 这 里 。 为 充分 小 而 4 为 接近 于 1 的 正 数 ， 根 据 中 心 极限 定理 ( 见 83.4 系 
-As 六 浙 近 地 有 N(0,1) 正 态 分 布 ， 因 此 


od) -el | 
~ ge GG) 5( saa 6)> 4 (4) 


其 中 B(z) = 声 /",。e dy. @(z) 之 值 有 正 态 分 布 表 可 查 . 把 s, G, 4 看 成 已 知 数 ， 即 可 解 
出 满足 (4) 的 最 小 的 来 实际 上 ， 查 表 ， 对 任何 4,0 < 4 < 1 可 找到 t4 > 0 使 





B(t4) ~ B(-ta) ~ Ah, 


例如 : 当 4 = 99.7%,95.6%,68.3% 时 ， t4 分 别 为 3,2,1( 参 看 82.5 图 1), 于 是 (4) 之 解 化 为 解 


E 一 一 上 
GE-GJ) 人 


由 此 得 , 
~ G00 © (5) 
特别 ， 当 4 = 99.7% 时 ， ms 时 生 外 . 
但 这 里 出 现 了 了 矛盾， G 是 待 求 的 数 ， 是 未 知 的 ， 怎 样 由 此 算出 n 呢 ? 我 们 可 以 先 试 
算 若 干 次 ， 以 求 出 G 的 一 个 粗略 估 值 G, 然后 以 此 G 代入 上 式 中 的 G 来 估计 7. 
例 计算 积分 
= / $a. . (6) 
0 


1 
G= 3(e—1)=0.42957... ~ 0.43. 


现在 用 据点 方法 来 算 ， 以 作为 G 的 近似 值 ， 这 里 上 是 nn 次 掷 点 试验 中 ， 使 不 等 式 


由 直接 积分 可 得 


eae 0 
成 立 的 i 的 个 数 ， 由 (3) 
p(2) ~ 2(0.43 x 0.57) = 下 (8) 





如 果 要 求 以 99.7% 的 概率 ,保证 以 作为 G 的 近似 值 时 ， 准 确 到 小 数 点 后 第 三 位 ， 即 保证 
= -| < 0.001 
试问 n 应 多 大 ?由 (5) 


、9x0.43 x 0.57 
?他 之 
(0.001)2 





= 2.2059 x 10°. (9) 
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这 说 明 试 验 次 数 相当 大 ， 亦 即 收 敛 速 度 较 慢 ， 这 是 一 个 缺点 . 

(二 ) 平均 值 方法 . 现在 用 另 一 方法 来 计算 (1) 中 的 积分 ， 不 过 不 必 假 设 [a,8] = [0 
也 不 必 0 < g(z) < 1, 只 要 求 g(x) 在 有 限 区 间 lei 中 可 积 就 行 了 ， 任 取 一 列 相 互 独立 、 同 
分 布 的 随机 变数 {&i},é& 在 [a, 引 中 均匀 分 布 ， 则 {g(&i)} 也 是 一 列 相互 独立 、 同 分 布 的 随机 
变数 ， 而 且 











b 
Bg) = 5 | sd = Go) 
由 强大 数 定理 
2 g(éi) 
,lim (b — a): = G, (a.s.) 
因此 ， 自 然 取 ， 
2 9(6) 
Gn = (b — a)= (11) 
作为 G 的 点 估 值 ， 它 是 无 偏 的 ， 即 EG = G. 如 果 g(z) 在 [a,8] 中 平方 可 积 ， 则 方差 
DG = ©- pge) = C=- {Bos) -Bo 


=t6-of F000 (f stv) (9) 


由 此 即 可 仿 上 段 那样 讨论 精确 度 和 计算 次 数 的 问题 . 利用 $3.4 定理 1, 即 得 与 (5) 类 似 的 
公式 


no 三 们 (ba)?. Dg(€;). (13) 
试用 此 法 来 计算 上 例 中 的 积分 (6). 由 (11)(12) 
1 忆 < 
Gn = 而 et:, (14) 











lre2—1 (em1)2] 0.0151 
一 了 | 32 16 | n (15) 
如 果 要 求 的 精确 度 与 上 面 一 样 ， 则 由 (13) 得 
9 x 0.0151 
nv T0001 = 0.1359 x 10°. (16) 


将 (8) 与 (15) 、(9) 与 (16) 分 别 比较 ， 可 见 平 均值 法 的 估 值 方差 小 、 计 算 次 数 少 ， 因 此 它 
比 据点 法 好 . 

(12) 式 还 告诉 我 们 一 个 降低 方差 的 方法 : 如 果 以 哗 } 代替 (12) 中 的 g(z), 方差 就 降低 
2 倍 (k> 1). 从 直观 上 看 ， 2 各 的 图 形 比 g(z) 的 振幅 小 到 倍 ， 因 之 方差 必然 降低 ， 所 以 
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要 计算 户 g(z)dz, 不 如 先 算出 户 se)dz 再 乘 以 k; 不 过 如 计算 后 一 积分 有 误差 ， 那 么 这 误 
差 也 会 扩大 天 倍 ， 故 有 也 不 能 过 分 地 大 . 

(三 ) 降低 方差 . 方差 小 则 精确 度 高 ， 并 可 能 使 运算 次 数 减 少 , 计算 速度 加 快 ， 因 此 ， 
降低 方差 是 一 个 重要 问题 . 

如 果 被 积 函数 g(z) 可 正 可 负 ， 那 么 可 把 它 分 成 为 正 、 负 两 部 分 分 别处 理 ， 故 不 妨 设 
g(z) > 0. 任 取 一 密度 函数 p(z), 满足 


b 
p(x) > 0, xz € [a, tl; / p(x)dzx = 1, (17) 


则 


b b z 
c=-/ g(z)jdz =-/ 2 于 plcjdz = pe), 


其 中 上 是 以 p(z) 为 密度 的 随机 变数 . 这样， 就 把 g(z) 的 通常 积分 变 为 被 积 函数 为 83 的 
对 密度 p(z) 的 积分 ， 设 {i} 是 一 列 独立 的 p(z)- 随机 数 ， 由 上 知 


as _ le g(r) 
Gn 一 忆 2 p(z) (18) 
是 G 的 无 偏 估 值 ， 有 方差 
a _1h36_1I[ 广 2e cr 
DG. = 3D 08 = |/ 2 ol (19) 


特别 ， 当 p(z) = 下; 为 [a, 外 中 均匀 分 布 时 ， (18) 、 (19) 分 别 化 归 (11) 、 (12)- 
现在 看 应 如 何 选 p(z) 使 DG 最 小 .如 取 
g(7z) 
x)= (20) 
pl ) 天 g(r)de 
直接 代入 (19) 后 得 DG。= 0， 然 而 实际 上 这 是 做 不 到 的 ， 因 为 (20) 中 出 现 了 未 知 的 
J* g(z)dz, 它 正 是 待 求 的 . 不 过 如 果 我 们 事先 对 /* g(z)dz 有 一 极 粗 的 估计 ,例如 fg(z)dz = 
c( 常 数 ), 那么 只 要 取 





p(z) oS ——, (21) 


就 能 使 方差 降低 ， 

试看 (21) 的 概率 意义 : 它 表示 g(z) 与 z(z) 
的 图 形成 比例 (图 2),g(z) 大 (或 小 ) 的 地 方 如 
[c,dj( 或 如 [cd])p(z) 的 值 也 大 (或 小 ). 既然 p(z) 
是 & 的 密度 ，& 出 现在 [c,d] 中 的 概率 ， 就 大 于 
出 现 于 [ce',d1] 中 的 概率 .因而 (21) 意味 着 : 在 
g(z) 取 大 值 的 区 间 要 多 取 一 些 代 表 点 &. 

这 方法 还 可 改进 : 把 [o, 刀 分 成 若干 子 区 间 
[ojoj+ 了 = 二 2 使 gz) 在 每 [oj,aj+l) 中 
变化 缓慢 , 然后 对 每 [oj, oj+i) 施行 上 法 . 选 p;(z) 
使 
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BPji(z) SO 2 (oj ST < QjHi cj TY fi g(z)dz), 
由 于 g(x) 在 子 区 间 变 化 缓慢 ， pj(z) 往往 可 以 取 为 简单 的 函数 (如 线性 函数 等 ) 取出 n; 个 
pi(z)- 随机 数 &ji(i = 1,…,nj) 后 ， 即 得 G 的 估 值 为 
Ci 1 心 ; 
一 "2 元 2 pa (22) 


msi em) 


当天 = 二 1 时 ， (22) 、 (23) 分 别 化 为 (18) 、 (19). 


以 上 讨论 了 有 限 积分 区 间 [中 的 情形 ， 如 果 是 无 限 区 间 例 如 (-co,co)， 由 于 假定 
/oo lg(zjldz < co, 故 对 任何 es > 0, 总 存在 有 限 区 间 [a, 引 , 使 


| fu zjdz- f [sa 


故 只 要 取 [a, 外 充分 大 ， 即 可 以 它 代替 (-o00,o0), 误差 小 于 < 

(四 ) 重 积分 . 上 述 两 种 算法 也 适用 于 多 重 积 分 ,不 会 发 生 原则 性 新 困难 ， 这 正 是 
Monte-Garlo 方法 的 优点 . 我 们 只 简单 地 叙述 一 下 平均 值 方法 . 简 记 x = (21,22,… ,Ym) 
为 m 维 空间 Rm 中 的 点 ，g(z) 为 m 元 函数 ， 它 在 Rm 中 的 有 限 闭 域 D 内 可 积 . 今 要 计 复 


G= 人 oa 太 Joe em) dom (24) 
万 


取 一 维 区 闻 fa 中 ,8 一 a 充分 大 ， 使 





方差 为 





<E, 





DC<l[a,b) x a,b x x [a = [a, 0)"™. 


取 mm 个 独立 、 在 fa, 引 中 均匀 分 布 的 随机 变数 &1,&2,… ,Em 令 = (和 我 们 证 
明 : 在 ye D 的 条 件 下 ，7 在 DD 中 均匀 分 布 ， 换 名 话说， 有 
PlnevmeD)= | (25) 


























[DP 

其 中 子 域 Vc D,lV| 表 V 的 m 维 体积 . ot 
实际 上 : 
Pl(ne Vlne D)= pep (7 
D 
__W Dl _V 
Go/ 全 a 
二 一 一 人 

由 此 还 推 知 : | 。 





- 290 . 


E(g(ln e D) = 充 上 g(a)dz = | 


根据 此 式 ， 我 们 提出 下 列 计算 方法 : 象 造 7 一 样 ， 造 一 列 独立 的 m 维 随机 向 量 {m},7; = 
(€ 中 ,的 ,.….,é 提 ), mi 在 mm- 维 立方 体 [a,9* 中 有 均匀 分 布 ， 如 果 ne D, 就 选取 加, 如 果 
meD, 就 舍弃 人, 如 此 共 选 出 nn 个 7; 记 它 们 为 砚 , 吸 ,…, 翅 . 由 上 式 得 


1 nn 
D| lim 二 9) = G, (a.s. 
| | 0) , (a.s.), 


于 是 就 取 
G» =ID oog) (26) 


作为 G 的 无 偏 估 值 . 
关于 降低 方差 ， 可 以 采用 (三 ) 中 类 似 的 方法 ; 这 里 还 补充 一 点 ， 最 好 采用 决定 性 计 
算 与 随机 计算 相 结合 的 方法 . 在 (24) 中 ， 可 能 对 某 些 变量 如 zi, 可 用 数学 分 析 方法 直接 算 
出 来 ， 这 样 以 尽量 降低 积分 的 重 数 ， 直 到 剩 下 的 变量 无 法 直接 计算 时 ， 再 用 平均 值 法 . 这 
样 所 得 的 方差 ， 一 般 会 比 完全 用 平均 值 法 的 低 . 
87.2 ”线性 方程 组 的 解法 


(一 ) 线性 代数 方程 组 . 设 方 程 组 为 


Y1 hu Ra … hin 了 1 Q1 
TX2 hl h22 … Pan ZX2 a2 
: | = : : : : | 二 : 
Tn hnl hn2 MH hnn Tn Un, 
或 简写 为 向 量 形式 
=HX+h, (1) 


其 中 ,4 已 知 ， 待 求 的 未 知 向 量 为 X. 令 
al = max( > las 
我 们 假定 (参看 40], 第 316 页 ) TIE < 1; 
试 在 此 条 件 下 ， 用 概率 方法 解 (1). 改写 (1) 为 
(I ~- H)X = 4， 


由 1° 得 
X=(I-H)'A4=(I+H+H?+:…)4, (2) 
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于 是 XX 的 第 ;个 分 量 z; 等 于 


Ti=ai+(HA);+ (H?A);+ 


一 Qi 十 2 hiiy Qi 十 >》, > hii, hi,izQiz 十 


1 i2 


一 04 十 > 》， 》 之 六 ii hi i “ hi 1ik CQ (3) 


天 一 1 i1 iz 


这 里 2 表 > 现在 我 们 来 定义 一 个 马尔 科 夫 链 ， 使 它 的 某 一 数字 特征 恰好 等 于 zi. 任 取 
一 矩阵 P= (pij), i 7 = 1,2,.……,n, 满足 条 件 


pij 之 0; >》, Pij < 1; (4) 
pij > 0， 如果 hij 冯 0. (5) 

令 
=1- 2 pi( 如 ai 关 0, 则 还 应 取 p; > 0). 9 


考虑 一 马尔 科 夫 链 : 如 果 它 从 ; 出发， 那么 它 下 一 步 转移 到 7 的 概率 为 而 永远 停止 运 
动 的 概率 为 pi, 今 设 它 从 i 出发， 经 上 步 后 停止 运动 ， 则 运动 轨道 7 可 记 为 


Ti igo ik (kK20,i0=i) . (7) 


其 中 己 ,i2,…,is 为 顺 次 经 过 的 状态 ， 最 后 停止 在 计 . 它 取 轨道 (7) 的 概率 为 





Piii Piiiz Pix iikPDiK (8) 


在 (7) 中 的 轨道 7 上， 定义 一 个 函数 


以 BE; 表 自 i 出 发 的 条 件数 学 期 望 ， 由 (8)(9) 得 


- i hii, Qi hii, hi i, Gi 
ElV(NN| = i ;十 ii1 il .pii, p; 十 ii1 112 弛 Di Di iD 二. 
i[ ( )] pi p > Piis Pi 11 Pi 22, piis Dis Dis ii1 Lili2Hi2 


一 0; 十 人 >》 >》 之 hai hi i ” hi 1ig Qipy 
k=1 i i2 
由 此 及 (3) 即 得 
= EV(N). (10) 
于 是 我 们 得 到 下 列 计算 方法 : 
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a. 仿照 86.3( 一 ) 中 的 方法 ， 模 拟 以 (pij) 为 转移 概率 矩阵 的 马尔 科 夫 链 ， 
b. 独立 地 做 出 ”个 (7) 中 的 轨道 ， 并 按 (9) 算出 了 (JDY(Ja) 7Y(Im) 
c. 以 # VOD 作为 Ti 的 估 值 . 

用 这 个 方法 来 计算 z; 所 需要 的 转移 次 数 设 为 7, 则 


Eit 一 0. Pi 十 1- 》， Piii Pi 十 2- >», >», PiiiPiizPi2 二 
41 


il ?2 


= > ky > 机 >», PiiPiris “* Pig_1ipPin: (11) 
k=1 i1 2 ik 
这 个 方法 的 好 处 是 : 每 个 zi 可 单独 地 求 出 ， 并 不 需要 同时 算出 其 它 的 zj. 
(二 ) 一 般 解 法 . 现在 除去 假设 1°, 来 讨论 一 般 方 程 组 


Dz; = di, i=1,2,,n (12) 


了 


的 解 . 下 述 解 法 的 构思 是 很 巧妙 的 考虑 二 次 型 
Q=Qcuzz=> oi( cs; — di) ， (13) 


这 里 ai > 0 是 常数 ， 显 然 ， 求 (12) 的 解 等 价 于 求 8 的 最 小 点 (x9,… ,zn). 对 于 任意 常数 
4>0， 
bE: Q(z1,.**,Tn) < A 


是 一 n 维 椭 球 ， 这 只 需 作 线性 变换 y; = 学 ciszj; -di 即 可 看 出 ， 这 个 椭 球 的 中 心 在 入 = 


0(i = 1,2,…,n), 也 就 是 在 (z9,…,z0). 每 个 通过 中 心 的 n 维 超 平面 z; = z3 都 把 椭 球 分 成 
体积 相等 的 两 部 分 ， 这 个 几何 性 质 提供 了 求 (12) 的 解 的 方法 : 求 z3,…,zn, 使 椭 球 三 位 
在 xz; < x9 的 那 部 分 ， 答 有 一 半 的 体积 . 

作 维 立 方 体 [中 ", 使 它 包 含 椭 球 BE. 设 和 ,6 是 nn 个 独立 的 随机 变数 ， 每 个 都 
在 [a, 引 中 均匀 分 布 ， 作 ” 维 随机 向 量 ”= (61,…,én). 根据 87.1(25), 得 知 在 “mn € BE” 的 条 
件 下 ， 在 椭 球 巨 中 有 均匀 分 布 ， 取 7 的 1 个 独立 的 样本 向 量 4,…,m, 如 果 六 < 已 就 
选取 站, 如 加 EB, 就 舍弃 hn， 如 此 共 选 出 m 个 ， (m < 0). 不 妨 设 它们 就 是 前 面 的 m 个 
1,… ,nm. 注意 mm 的 分 量 表示 是 


mi 二 (&i1, €i2) | , Cin), 


由 于 汉 在 中 均匀 分 布 , 而 超 平面 z; = z9 分 椭 球 为 等 体积 的 两 部 分 ， 故 当 冯 充分 大 时 ， 
174，… ;Tm 中 ， 应 各 有 一 半分 别 在 此 超 平面 的 两 侧 ， 这 表示 这 些 向 量 的 第 7 了 个 分 量 、 即 
65 之 中 ， 应 约 有 一 半 不 大 于 { 或 不 小 于 )z9. 把 这 些 分 量 按 大 小 排 成 


E & 和 所 6 (14) 
其 中 最 中 间 的 那 一 个 即 所 41;( 不 妨 设 m 为 偶数 ) 自然 应 靠近 z3. 因此 ， 我 们 就 取 
E41 全 Z9， (7 = 1,2,.… ,1); (15) 
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时 以 (1 作为 方程 组 (12) 的 解 的 估 值 . 
以 上 是 取样 本 (14) 的 中 数 作为 z9 的 估 值 ; 自然 也 可 取 它 的 平均 值 作为 估 值 ， 即 


寺 了 的 = 计 了 多 < 40) 
(三 ) 积分 方程 的 解 。 设 有 方程 
b 
zZ(s) = / h(s,t)z(t)dt + a(s), (a < s & 5b), (17) 


其 中 a(s) 及 As 汶 是 已 知 的 连续 函数 ， 而 z(s) 是 待 求 的 未 知 函 数 ， 将 (17) 与 方程 组 (1)， 
即 与 
ti= hij®j + gi, (i = 1,2,.……,n) 
了 


比较 ， 可 见 二 者 非常 相似 ， 只 不 过 是 从 离散 变量 ; 过 渡 到 连续 变量 。 、 把 求 和 号 换 


为 积分 号 户 而 已 ， 因此， 可 以 把 (一 ) 中 的 方法 移植 来 解 (17)， 扼 述 如 下 : 取 二 元 函数 
p(s,t), a < s,t < b, 它 满足 p(s,t) > 0, f。 p(s,t)dt < 1, 而 且 车 h(s, 姑 0, 则 pls,t)>0. 令 
p(s) = 1 一 必 p(s,t)dt. 造 一 马尔 科 夫 链 ， 如 它 自 s 出 发 ， 下 一 步 转移 到 (t,t+ Ab 中 的 概率 
为 p(s,)At+o(At), 而 停止 运动 的 概率 密度 为 p(s\. 今 设 它 自 s 出发， 经 上 步 后 停止 运动 ， 
所 经 轨道 为 了:s 一 s1 一 52 一 … 一 sk. 定义 泛 冰 


h(s, s1)h(s1, 82) “h(sp-l Sk)a(sk) 
VOD) = | 





， 如 k > 0， 
p(s, s1)p(s1， 52) ~ -p(sp_1, Sk)P(sk) 


a(s)/p(s), 如 k=0. 
则 如 名 三 sup jh(s, 及 ldt < 1, 就 有 
z(s) = E,[V (7)]. (18) 


一 些 偏 微分 方程 ， 也 可 用 概率 方法 求解 ， 请 参看 54.1 例 4. 这 方面 的 研究 很 多 ， 例 如 
可 看 参考 书 [27] 第 13 章 . 关于 蒙特 卡 罗 方 法 更 多 的 叙述 可 见 张 建 中 : “蒙特 卡 罗 方 法 ”， 
数学 的 实践 与 认识 ， 1974 年 ， 1,2 期 . 


“第 八 章 可 靠 性 问题 的 概率 分 析 
68.1 可靠 函 数 


(一 ) 问题 的 产生 . 随 着 工农 业 的 迅速 发 展 , 人 们 迫切 需要 提高 各 种 设备 系统 的 功效 . 
近代 的 设备 系统 都 是 由 许多 元 件 构 成 的 ; 各 种 元 件 起 着 部 分 的 作用 ， 它 们 按照 一 定 的 设计 
方案 组 合 起 来 ， 完 成 各 种 预定 的 任务 . 了 卫星、 火箭、 飞机 、 导 航 系统 以 及 各 种 电子 仪器 等 
等 , 无 一 不 是 如 此 . 然而 ,系统 的 构造 越 复杂 ， 所 含 的 元 件 越 多 ， 如 果 不 采取 适 当 措施 ， 系 
统 的 工作 可 靠 性 就 很 可 能 大 大 降低 ， 这 是 因为 ， 只 要 某 些 元 件 发 生 故 障 ， 就 可 能 损害 整个 
系统 ， 使 它 不 能 正常 工作 ,为 了 解决 这 类 了 矛盾， 可靠 性 问题 被 担 上 了 科学 研究 的 日 程 ， 最 
近 若 干 年 来 ， 特 别 是 第 二 次 世界 大 战 以 后 ， 可 人 靠 性 理论 得 到 了 迅速 的 发 展 . 看 来 ， 要 提高 
系统 的 可 靠 性 ， 可 以 从 两 方面 着 手 : 一 是 提高 每 一 组 成 元 件 的 可 靠 性 ， 以 使 系统 建筑 在 优 
质 元 件 的 基础 上 ， 这 样 就 必须 对 元 件 和 系统 的 可 靠 性 作 依 时 间 发 展 的 动态 分 析 . 二 是 研究 
系统 的 最 佳 设 计 、 使 用 与 维修 方案 ， 以 便 由 可 靠 性 较 低 的 元 件 ， 制 造 出 可 靠 性 较 高 的 大 型 
系统 ， 并 保证 它 能 在 较 长 时 间 内 正常 工作 . 前 者 是 分 析 问 题 ， 后 者 是 综合 问题 ， 而 综合 又 
只 有 在 分 析 的 基础 上 才能 进行 ,提高 可 靠 性 是 一 项 复杂 的 任务 ， 必 须 有 工程 技术 人 员 、 物 
理 、 化 学 等 工作 者 共同 合作 ， 对 其 中 许多 的 定量 问题 ， 还 需要 作 深 入 的 数学 分 析 和 计算 ， 
而 概率 论 和 数理 统计 正 是 不 可 缺少 的 数学 工具 . 在 本 章 中 ,我 们 不 可 能 对 可 靠 性 理论 作 全 
面 的 讨论 ， 只 是 对 它 的 分 析 方 面 作 一 些 初 步 的 介绍 ， 以 说 明 概率 论 在 这 门 学 科 中 的 若干 应 
用 . 

所 谓 可 靠 性 ， 通 常理 解 为 在 一 段 时 间 内 无 故障 的 概率 . 对 可 靠 性 的 要 求 ， 需 由 具体 问 
题 来 决定 : 有 时 要 求 一 段 时 间 内 无 故障 的 概率 高 ， 而 有 时 则 要 求 无 故障 的 平均 时 间 长 . 

(二 ) 首次 故障 时 刻 . 考虑 某 个 元 件 ， 假 定 它 在 上 = 0 时 正常 地 开始 工作 ， 一 直 继 续 到 
时 刻 t=7, 在 7 时 发 生 故 障 ， 我 们 称 7 为 首次 故障 时 刻 ， 或 称 它 为 元 件 的 寿命 ， 令 


Qt) = P(rT < ), (t > 0), 


它 是 7 的 分 布 函数 ， 则 
P(t) =1- Q(t) = P(r >t). 


为 在 [0,4 中 无 故障 即 正常 工作 的 概率 ， 称 P(t) 为 此 元 件 的 可 靠 函 数 .注意 P(0) 可 能 小 于 
1, 这 时 
1- P(0) = Q(0) = P(r =0), 


这 表示 一 开始 就 出 故障 的 概率 为 1 - P(0) > 0. 这 种 情形 在 实际 中 可 能 发 生 ， 因 为 元 件 本 
身 可 能 有 未 被 检查 出 的 内 部 缺陷 或 损伤 ， 或 者 由 于 保存 不 当 、 过 入、 运输 条 件 不 佳 等 而 产 
生 的 新 致命 伤害 . 

一 般 说 来 ， 故 障 可 分 成 三 类 : 一 是 开始 故障 ， 它 们 在 工作 一 开始 或 开始 后 不 久 便 发 
生 ; 二 是 随机 故障 ， 它 们 在 元 件 已 走 上 正常 工作 的 期 间 ， 由 于 偶然 的 原因 而 出 现 ; 三 是 误 
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老 故障 ， 这 是 由 元 件 寿命 的 限制 而 不 可 避免 的 ， 它 们 出 现在 工作 后 期 .对 一 种 元 件 ， 当 然 
可 能 不 是 三 种 故障 都 全 具备 例如， 饲养 小 猪 ， 初 出 生 时 由 于 先天 不 足 或 不 适应 环境 等 原 
因 ， 可 能 发 生 开 始 故障 (这 里 故障 指 死亡 ); 这 一 关 过 去 ， 走 上 正常 发 育 期 ， 这 时 出 现 随机 
故障 (由 于 疾病 或 外 伤 等 ) 的 机 会 较 小 ; 至 于 衰老 故障 在 这 里 基本 上 不 发 生 . 

要 具体 求 出 某 元 件 的 寿命 分 布 ， 通常 有 两 种 方法 (这 对 求 任何 分 布 都 适用 ): 一 是 用 随 
机 抽样 ， 通 过 实验 ， 应 用 数理 统计 方法 近似 地 求 出 理论 分 布 ; 二 是 从 元 件 的 物理 特性 出 
发 ， 提 出 若干 基本 假定 ， 在 这 些 假定 下 推导 出 所 需 分 布 ， 就 象 我 们 在 $2.4( 三 ) 中 由 普 阿 松 
流 推导 出 普 阿 松 分 布 一 样 ， 前 者 是 归纳 法 ， 后 者 是 演绎 法 . 

下 面 我 们 主要 利用 第 二 种 方法 来 导出 几 种 常见 的 寿命 分 布 . 为 此 ， 先 介绍 一 个 重要 概 
念 - 故障 率 ， 它 也 可 看 成 可 靠 性 的 一 个 指标 . 

考虑 下 列 问题 : 设 元 件 在 [0, 中 无 故障 ， 试 求 它 在 [t,t++ At 中 发 生 故 障 的 概率 ， 
Q(t,t 十 At), 这 里 At > 0. 显然 ， 我 们 有 


Q(t,t+ At)= P(t+At>7>tr > 
Pl(t+At>7>t) Q(t+At)— Q(t) 








一 P(r >1) 和 1- Q(t) (9 
如 果 假 定 8(t) 有 导 函 数 g(t) : q(t) = 8'(), 则 
Qt + At) = — At4 oAt). (2) 


1— Q(t) 
我 们 称 


_ gt _ p(t) 
*W= 7o0 PG ® 





为 此 元 件 的 故障 率 ; 这 里 p(t) = 书信. 

由 (2) 可见 : X(t) 越 大 , 则 在 (tt+AN 中 出 A 
现 故 障 的 条 件 概 率 也 越 大 ， 故 X( 是 表示 可 靠 
性 大 小 的 局 部 指标 . 直观 地 说 : 如 果 元 件 在 [0, 刁 
内 正常 工作 ， 则 在 下 一 个 单位 时 间 内 (如 单位 长 
At 很 小 ) 发 生 故 障 的 条 件 概率 近似 于 和 ( 台 . 

对 应 于 上 述 三 个 工作 时 期 ， X(t) 的 一 般 图 、 
形 是 : 在 开始 期 4 内 ， A(t) 下 降 ; 在 正常 期 B 0 
内 ， 由 于 元 件 工作 稳定 ， 和 (t) 基本 上 是 常数 ; 图 1 
在 衰老 期 ， 故 障 增多 ， 因 之 和 (t) 上 升 ( 见 图 切 . 

容易 求 出 可 靠 函 数 的 一 般 形式 ， 设 p(t) 连续 ， 将 (3) 两 边 积 分 ， 得 





log P(t) — log P(0) = — 人 at 


P(t) = P(O)e- ho MoO%. (4) 
由 于 Jim P(t) =0, 故 
/ ”ADd = o0. (5) 
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如 果 8(0) = 0 因而 P(0) = 了 则 
P(t) = e- Xs)as (6) 
于 是 证 明了 : 车 可 靠 函 数 P(t) 有 连续 导数 ， 则 它 必 呈 (4) 的 形式 ， 其 中 A(t) 是 满足 (5) 的 
非 负 连 续 函 数 . 
A(t) 可 通过 实验 而 近似 求 出 ， 设 参加 实验 的 元 件 共 有 ? 个， 以 n(t) 表 [0, 二 内 未 出 故 
障 的 元 件数 ， 则 当 At 其 小 而 nn 很 大 时 ， 由 (3) 有 


~ P(t)— P(t+At) /nt) mt 十 Ab n(t) _ nt) ~—n(t+ At) 
At 的 SRB ~ 生 At 





n At.n(t) 
换 句 话说 : X(t) 近似 地 等 于 在 [t,t+ 人 A 内 发 生 故 障 的 元 件数 ， 除 以 At 及 在 上 以 前 尚未 出 
现 故 障 的 元 件数 . 

给 出 不 同 的 A(t), 就 得 到 不 同 的 P(t). 下 面 讨论 几 种 常见 的 可 靠 函 数 . 

(三 ) 常见 的 可 靠 函 数 . 由 于 


Q(t) + P( =1, 


所 以 知道 8(t) 后 就 知道 P(t). 以 下 谈 到 分 布 是 指 寿 命 分 布 8(). 
A) 指数 分 布 ， 这 时 
P(t) =e™, (t > 0); 


(四 三 入, (入 > 0 是 常数 ). 


如 果菜 元 件 在 任何 时 刻 t 的 故障 率 都 相同 ， 即 A(t) 恒 等 于 某 常数 入, 由 (6),Q(t) 必 有 指数 分 
布 ， 这 使 人 怀疑 ， 实 际 中 是 否 有 这 样 的 元 件 存在 ， 它 具有 不 衰老 的 特性 (这 里 图 1 中 只 有 
相应 于 B 的 那 一 段 ). 但 实际 中 确实 是 有 的 ， 至 少 近似 地 是 如 此 . 例如 : 宇宙 飞船 的 故障 往 
往 由 于 陨石 撞击 . 车 设 陨 石 在 时 间 和 空间 中 均匀 分 布 ， 则 在 一 段 时 间 内 飞船 受 击 的 概率 不 
依赖 于 它 过 去 是 否 受 击 ， 即 A(t) = 常数 ， 因 而 可 认为 可 靠 函 数 是 指数 型 的 .一 般 地 ， 如 果 
某 元 件 的 故障 是 由 一 些 随机 碰撞 所 引起 ,而 这 些 碰撞 形成 普 阿 松 流 ， 则 它 有 指数 型 可 靠 函 
数 ， 此外， 指数 分 布 还 可 作为 一 些 复杂 系统 的 极限 分 布 而 出 现 . 
B) 韦 布 (Weibull,W.) 分 布 . 





P(t) = e™*, (t > 0); 
M(t) = aXt®!, (a > 0 入 > 0). 


Xt) 网吧 q(t) 
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指数 分 布 是 它 的 特殊 情形 (a = 1). 韦 布 分 布 含 两 个 参数 入 > 0,a > 0, 所 以 它 比 指数 分 
布 能 描述 更 多 的 现象 . 当 入 =1 时 ， AH 及 g(t) 之 图 见 图 2 、 图 3. 当 a<1 时， 故障 率 下 
降 ; a>1 时 上 升 . 前 者 描写 开始 故障 ， 后 者 刻画 衰老 故障 人们 曾 用 此 分 布 来 研究 电子 
管 及 滚珠 轴承 等 的 故障 . 
试 求 寿命 的 各 级 矩 : wo 
E(7") = [ a itoee- MM qt, 


作 变 换 “ = 1°, 得 本 
五 (7T7”) = 和 aree- qu = r(2 十 1) A-™e. (7) 
0 a 


I(z) 表 Gamma 函数 . 特别， 


E(7) = r( 十 1) A-1/e, 








而 方差 为 ， 
Do = 和 ze[r(z+D-fF(+D | (8) 
C) Gamma 分 布 . _ 
P(t) / 5 edz, (t > 0); 
g(t) = —P'(t) = Se et (A > 0,0 > 0). 


设 Xi1,…,X。 为 独立 同 分 布 随机 变数 ， 有 参数 为 的 指数 分 布 ， 则 > Xi 有 Gamma 分 


布 ， 参 数 为 入 及 a =n. 实际 上 ， 此 结论 对 n= 1 显然 正确 ; 今 设 它 对 n= m 正确 ， 即 设 
2 Xi 的 密度 为 


则 工 X; 的 密度 为 


t Am+1 t Am+1ltm 
gm+1(t) = / gm(t — Zz)q1(z)dz = re/ zZm ldz = e At 
0 0 ， 





这 便 证 明了 上 述 结论 (此 结论 也 可 用 特征 函数 直接 证 明 ). 
今 设 某 元 件 恰 好 在 经 受 n 次 撞击 时 出 现 故障 ， 而 这 些 撞击 相继 出 现 于 时 刻 y, 前 后 两 
次 之 间 的 时 差 记 为 X; = 妇 一 各-1(yo = 0). 设 诸 X; 相互 独立 ， 且 有 相同 的 指数 分 布 ， 则 由 
上 面 所 述 的 结论 ， 可 见 此 元 件 的 寿命 有 Gamma 分 布 ，. 
1 也 可 换 一 说 法 :Gamma 分 布 出 现 于 如 下 的 模型 中 ， 设 诸 事故 构成 参数 为 和 的 普 阿 松 流 ， 当 接连 出 现 a 一 1 个 
以 上 的 事故 时 ， 机 器 便 发 生 玖 障 ， 则 故障 发 生 的 时 刻 了 有 Gamma 分 布 ， 实 际 上 


C 一 1 t 

. Xt ko—At 和 Aeaza 一 1 

1— P(T > t) 二 1— > ( }e 一 ce je “de 
¢ 4 0 > 











参看 82.4 的 注 ( 见 59 页 ). 后 一 等 式 建立 了 Gamma 分 布 与 普 阿 松 分 布 间 的 一 个 关系 式 . 
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0 1 2 3 4 56 7 8 9 
图 4 图 5 


故障 率 A(t) = 一 信 如, 当 a > 1 时 ， 是 单调 上 升 的 ， 有 上 界 为 Ni 当 ac < 1 时 单调 下 降 . 
q(t) 的 图 形 是 单 峰 偏 态 ( 非 对 称 的 ). 见 图 4 、 图 5( 其 中 = 1 
D) 对 数 正 态 分 布 ， 密 度 函 数 为 
q(t) = 


(log t—a2) 


(> 0;0 > 0 与 a 为 二 参数 ). 





1 
toVai 
其 图 形 见 图 6. 它 对 应 的 A(t) 是 下 降 函 数 . 一 
级 矩 及 方差 分 别 为 


o2 


B(r) = ent 
E(7?) = e2(o+o ) ) 


2 


D(7) = e2o+o” (e” —1). 
这 分 布 容易 由 正 态 分 布 变 换 得 来 : 设 铸 有 N(a,o) 
分 布 ， 令 X = logY, 则 Y 有 对 数 正 态 分 布 ， 
设 ZX 为 独立 随机 变数 ， 取 正 值 . 令 于 =1log Xi, 又 Y= 二 Yi = log(X1:…. Xn). 
当 {YY} 满足 鹿 德 伯 尔 格 条 件 时 ， 由 83.4 知 < 有 渐 近 N(0,1) 正 态 时 分 布 因此 ， 随 机 变 
数 








X= XIX2. Xn 

有 渐 近 对 数 正 态 分 布 ， 换 句 话说， 对 数 正 态 分 布 可 用 来 描写 大 量 非 负 独 立 变 数 的 乘积 ， 

E) 重 指数 分 布 ， 设 有 厚度 为 D 的 金属 板 ， 它 上 面 有 许多 微细 小 孔 ， 第 i 个 小 孔 的 开 
始 深度 为 di. 由 于 腐蚀 作用 这 些小 孔 逐 渐 加 深 ,一 旦 有 小 孔 穿 透 金属 板 ， 就 发 生 故 障 ， 试 
求 首次 故障 时 刻 的 分 布 8(. 

我 们 假定 di(i = 1,2,…,n) 相互 独立 ， 并 设 有 相同 的 指数 分 布 ， 因 为 di < D, 故 应 设 有 
切断 的 指数 分 布 ， 即 

Pldi>t)=(e * -ee )/(l-e ?). 

(这 实际 上 是 P(y > tb < y < D), 这 里 y 有 参数 为 和 的 指数 分 布 ) 设 第 i 个 小 孔 的 穿 透 时 
间 为 5; = 有 (D 一 di), 这 里 天 为 某 常数 ， 依 赖 于 金属 的 性 质 ， 则 


FU = Psh=P(u>- 7) = (e¥ 1)/(eP -1),0g<t<kD. (9) 
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今 以 > 表 首次 故障 时 刻 ， 我 们 有 


T= min(ni,…, Tn); 


Q(t) = P(r &t)=1- P(r>t)=1- Pn > 了 rm >1) 





二 1 I P(ri> t=1- [1 F(A). (10) 
如 果 nn 非常 大 ， 则 近似 地 有 
Q(t) ~ 1- ee "0, (11) 
以 (9) 代入 得 
Q(t) 2 1 — exp | - 5— (e 芝 一 | =1 一 ee(e -1) (t > 0), (12) 
其 中 常数 
n 入 
7 Bp hE 
其 密度 为 
g(t) = agepte-e(e -1) (+t > 0) (13) 


其 中 ，a > 0,6 > 0 为 二 参数 ; 当 8=1 时 ， 见 图 7. 它 的 故障 率 At) 为 


A(t) = ae (14) 
显然 ，A(t) 是 上 升 函数 . q(t) 
除 以 上 所 举 的 五 种 分 布 外 , 正 态 
分 布 也 常用 作 寿 命 分 布 . 


我 们 不 去 列举 更 多 的 可 靠 函 
数 , 而 只 补充 说 明 一 点 . 研究 得 最 多 
的 一 类 故障 率 是 上 升 的 A(t)， 遂 常 
认为 这 一 类 故障 率 能 概括 大 量 的 现 
象 ， 另 一 类 是 下 降 的 Xb. 看 来 ， 有 
些 问题 中 的 M(t) 可 能 既 非 上 升 也 非 
下 降 , 而 是 更 复杂 的 时 而 上 升 时 而 下 
降 的 函数 . 例如 ， 有 些 系 统 中 随时 在 
积累 能 量 , 当 能 量 超过 一 定 限度 时 发 
生 爆 炸 (故障 ), 但 当 积累 的 能 量 未 达 
此 限度 时 ， 又 可 能 发 生 能 量 转 移 或 以 小 炸 的 形式 释放 能 量 ， 显 然 ， 未 转移 以 前 的 故障 率 应 
比 转移 后 不 久 要 大 些 ， 故 X(t) 于 此 时 下 降 ， 此 后 又 因 积 累 能 量 ，X(t) 又 上 升 ， 大 地 震 的 爆 
发 可 能 就 属于 这 种 概 型 . 
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88.2 ”更 新 问题 


(一 ) 更 新 方程 ， 上 节 讨 论 了 首次 故障 以 前 的 概率 性 质 , 现在 来 研究 在 此 以 后 的 问题 . 
元 件 出 了 故障 ， 就 需要 更 新 (修理 ， 或 者 换 上 新 的 同样 的 元 件 ), 我 们 先 假定 更 新 所 需 的 时 
间 为 0. 第 二 个 元 件 到 时 候 也 需 更 新 ， 如 此 继续 下 去 .于 是 得 到 一 列 时 刻 {tn}: 


0=to<t<to < <tn < 


tn 表 第 n 次 更 新 时 刻 ， 而 mm = 如 一 如 -1 是 第 nr 个 元 件 的 寿命 ， 我 们 假定 {mm} 是 一 列 独立 
随机 变数 ， 有 相同 的 连续 分 布 函 数 Q(t) = P(m < 纪 

称 随 机 数列 {t%} 为 更 新 过 程 ; 当 Q(t) 为 指数 分 布 时 ， 它 化 为 普 阿 松 流 . 

对 每 个 固定 的 上 > 0, 定义 随机 变数 v(#): 


b(t) < t & 加 (上 1 (1) 


换 句 话说 : v(t) 是 在 以 前 的 更 新 次 数 ， 显 然 v(t), 只 能 取 非 负 整 数 为 值 . 
试 求 v(t) 的 分 布 。 为 此 ， 先 求 th 的 分 布 Fs(). 由 于 


n= 大 十 TD 十 十 TT 


是 个 相互 独立 同 分 布 的 随机 变数 的 和 ， 由 $2.8(5) 
m= | ‘Fai(t ~ s)dQ(s), mt) = Q(t), @) 
于 是 得 
P(v(t) = 7n)= P(v (2) 2 n)— P(v(t) n+ 1) 
= P(tn <t) ~ P(t <t) = F(t) — Frritld); (3) 
Pvt) =0) =1— Q(t). 
在 更 新 间 题 的 研究 中 ， 起 重要 作用 的 是 更 新 函数 M(b), 它 是 v() 的 数学 期 望 : 
MO= EoD (4) 


由 (3), 容易 求 得 


oo 


M(t) = >, nP(v(t) = -> Fn(t). (5) 


7 一 0 





1 如 Q(t) < 1 则 MG < coo， 此 因 本 -1 单调 上 升 , 由 (2), 知 Fn(t) < [QQ)]", 故 M(t) = 2 Fnlt) < 


> en < 
n=1 
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(5) 中 右 方 的 级 数 实际 上 不 容易 计算 ， 但 我 们 可 以 通过 解 方程 来 求 M(t): 由 (5)(4)， 
M(t) = Q(t) + [ Fi(t — s)dQ(s) 


n=2 


= Q(0)+ [ DV Fl s)dQ(s) = QO + | Me sals), 


因此 ， M(t) 是 方程 ， 

M(t) = QH) + 人 MU- s)dQ(s) (6) 
的 解 ， 一 般 地 ， 人 们 称 下 列 积分 方程 为 更 新 方程 : 

M(t) = G(t) + M(t — s)dQ(s), (7) 


其 中 G(),Q(t),(t > 0) 是 已 知 函 数 ， 而 Mt) 是 未 知 的 。 (6) 是 (7) 在 G() = Q(t) 时 的 特殊 
情形 . 
如 果 存 在 导数 
qt) = 9(bmG=MGoG=G'， 
微分 (7) 得 
m0) = og) + {mlt— aa(ads (8) 


称 m(t) 为 更 新 密度 ， 由 (5), 在 可 逐 项 微分 的 条 件 下 ， 有 
m(t) = > f(b), fnlt) = Fut). (9) 


对 (6) 式 两 边 取 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变换 ， 由 于 卷 积 的 拉 普 拉 斯 变换 等 于 二 函数 的 拉 
普 拉 斯 变换 的 积 ， 故 
M(s) = Q(s) + M(s)Y(s), 
或 一 
7 Q(s) 
M 8) 二 一 一 一 一 ， 10 
(= (10) 
这 里 M(s) = 人 e stdM(t), 又 


5(s) = [ ~ estgQ(t) = Be 


7 为 首次 故障 时 刻 ， 由 (10), 知 政 (s) 与 8(s) 相互 决定 ， 故 M(t) 与 8(t) 也 相互 决定 .既然 
Q(t) 决定 了 更 新 过 程 的 一 切 概率 性 质 ， 所 以 M(t) 也 能 起 此 作用 . 这 就 是 为 什么 MO 特别 
重要 的 原因 

例 1 设 80) 为 Gamma 分 布 ， 密 度 为 
ATE™ 
(m — 六 


er, (t > 0), 


g(t) = 


302 . 


根据 88.1( 三 ) 中 关于 Gamma 分 布 的 一 个 结论 ， 可 见 F(t) 可 看 成 为 nm 个 指数 分 布 的 卷 
积 ， 故 它 也 是 Gamma 分 布 ， 密 度 为 


ma 了 2 一 工 
和 Am 加 











fn(t) = me (11) 
由 此 得 
FO Pod=1-e 3 OY, (n>. (12) 
0 人 7! 
从 而 
Pb) =n) = P(t) Fanld) 
_ nm+m—1 nm—1 Ar _ mm 十 9 一 1 和 Ar 
-er( 袜 全 -时 
由 (9)(1) 
、 29 ntnrm 一 1 | 
mlt) = > (nm — 1)! oY 


n=1 


特别 1, 如 m=1, 即 当 Q(t) 为 指数 分 布 时 ， 
m(t) = A, M(t) = Xt. 


如 m= 2, 则 
m(t) = A/2 — (M2)e 2:, M(t) = Xt/2 — 2 十 ie. 


回 到 一 般 的 情形 ， 试 讨论 下 列 问题 : 应 该 储存 多 少 元 件 ， 使 以 99% 以 上 的 概率 ， 在 to 以 
前 足够 用 ? 这 就 是 说 ， 要 求 最 小 的 正 整 数 mw 使 


P(v(t) <n) > 99%; 或 P(v(t) > n) < 1%. 


由 (12) 
P(v(t) > n)= (t=1-e-* by OY < 1%. 
解 此 不 等 式 ， 即 可 求 出 最 小 的 mm 这 里 的 求 和 有 表 可 查 . 
(二 ) 若干 极限 定理 . 


定理 1 设 B(7m)=4D(m) =o? < oo. 则 当 t 一 oo 时 ，wv(t) 有 渐 近 ($V 过 ) 正 态 分 
布 ; 即 
lim P(e 


/I < z) = 诺 /_ e- 宇 dy. (13) 








m1 , 
1 对 一 般 的 m, 有 M 人 的 = 益 十 击 2 到 7[ 呈 一 er X070)], 其 中 6 一 el2"t/™, 参看 [39],p.175-177. 
I=1 
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证 令 忆 nm 保持 下 列 关 系 
t— ng 


on (z 国定 )， (14) 





而 趋 于 oo, 即 上 一 con oo. 记 刀 = 六 5, 有 
“一 1 


P(v(t) <n)= Plt, >t) = P(t, > np— zoVn) 


图 一 1 1 ”好 
-P| := 去 人 。 dy. (15) 





另 方面 ， 


P(v(t) < n) = P(2 < 3 局) 


=P( a < z|1+ 2 人) (16) 











这 里 用 到 (14). 再 由 (14) 
um— roVn—t=0. 


把 此 式 看 成 Vn 的 二 次 方程 ， 解 得 


(za)2 + 4tp 


万 二 22 十 
2p 





故 Jim 辣 一 0. 由 此 及 (15)(16) 即 得 (13). 口 


例 2 设 某 类 元 件 的 平均 寿命 为 = 150 小 时 ， 方 差 oc? = 2500 小 时 ， 今 欲 工作 3600 
小 时 ， 问 需 储 备 多 少 元 件 ， 才 能 以 95% 的 概率 保证 够 用 ， 这 问题 与 例 1 同 ,不 过 这 里 的 近 
似 解 法 中 无 需 知道 寿命 的 分 布 律 ， A 它 的 平均 值 与 方差 . 先 解 


pa 
一 -一 2dy= 95%, 
V2 | Y " 


/ta2 ft 
以 题 中 所 给 的 数据 代入 ， 得 
3600 . 2500 3600 
~ 1. O27. 口 
nLOY T1507 + 150 


下 列 结 果 的 直观 意义 非常 明显 ， 而 证 明 却 相当 烦 难 ， 故 只 叙述 而 不 证 明 . 
1) 


查 表 得 > = 1.65. 由 (13) 知 





im MO - 工 
t 一 co t 22 


了 
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(如 = co, 则 右 方 理解 为 0). 
这 表明 : 在 [0,4| 中 的 平均 更 新 次 数 乘 平均 寿命 之 积 渐 近 地 等 于 
2) 设 Q(t) 连续 ， 则 
jm Met MO = (17) 


其 中 旅 > 0 任意 . 如果 @(D) 是 格子 点 型 的 高 散 分 布 ， 即 如 它 的 密度 为 ”0 n==12,…]， 


d > 0 为 步 长 ， 则 (17) 当 关 = nd (n= 1,2,…) 时 仍 正确 ， 无 论 在 何 种 情形 ， 对 4 = co 结论 
仍 正确 ， 但 应 理解 (17) 右 方 为 0. 

(17) 的 直观 意义 为 : 在 [t,t+ 及 ) 中 的 平均 更 新 次 数 与 平均 寿命 之 积 渐 近 地 等 于 h. 

3) 设 Q(t) 连续 ， 又 g(t) 是 [0, co) 中 有 界 变 差 函数 ， 则 


lim | g(t — s)dM(s) = 亲朋 9(s)ds， (18) 


tt 一 oo 


只 要 右 方 积分 存在 (如 k= co, 则 理解 右 方 为 0). 
4) 如 果 的 方差 o? 有 限 ， 则 


换言之 ， 当 充分 大 时 


5) 如 Q(t) 有 连续 密度 g(), 而 且 lim q(t) = 0 则 
| Ng 
Jim m(t) = x (m(t) = M'(t)). 


(三 ) 剩余 寿命 的 分 布 。 对 任意 固定 的 上 > 0, 以 总 表 自 上 算 起 直到 下 次 故障 的 时 长 ， 
即 
如 一 加 (+H1 一 十 
称 &: 为 在 时 刻 t 的 剩余 寿命 ， 试 求 
P(7) 三 PC > 7), 
它 是 在 t+7] 中 止 常 上 作 的 概率 ， 为 此 ， 考 虑 事件 


= {t+7<shAn= {tn <t<ti+T<tntThti}, (n> 1). 


这 些 事件 互 不 相 容 ， 而 且 


Tm 十 1 


一 -| -一 -一 -一 一 
(>7=U Au ES 
n=0 2 
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但 P(4o) =1-Q@L+T)ji 又 因 {r} 有 相同 分 布 QG), 故 


t 
P(A4,) = / Plz <th Sr+dr)Pri >t+r— 7) 
0 


= [Qtr ofle)de, 
因此 ， 由 (9) 得 | 
P(7)=1— Q(t+7)+ / [LQ(t+7T-— 7z)m(z)dz. (19) 
现在 考虑 当 t 充分 大 以 后 的 稳定 情形 .在 (19) 中 令 1 oo, 得 

PO = im PN) = Jim, f li Qlt+ 7 — olmls)de, 
) 
利用 (18), 取 那 里 的 gt) = 1 Q(t+7), 即 得 
1 


_P(7) = > [ “1 Qt+ nat = / -ed 性 (20) 


回忆 p= (mm), 由 82.9( 七 ) y= 0 [1 一 Q(z)]dz, 故 


一 上 [1 和 Q(t)dt 
?m= 人 -= Q(t dt 

这 式 的 几何 意义 非常 明显 . 

(四 ) 更 新 时 间 大 于 0 的 情形 . 在 以 上 的 讨论 中 , 都 假定 故障 是 立即 排除 的 ,现在 考虑 
一 般 情形 ， 即 更 换 一 个 元 件 需 要 停工 一 段 时 间 ， 等 更 新 完毕 后 才能 继续 工作 ， 这 就 是 说 : 
工作 到 时 间 74, 发 生 故障 ， 由 于 更 新 ， 需 要 一 段 时 间 71'; 然后 再 工作 一 段 时 间 有 ,又 需 更 新 
一 段 时 间 区 …… 我 们 假定 : 

(人 74,71,73, 共 … 是 相互 独立 的 随机 变数 ，; 

(ii) {z%} 有 相同 的 分 布 81(t); {Ww); 也 有 相同 的 分 布 函数 82(). 

长 巡 
ti t2 tn-1 





令 7 二 坟 十 芒 , 则 {7s} 独立 ， 有 相同 分 布 为 
Q(t) = P(T™, &1t) = [ Q1(t — s)dQ2(s). 
于 是 可 把 {t} 视 为 更 新 时 长 为 0 的 更 新 过 程 ， 这 里 如 = bo 因 之 本 节 (一 ) 、( 二 ) 、 


(三 ) 中 的 一 些 结果 可 用 于 {ti%}, 不 过 要 注意 这 时 Q(t) 是 Q(t) 与 82(t) 的 卷 积 例如， 以 
到 .(t) 表 Q(t) 的 n 重 卷 积 ， 则 更 新 函数 为 


M(t) = >», F(t), 


n=1 
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更 新 密度 为 


Do 


m(t) = 2 fn(t), fnlt) = Flt). 


n=1 


由 (二 )(5)， 





1 
m= ja 十 ja 
这 里 ja = 吾 (m),Hpa = E(7W)， 如 以 v(t) 表 在 t 以 前 的 更 新 次 数 ， 则 由 定理 1,v(t) 有 渐 近 
N(a,o) 正 态 分 布 ， 其 中 
2 t 2 (oz + o2)t 
pt pa (pi + pp2)3 








o2,02 分 别 表 专 ,7W 的 方差 . 
以 P(7) 表 在 区 间 [t,t+7] 中 正常 工作 (无 故障 ) 的 概率 . 完全 象 推 导 (19)(20) 一 样 ， 得 











P(7)=1- Qi(t+7)+ [ [LQi(t+7T— zr)m(z)dz; (21) 
P(r) 三 dim PP(7) = ey [ [1 ~ Qi1(t)]dt. (22) 
令 A= lim P(7), 则 由 (22) 
1 ” _ H1 
-+h 1 ~ Qt = 夺 1 (23) 


称 4 为 工作 系数 ， 它 表示 当 t 充分 大 时 ， 在 时 刻 t 元 件 正常 工作 的 概率 近似 于 4. (23) 的 
直观 意义 是 明显 的 : 右 方 是 元 件 的 平均 寿命 ( 亦 即 平均 工作 时 间 ) 与 总 平均 时 间 (平均 工作 
时 间 加 平均 更 新 时 间 ) 的 比 ， 利 用 4, 还 可 把 (22) 改写 成 


1 oo 
PO)=A | -oat (24) 


将 此 式 与 (20) 对 照 ， 可 见 在 长 为 r 的 区 间 中 正常 工作 的 概率 ， 等 于 在 此 区 间 开 始 时 正常 
工作 的 概率 ， 乘 以 在 更 新 时 间 为 0 的 系统 中 ， 在 长 为 7 的 区 间 中 正常 工作 的 概率 . 


88.3 ”系统 的 可 靠 性 


(一 ) 串联 系统 .系统 是 由 许多 元 件 按 一 定 的 方式 组 合 起 来 的 . 因此 , 系统 的 可 靠 性 ， 
既 依 赖 于 每 个 元 件 的 可 靠 性 ， 也 依赖 于 元 件 之 间 的 联接 关系 . 我 们 的 目的 是 通过 元 件 的 可 
靠 性 来 求 出 系统 的 可 靠 性 . 一 种 最 简单 的 关系 是 串联 ， 这 时 只 要 有 一 个 元 件 发 生 故 障 ， 就 
使 整个 系统 发 生 故 障 ( 见 图 1). 多 级 火箭 是 一 个 很 好 的 例子 : 第 一 级 正常 工作 后 ， 必 须 点 
燃 第 二 级 , -使 它 也 正常 工作 , 然后 自行 脱落 ; 
以 后 各 级 顺 次 如 此 . 如 果 有 一 级 出 故障 ， 就 , 四 
使 整个 火箭 的 运用 发 生 问题 . 这 个 例子 中 的 
工作 程序 是 按时 间 先 后 进行 的 ， 对 一 般 的 串 图 1 
联系 统 可 不 必 如 此 . 





一 oO 
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以 4:( 或 Am) 表 事件 : “在 时 刻 t, 系统 (或 第 mm 个 元 件 ) 正常 工作 ”, 在 串联 情况 下 ， 


Ar = AidAz2t. .Ant (1) 


P(A:) 一 P(AitA2t | Ant) 
= P(A1t) P(Azt|A1t) P(As,t|A1tA2t) .P(Ant|Alt::: An_1). (2) 


现在 设备 元 件 的 可 靠 性 是 相互 独立 的 ， 这 就 是 说 ,任何 一 些 元 件 发 生 故 障 并 不 影响 其 
它 元 件 是 否 发 生 故 障 ; 用 数学 语言 来 表达 ， 就 是 41,;… 4n 是 独立 事件 ， 这 时 (2) 式 简化 


ey 


P(A1) = P(A1t)P(Az21) .P(Ans). 
以 P(t)( 或 pm(t)) 表 系 统 (或 第 m 个 元 件 ) 的 可 靠 函 数 ， 可 改 号 上 式 为 





P(t) = pi(t)p2(t) pn(t). (3) 
设 pa(0) = 1 第 mn 个 元 件 (或 系统 ) 的 事故 率 记 为 Xw(b( 或 X9), 则 由 88.1(6) 及 上 式 得 
Xu of asf Xd 
从 而 
M(t) = A(t) + M2(t) + + Mn(t). (4) 
特别 ， 当 每 个 元 件 的 寿命 有 指数 分 布 时 ， Xm() = Xm, 故 和 = > Xw. 既然 系统 的 寿命 有 
指数 分 布 1 ~ e-*, 系统 的 平均 寿命 就 是 





凡 一 一 .. 二 1? (5) 
入 Ai 十 十 An pr i 


这 里 jv 为 第 避 个 元 件 的 平均 寿命 . 
(二 ) 并 联系 统 。 另 一 种 元 件 关 系 是 并 联 , 这 时 当 
且 仅 当 一 切 元 件 发 生 故障 时 系统 发 生 故障 ， ( 见 图 2) 
当 元 件 的 可 靠 性 相互 独立 时 ， 由 并 联 的 定义 得 


2 1- PO) = TI (6) 


1 
1 
I [1 ?一 十 
I 
1 


PO=1-TII-mG (7) 
图 2 m=1 
特别 ， 车 pmlt) 一 et (mm 一 12… 7)， 得 


P(t)=1~ (1—e *)". (8) 


这 时 系统 的 平均 寿命 为 j: 
站 P(t)dt = [1 [1 ~ (1 — ee-**)"]dt. 





对 充分 大 的 nn 有 ] 
~ (log mn 十 cj c= 0.57712.(c 为 欧 拉 常 数 ) (9) 


在 一 般 的 系统 中 ， 常 是 既 有 串联 、 又 有 并 联 ， 例 如 ， 设 某 系统 由 N 个 子 系统 串联 而 
成 ， 而 每 个 子 系统 又 由 局 个 相同 的 元 件 并 联 组 成 ( 见 图 3). 设 第 j 类 元 件 的 可 靠 函数 为 
区 令 gj(t) = 1 一 pjy(t). 由 (7), 第 j 个子 系 
统 的 可 靠 函 数 为 1 一 g(t), 再 由 (3) 知 整个 系 
统 的 可 靠 函数 为 | 


N 
PW = I -0) 





| 1 1 |! 


LT 





3 
例 1 设 有 ”个 相同 的 独立 元 件 并 联 如 图 2 问 至 少 有 多 大 , 才能 使 系统 在 时 刻 t 的 
可 靠 性 达到 95%? 
解 ” 设 元 件 的 可 靠 函 数 为 p(t), 由 (7) 得 


-ps 0 


n> (log 30)/ iog0 -zt 


例 2 储备 元 件 的 最 佳 分 配 ， 设 系统 的 组 成 如 图 3 所 示 . 每 个 子 系统 中 ， 只 有 一 个 元 
件 起 基本 作用 ， 其 余 起 储备 作用 ， 但 它们 都 处 于 相同 状态 .一 旦 基本 元 件 出 故障 ， 储 备 元 
件 中 的 某 个 立即 补 上 ， 显然 ， 储 备 元 件 越 多 ， 系 统 可 靠 性 越 高 ， 但 所 需 费 用 也 越 大 ， 如 何 
处 理 这 对 矛盾 ? 

设 第 7 类 元 件 的 单价 为 cj. 数学 上 这 个 问题 有 两 种 提 法 : 

1) 在 总 费用 不 超过 某 数 e 的 条 件 下 ， 决 定 每 类 元 件 的 个 数 ， 使 系统 的 可 靠 性 极 大 ， 这 
也 就 是 说 : 试 求 正 数 有,k2,…,k、, 使 满足 条 件 


》 kj;cy < Cc, 
J=1 
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并 使 
P= I- a) (10) 
i=1 


达到 极 大 值 ， 这 个 问题 可 用 动态 规划 求解 ， 我 们 不 去 叙述 它 的 解法 ! 只 给 出 一 组 近似 解 : 


必 (ae di a]/ [26 gq;( 可 (= DN) 


2) 在 希望 系统 的 可 靠 系数 不 小 于 某 定 数 PP 的 条 件 下 ， 求 出 各 类 元 件 的 个 数 ， 使 总 费 
用 极 小 ， 这 也 就 是 说 : 试 求 正 数 有 ,ko,… ,ks, 使 满足 条 件 


Hi-o (>P (11) 


I=1 


并 使 


达到 极 小 值 ， 可 以 证 明 : 近似 解 为 
1 lo le — P)/log gt) 
log gj 人 
ci/ log qj(t) 
7=1 





| 筷 
5 


注 ， 设 系统 (或 第 7 个 元 件 ) 的 寿命 为 7( 或 为 万 )， 则 对 串联 系统 ， T 二 min (7,'… ,7n); 而 对 并 联系 统 ， 
7 二 max (71,:…… ,Tn). 因而 串联 与 并 联 间 有 对 偶 关 系 ， 例如， 在 (3) 中 以 Q(t) 替换 P(t), 就 得 到 对 并 联 成 立 的 
公式 (6). 

(三 ) 纯 灭 模型 . 以 上 讨论 中 假定 了 元 件 间 的 可 靠 性 是 独立 的 ， 即 某 些 元 件 出 故障 并 
不 影响 其 它 元 件 出 故障 的 概率 . 但 在 实际 问题 中 并 不 常 如 此 . 一 般 地 ， 某 些 元 件 发 生 故 障 
后 ， 由 于 工作 元 件 减少 ， 因 而 平均 负担 加 大 ， 剩 下 的 元 件 出 故障 的 概率 就 增加 .这 意味 着 
每 个 元 件 发 生 故 障 的 概率 与 工作 元 件 的 个 数 有 关 . 下 面 来 考虑 一 个 系统 ， 它 由 ”个 元 件 并 
联 而 成 ; 我 们 假定 : 在 任 一 时 刻 ， 如 有 上 个 元 件 工作 ， 则 每 一 元 件 在 此 时 刻 的 故障 率 等 于 
同一 常数 Xx, 它 不 依赖 于 时 间 + 而 只 依赖 于 工作 元 件 的 个 数 大 

以 zt 表 在 时 刻 t 正常 工作 的 元 件 个 数 , 它 是 随机 变数 , 可 能 取 的 值 是 0,1,2,…,n. 这 里 
的 随机 过 程 {zi,t > 0} 属于 所 谓 纯 灭 过 程 一 类 , 它 的 转移 情况 是 k 一 一 1 一 -2 一 … 一 0. 
由 于 系统 是 并 联 的 ， 当 且 只 当 zt = 0 时， 系统 在 t 时 发 生 故 障 ， 故 


P(t) =1- Pl(zt =0). (12) 
我 们 说 系统 在 t 时 处 于 状态 上 , 如果 zi = 上. 令 


Pk(t) = P(zt = 他) 


1 参看 JIomak 1. TI., “O Byx 3amadax TeopHH HaNexHOCTH PammrosTeKkTPOHHOTO o6opy- 
JOBaHIH PanmorexHara, 15, No.10, 1960. 
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为 了 求 出 可 靠 函 数 P(t), 由 (12), 只 要 求 出 po(t). 试 推导 出 zx( 所 满足 的 微分 方程 . 

设 在 t 时 系统 处 于 状态 &, 由 假定 ， 在 很 短 时 间 At 内 ， 系 统 以 概率 kAkAt 十 o(At) 转 
移 到 状态 一 1, 或 以 概率 1- EAXkAt+ olAb 停留 在 ,而 转移 到 其 它 状态 的 概率 则 是 高 级 
无 穷 小 o(t). 由 全 概率 公式 ， 得 . 


px(t 十 Ab) 一 [(k 十 1)Ak+IAt 十 o(Atjpk+i 人 ) 
十 工 一 (AsAt 二 o(Ahi)]pk(t 十 o(Ab (13) 


以 At 除 两 边 ， 令 At ， 0, 得 
ph(t) = (+ XMripet1(t) — AgpE(t), (k= 01 和 一 1 (14) 
当 上 二 n 时 ， (13) 中 右边 缺少 第 一 项 ， 故 
P(t) = —nAnpn(t). (15) 


由 (15) 及 开始 条 件 
pn(0) = 1, pk(0) = 0, (k < n) (16) 


可 解 出 p(t), 代入 (14) 最 后 一 式 可 求 出 ps-1(), 如 此 继续 可 求 出 一 切 pr(). 但 不 如 用 拉 普 
拉 斯 变换 求解 来 得 简便 ， 令 


ak(2) 一 [ pk(t)e dt, (k 二 0)1 了) 
以 e- 二 乘 (14)(15) 两 边 ， 对 t 自 0 到 co 积分 ， 由 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 ， 得 代数 方程 组 
Zan(2) — 1 = 一 Anan(2z)， 


zaxk(z) = (k + 1)Apriak+1(2) — RApaE(z), (k < n). 


解 得 ! 
an(z) = z+ nM 
ak(z) = (z+ kM) (z+ nAn) 
特别 ， 
. ao(z) 一 i 





z(z 二 A 和)(z+ 2A2) (z+ nAn) 
取 ao(z) 的 反 拉 普 接 斯 变换 ， 查 表 即 可 得 


一 大 ARt 
po{(t) 二 1 一 PIN1 -，- A kMb' (—kA)’ 
k=1 


其 中 
b(z) = (z+ AA)(z + 2A2) (z+ nMn), 
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dp(z) 
dz 
这 样 就 可 求 得 系统 的 可 靠 枉 数 P(t) = 1 一 po(t). 
系统 的 平均 寿命 y( 即 系统 的 首次 故障 时 刻 的 数学 期 望 ) 容易 求 出 : 定义 





b'(—kAk) = 





z=— kA 


kK(z) 三 有 P(t)e ”tdt = [ [1 — po(t)le tadt = > — ao(z), 


令 z 一 0, 得 
1 1 1 


0)=4= t)dt = . 
uA(0) = [ Pat + 而 一 二 +…+ 充 


(四 ) 更 新 系统 . 现在 考虑 首次 故障 以 后 的 情形 . 设 系 统 由 个 元 件 构 成 , 我 们 假定 ， 
任何 一 些 元 件 的 故障 与 更 新 并 不 影响 其 它 元 件 的 可 靠 性 . 对 于 第 一 个 元 件 ， 有 一 列 故 障 时 
刻 ; 对 第 二 个 元 件 ，…, 第 个 元 件 也 都 如 此 ， 这 nn 列 故障 的 总 体 构成 系统 的 故障 列 ( 见 
图 4). 这 里 我 们 假定 元 件 的 更 新 是 瞬时 完成 的 ， 即 更 新 时 间 为 0. 以 v(t)( 或 v(t)) 表 系 统 
(或 第 个 元 件 ) 在 时 刻 t 以 前 的 更 新 次 
数 ， M(t) = Ev(t), Mi(t) = Evk(t). 则 











n ot 
v(t) = 》, vx(t) 1 I I {| | | 1; 

“= 1 

a 1 
M(t) = M(t) 

2 图 4 


系统 的 更 新 密度 m(t) = M'(t) 与 元 件 的 更 新 密度 mx(t) 间 的 关系 为 


m(t) = malt). 
天 一 1 


其 次 ， 由 所 假定 的 元 件 间 的 独立 性 ， 显 然 有 
P(v(t) =7) = 》， P(vi(t) = ri)P(v2(t) = ra)…Plon( = rn). 


Ti1 十 72 十 … 十 Tn 二 7 


再 次 ， 试 求 在 [t,t++7] 中 系统 正常 工作 ( 即 无 故障 ) 的 概率 P(7). 这 事件 当 且 仅 当 每 一 元 件 
都 在 t,t 十 7] 中 无 故障 时 发 生 . 由 独立 性 假定 得 


Pi(7) = Ps(7T) Pt(7T) Pnt(7), 


这 里 Pe(7) 是 对 第 个 元 件 同样 事件 的 概率 ， 它 可 由 (88.2 (19) 求 出 . 
现在 来 考虑 更 新 时 间 大 于 0 的 情形 ， 这 时 重要 的 可 靠 性 指标 为 系统 的 工作 系数 4, 它 

是 当 系 统 处 于 平稳 时 、 也 就 是 当 t 充分 大 时 ， 在 时 刻 t 系统 正常 工作 的 概率 的 极限 值 ， 我 

们 仍 假定 上 述 元 件 间 的 独立 性 ， 由 于 当 且 仅 当 每 一 元 件 都 正常 工作 时 系统 正常 ， 故 有 


4=4142.…4n， 
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这 里 4x 是 第 k 个 元 件 的 工作 系数 ， 以 we 及 prs 分别 表 第 大 个 元 件 的 平均 寿命 及 平均 更 
新 时 间 ， 则 由 $8.2(23) 得 
A= I Hk 


gi Fk 十 Hkz 


例 3 问题 完全 与 例 2 相同 ， 只 是 由 于 考虑 更 新 系统 ， 可 靠 性 指标 稍 有 改变 : 把 (10) 
及 (11) 中 的 gj(t) 换 为 二 各 .于 是 近似 解 中 的 gj(t) 也 只 需 这 样 改变 即 可 . 

关于 可 靠 性 理论 ， 我 们 只 叙述 至 此 为 止 ， 由 于 实际 的 需要 ， 这 方面 的 研究 很 多 ， 发展 
很 快 ， 文 献 也 很 丰富 ， 但 都 偏重 于 实用 ， 从 数学 观点 看 来 ， 比 较 严 格 的 叙述 见 [44],[45]. 
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局 
询 
发 
叭 


S| 
3 
二 

Sh 


4 12 
8. (入 1)s kpT-k /f(s + r)T 
9. nl/n” 
10. Bt (n> N) 
11. 3 
12. 注意 “四 位 偶数 ”必须 是 四 位 有 效 数字 ， 即 不 能 以 0 开头 . 


41 
90 


13. 人 (> )mlAN". 

(ii) 解 . ”每 次 都 可 以 从 N 个 数 中 取出 一 个 ， 故 取 n 次 所 有 可 能 的 取 法 有 N" 种 ， 取 出 来 的 有 三 
类 : < M,=M,>M. 

如 果 我 们 园 定 h 次 是 取 到 < M 的 数 , 固定 ko 次 是 取 到 > M 的 数 ， 当 然 其 余 的 一 定 是 取 到 M 的 . 

当 次 数 固定 后 ， < M 的 有 (M -1)* 种 可 能 的 取 法 (因为 每 一 次 都 可 以 从 M 一 1 个 数 中 取 一 个 )， 
> M 的 有 (N 一 M)* 种 可 能 的 取 法 ， 而 = M 的 只 有 一 种 取 法 即 全 是 M, 所 以 可 能 的 取 法 有 


(M—1)°(N— M)” 
但 是 次 数 可 以 有 不 同 的 固定 方式 ， 共 有 ， 
CR x CE 1 种 
因此 ， 入 次 取 到 < M 的 数 ，k2 次 取 到 > M 的 数 的 可 能 的 取 法 有 
CRCP (M 一 DN 一 M)” 种 


设 4 表 事 件 “ 从 小 到 大 第 m 个 数 等 于 M”. 
事件 4 出 现 , 也 就 是 fa 次 取 到 < M 的 数 ，k2 次 取 到 > M 的 数 ，0 < hm-1,0< kn-m. 
因此 4 包含 的 所 有 可 能 的 取 法 有 


mln—m 


DY) oh OFM DYN - M)Y 种 


k1=0 k2=0 


所 以 


mln—m 


= 》 CRON TM- DH (N= M)?/N". 


k1=0 k2=0 
14. 这 题 在 统计 物理 中 有 用 ， 所 以 我 们 给 出 两 种 详细 的 解法 . 


解 一 ， 首先 考 虑 基本 事件 的 总 数 . 
! 简 写 (%) 为 Cz, 以 后 同 此 
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车 可 辨 ， 故 可 将 匣子 按 一 定 顾 序 排列 起 来 ， 将 n 个 球 投 入 这 排列 起 来 的 N 个 匣子 ， 我 们 关心 的 只 
是 每 一 个 匣 中 的 球 数 而 不 管 它 是 哪些 球 ， 因 为 球 是 不 可 辨 的 . 
每 一 个 基本 事件 w = (zl,zz,……,zNw)j, zi 表示 第 j 匣 中 的 球 数 ， 0 < zj nn. 


2Z1 十 Z2 十 … :十 ZN 一 多 
因此 ， 基 本 事件 的 总 数 为 (1+z+z2z 十 … 二 z")v 的 展开 式 中 zx” 的 系数 


_ .ntl N N oo 
(1+2+e + +z) = (: Tr ) 一 (>cocrce) (De). 
k=0 


i=0 





所 以 z” 的 系数 应 为 CN+"-! = CN+r-1. 
Qi) 没有 空 匣 所 包含 的 基本 事件 ，0 < zj < mw 即 为 (z 十 z? 十 … 十 x") 展开 式 中 z” 的 系数 ， 或 
(1+z 十 22 十 … 十 z" 1)” 展开 式 中 z” 的 系数 


N oo 
(LT+Tz+z2 十 十 or)Y = (二 三 ) =- (Pe DiCrz ") (os). 
大 一 0 


1 一 0 








所 以 z"-Y 的 系数 应 为 CT+P AN- = Cr- = Cw%-1. 车 令 4i“ 没 有 空 草 ” 
也 一 
上 一 1 

(i 固定 m 个 空 功 ， 即 将 ”个 球 投入 N 一 m 个 苗 中 ， 按 照 (i 应 为 


rn 一 mm 
(ttt "= oN" (: 2 ) 


1—z 
六 一 mm oo 

一 人 一 mm ( 》， Coa") (De) . 
i=0 天 一 0 


z” 的 系数 应 为 Cn Nm = 一 CN 1 
但 是 ， 由 于 匣 可 辨 ，mm 个 空 苗 有 CX 种 不 同 取 法 ， 令 4m “恰好 有 m 个 空 匣 ” 
CHON- mi 


ON+tn-1 





P(Am) = 


(证 ) 指定 的 m 个 匣 中 正好 有 了 个 球 ， 而 其 余 的 N 一 m 个 苗 中 正好 有 n 一 ;个 球 ， 按 照 本 题 开始 时 
的 分 析 ， 前 者 有 C7+5 1 种 投 法 ， 后 者 有 CN  ! 种 投 法 ， 故 所 求 的 概率 为 


CT 1CANTY ?7 一 了 一 工 
7 一 1 
CNTP 1 





解 二 ， 现 在 我 们 用 另 一 个 更 为 直观 的 方法 来 分 析 这 个 问题 ， 同 样 将 匣子 按照 一 定 的 顺序 排列 起 来 ， 
则 n 个 球 的 每 一 种 投 法 可 以 表示 如 下 


每 一 个 “|" 表示 苗子 的 壁 ，“*"” 表示 一 个 球 . 如 果 我 们 将 每 一 个 壁 和 每 一 个 球 都 看 成 是 一 个 位 置 ， 当 然 ， 
最 外 二 层 必须 是 两 个 壁 ， 而 n 个 球 每 一 种 投 法 就 对 应 于 中 间 的 NN 一 1 壁 和 n 个 球 不 同 的 位 置 ( 球 之 间 
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和 壁 之 间 的 次 序 不 用 考虑 ), 也 就 是 说 N 十 m 一 1 个 位 置 被 壁 占 据 了 N 一 1 个， 因此 总 的 投 法 有 CN+*-! 
种 . 

(i) 没有 空 奋 ， 即 每 一 个 壁 必须 在 两 个 球 之 间 ， 亦 即 要 从 ”个 球 所 形成 的 空隙 中 间 插 入 N - 1 个 壁 ， 
共有 Ci 种 . 

CA 

(i) 有 m 个 空 匣 ， 相 当 于 少 了 mm 个 壁 ， 对 固定 的 m 个 空 草 来 说 ， 相 当 于 在 一 1 个 空隙 中 安插 入 
N 一 m 一 1 个 壁 ， 共 有 C%-1_| 种 、 mm 个 空 苗 ， 有 CX 种 固定 法 ， 故 
CmCN- 1 


P(Am) 一 CN+n—1 
N-1 


(ii) 指定 的 m 个 匣 中 有 了 球 ， 共 有 Cm™+i7! 种 不 同 的 放 法 ， 其 余 N 一 mm 个 区 中 有 n 一 j 个 球 共有 
CRNtn-m-i~1 种 不 同 的 放 法 . 
故 所 求 的 概率 为 


mm 十 了 一 1 N+n—m—i—1 
CO; CN-m-1 


N+n—1 
Cw-1 





15. 全- (参考 81.5 例 4). 
16. (i) mn*/(m + n)*tl. 
17. 设 z,y 为 二 船 到 达 时 刻 ， 一 切 可 能 值 为 0< z < 24,，0<y<24 
所 求 值 满足 yz<1,z-yg2. 
所 求 概率 为 ”0.121. 
18. (1— 元 5) | 
注意 任何 一 个 等 待 的 时 间 都 很 制 在 五 至 之 间 . 
19. (i) 试验 的 结果 已 知 ， 要 求 事前 概率 ， 故 利用 巴 叶 斯 公式 
PUP | 


2 PlolV)P (Us) 


P(Uilv) = 


车 1<v 显然 P(Uilu) = 二 0, i 之 v 


CiCN-i 
LR i Ni 
ox CC 

了 CN y ) RN 一 
Cuecn_u CaC% 
.AN 了 一 人 
j=v On 


P(Ui|v) = 





20. 东 ( 利 用 全 概率 公式 ). 
21. (iD) 起: 二 上 < (利用 乘法 公式 ). 

91 一 工 n2—1 n—l 

(i) Cx, I (b+ic) +io/ I (b+r+ko). 

i=0 j=0 k=0 、 
22. 用 归纳 法 ， 设 第 n 次 取得 黑 球 的 概率 为 pa, 显然 pl = 夏 -. 假定 pn = 可 =, 则 第 一 次 得 黑 ( 红 ) 球 ， 
第 nn 十 1 次 得 黑 球 的 概率 为 二 (计生 =)， 故 

_ 4 b+e 7 b 5 
PrtiT bir birie bi+r bi+ri+ce b+r. 
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23. 证 ， 用 数学 归纳 法 . 

首先 ， 证 当 mm = 1, 对 一 切 n 成立 . 令 B; 表示 “第 j 次 取 到 黑 球 ",RR 表示 “第 7 次 取 到 红 
球 "P(B1Bn) = P(B1)P(Bn|Bi). 而 P(B1) = 寺 -, 求 P(Bn|B1) 时 ， 可 把 它 看 作 从 5 十 < 个 黑 球 和 ”7 
个 红 球 开始 第 ”~ 1 次 得 黑 球 的 概率 ， 由 上 知 





b+ec 
P(B,, 一 、 
(Bn|B1) 已 十 7 十 c 
故 
b b+i+ec 
P(B1B)=— .一 . 
(B1B") b+r bi+rie 


其 次 ， 假 定 对 m 一 1 以 及 一 切 n 成 立 ， 来 证 对 m 以 及 一 切 n 成立. 
P(BmBn) = P(Bn Ba,|Bi)P(B) + P(Bm Bn|Ri)P(R), 


其 中 P(Bm Ba|B1) 可 以 看 作 是 从 5 十 c 个 黑 球 和 > 个 红 球 中 第 m 一 1 次 和 mn 一 1 次 都 得 黑 球 的 概率 ， 由 
归纳 法 假定 知 


六 十 ec b+2ec 
P(Bm BnlBi) = 一 一- ， 
(Bm Bn|B1) b+ri+e b+r+2c 


又 P(BmBa|Ri) 可 以 看 作 是 从 b 个 黑 球 和 7 十 c 个 红 球 中 第 m 一 1 次 和 n 一 1 次 都 得 黑 球 的 概率 ， 
由 归纳 法 假定 知 








b b+c 
P{ Bm Bn = 一 -一 一 一 一 一 . 
IR) b+r++cec b+i+r+i+2c 
于 是 
P(BnB;) = b+e b+2ec b b b+c rr b(b+ ce) 


birie Biriac Bir biric biri2c bir (十 >) 十 7 十 c) 


于 是 (i) 得 证 . ( 芭 之 证 类 似 . 

24. 利用 全 概率 公式 , 

25. 甲 ( 乙 ) 胜 的 概率 为 守 (1 一 pi)*(1 一 pa)*pi ( (一 p111(1 一 pa)*pz)- 
k 大 一 0 


0 
26. (人 (全 a 
27. 所 求 概率 为 =45. 袋 中 只 剩 白 球 时 取出 的 球 必 为 6 个 黑 球 ，j 个 白 球 (j = 0,1,…,a 一 1)， 计算 出 每 
一 种 情形 的 概率 pj;, 再 相 加 . 
28. 提示 : 设 袋 中 有 4 个 球 ， a 个 是 白 的 ， 不 还 原 随机 取出 ， 第 k 次 才 取 得 白 球 的 概率 为 
a(A—~a)(A—a—1)...(A—a—k+2) 
Ph AA-IA-2)...(A-k+1) 





oo A~afl 
由 1= 5 pk = 》 pw, 即 得 所 要 证 的 等 式 . 

天 二 1 大 一 1 
29. (i) 0.612, (ii) 0.997. 
30. 人 2 一 (参看 81.4 例 7). 

Kk 二 1 

31. 解 : 令 4;:“ 第 一 次 从 坛 1 取 出 i 个 白 球 ", Bi:“ 从 坛 工 中 取出 i 个 白 球 ", C:“ 从 坛 II 中 取 到 一 个 白 
球 ”. , 
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现在 是 已 知 试验 结果 (从 坛 II 中 取 到 一 个 白 球 ), 求 As 的 事后 概率 ， 所 以 利用 巴 叶 斯 公式 
2 P(C|Ai)P(Ai) 


i=0 
因此 只 需求 出 P(C|Ai), i = 0,1,.…,5. 


但 是 从 坛 工 到 坛 II 中 间 经 过 坛 也 所 以 P(C|A4i) 与 从 坛 开 取 出 的 球 有 关 ， C 必 与 B; 之 一 同时 出 
现 ， 故 利用 全 概率 公式 


，P(ClHM4i) = 》  P(C|B;Ai)P(B;IAi). 








下 面 就 来 分 别 求 出 它们 . 
P(C|A0) = 0， 
P(CIA1) = P(ClB A1)P(B1NA) = 3 . 2 - i 
P(CI4s) = 1. i +2. < =2, 


1 Co 2 C2C? C3 3 
PICIAs) = 3 0 +3 7G os 5 








2 CiCt C4 4 
ClA4) = 2- 3 人 
CHM- 
P(C|As)=1. 
另 一 方面 
_ CSC 25 加 _ 100 
P(Ai) 一 CH ”252， P(A2) = P(Ah;) 一 252， 
25 1 
P(44) = 353, P(A4s)= P(4o) = 3557 
于 是 
起 1 
P(45|C) = 一 252 








5 0 6 20 126 
352 十 23 十 353 十 252 + 站 5 126 


32. 甲 ( 乙 ) 获胜 的 概率 是 二 急 5 (了 全 5) 
找 出 甲 ( 乙 ) 获胜 的 所 有 可 能 的 情形 ， 然 后 用 乘法 公式 求 得 每 种 情形 的 概率 . 
本 题 用 差分 方程 法 亦 可 求解 . 


第 二 章 
1- F(z)+F(0), +>0, 


F(z) = F(0), z=0, 


ro) -F(z), z < 0; 
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密度 为 加 
f(z) = | 地 z( 3)， 7 和 0 
2(0), z=0. 
二 
F(z) = | (cz) 一 下 (一 z)，z 之 0， 


0， Z < 0; 
p(z) + p(—z), 2 之 0， 
户 (z) = { 
0, Z < 0. 


3. (D 因 F(z) 连续 ， 故 B1- 可 测 ， 从 而 7 是 随机 变数 ， 


0, z<o0, 
(ii) F(z) = 上 0 xz<1, 即 [0,1 上 的 均匀 分 布 ， 


1，2z 之 1 
4. (iD a 一 和 
6. 解 . zz 人 i1dF(z) < [adF(z) — 0, z 一 oo. 
即 lm zf il1dF(z)=0. 
类 似 可 证 ,lim z 三 _ 1dF(z) =0. 
今 证 : lims_ +oz f° i1dF(z)= 0. 


任 给 a > > 0 存在 一 个 zo > 0, 使 [70 dF(z) < $5. 
对 于 取 定 的 zo, 只 要 0 < x < 唑 , 就 有 
Tr 已 


= tar < Ef dF(z) < 2 < &, 
zo0 之 Z0 2Z0 2 


Z0 


oo 1 oo 1 zo 1 
z ~-dF(z)=z ~ dF(z)+z ~ dF(z), 
zr 加 2Z0 和 十 0 和 


zo 


< 三 / “Pa+ 上 dF(z)< S+E=e. 
Z0 .no +0 2 2 


故 得 证 ， 类 似 有 
lim |/ TdP(a) =0. 


Loo 


7. pe (zl) = Er re ， 0 < zl1 < oo. 

pez (zz) = Te se 2, 0 < za < co. 
8. 解 . 书 上 有 500 个 错字 ， 可 以 看 作 是 将 这 500 个 错字 投入 这 本 书 中 去 ， 每 投 一 个 字 看 作 是 一 次 试 
验 ， 这 个 试验 有 二 个 可 能 的 结果 ， 落 到 所 指定 的 一 页 上 ， 或 没有 落 在 指定 的 一 页 上 ， 前 者 的 概率 是 高 ， 
后 者 的 概率 是 名 .500 个 错字 可 看 作 是 做 了 500 次 这 样 的 试验 ， 由 上 面 的 分 析 可 知 是 一 个 贝 努 里 试验 ， 
因此 给 定 的 -页 上 人 至少 有 三 个 错字 的 概率 是 


二 cr( 击 ) (各 ”= (名 )” 光宗 
* \500) \500 . \500 4995 
天 一 3 大 一 3 

9. 解 . 设 弦 长 是 z 


. 319 . 


z =2Rcos 4, -Xr<op<n. 


而 ~ 在 (~—7, 7) 土 均匀 分 布 . 
弦 长 的 分 布 贾 数 是 : 当 0 < z < 2R 时 ， 


F(z) = P(2Reos ?< z); 





此 外 ， 又 有 


0,， zo0, 
F(z) = ~ 
1, z> 2R. 


仿照 82.8 例 2, 得 分 布 密度 为 
0， 也 < 0,z > 2R, 


-一 7 一 
-Po- 人 2 0<z<2R. 
A 4R2 一 22 


0, Z < 0， 
10. F(x) = | z(2a— zx)/a’, OS&zr&a, 
1, Z > Q， 
11. 解 。 设 所 抛 的 一个 点 的 横 坐 标 是 6 ,…, én, 将 其 按 大 小 顺序 排 起 来 ， 得 到 6 < 6 和 … <& ln). 
Qi 求 &x) 的 分 布 密度 . 
P(ér) 7)= YD P(é, < 2 么 3; 6 > 2 > 
j=k 
其 中 > 是 对 Cr? 组 取 法 (2 求 和 . 
由 于 (1,…,é%) 的 独立 性 ， 
Pl(éi ST, bi 入 Zi 6 > De > z) 
一 Pa < 1) Pléi < TP(éis41 > 1) Pléin > 2) = [F(a [1 F(z)" 7. 
于 是 
P(éx) < z) = yc F(o) [1 — F(z)" ?= mr 三 (1 一" 
人 ?P(e Ea WY 


en 的 分 布 密度 
nl! 


Pl) TDI A 
以 F(z) =3, FPF'(z) = 代入 得 


[F(a F(o F(z), 0O<z<a. 


n! ZKi(a — rz)" 


f(s) = EI A an 
(让 求 Ex) 和 em) 的 联合 分 布 (kK < mm). 对 y < z， 


，0<z<a. 





Pl Sw,ém SW= PE 和 人 = OPFOR -FO 


j=m 


1 Fly) 
nN, 7 / y™ (1 上 y)” ™ dy. 


一 Ti 二 mL 人 


对 2y>z， 


n I 
P(Eér) < Zz, om) < y) =》 > Pe, S ZT, bi 入 032 < 6 <Yy, 


1 一 rm 7 一 大 


“P<é < 2 ea > 2 > 2)， 


其 中 如 是 对 所 有 可 能 的 分 组 (人 入; 全 4 各) 求 和 ， 同 样 由 ( 千 ,……, 扎 ) 的 独立 性 得 


n i 
PE & 1, tm) SY = >》 》 CrCILE(eJEIPG) — Fe) -PP 


i=m 了 一 天 


nt Fo) /Fo ，， i 
二 ” a 一 四 mk— 1— nm ， 
CTC Ce “| 0 Ty) dy 


于 是 Eee 的 联合 分 布 密度 是 


0，0<y<zZ<ai， 
nl! 
Pt) = Rm hn rm 
x[1— FO F(Z)F(Yy), 0O<rz<y<a. 


将 F(z)= ,FF(y) = ,F(z) = 下 (y) = 代入， 得 








[P(e PC — Fle)™ 


,0<z<y<a. 





0, 0O<y<z<a; 
p(x,y) = nl! 2 1(y — we lg 一切 ”于 
(一 1 一 天 一 1 一 ml am 


12. 直接 利用 上 题 的 结果 令 有 二 1m = mw 即 可 - 


op 一 二 + 工 
13. fexn(z) = © 2 = dx. 


1 >1 
1 972 ? 
-一 一 一 一 ， zz > 0， 27 
14. (1) na- ; (i) Pe(z) = 0， < 有 0, 
) zZ 近 0 1 
一 O<z<l1 
2 二 
， 2 
2 -4<¢<0, 
1 
去 O<z<2 
(i) f(z)= 4 6 
6 一色 
24 2<z<6, 
0 x > 6 或 z < —4. 


G 去 e (1 十 屿 ) 
16. 证 ， ”(&,n) 的 密度 函数 是 


m n z+ 
f(s,Y) = OF yd le “3, (z > 0,y>0), 








1 
其 中 TN 
no 
设 U=&€+7 与 V=&/7 的 联合 密度 是 gl(w,v), 令 4= z+y,v=z/y, 则 
OTD]. OD 
gl(u,v) 一 fn) 对 (u,v) 一 (1 十 四 )2 
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m+n mtn 


故 g(uv) = Cu 2 “le /2.vF-1(l + ov) 3 
即 g(w,v) 是 4 的 函数 及 wv 的 函数 的 积 ， 故 知 U,V 独立 . 
17. 证 ， 由 独立 性 知 上 ,9 的 联合 密度 为 去 ee 1 )/2. 
又 U= 如 十 ,VV =&/n9 有 两 组 解 为 
=VVU/W, m = VU/W; 和 = -6 Th = 一人， 
其 中 W = V1+ Vi. 对 第 一 组 解 


_ 9(é, mm) 
aUV) 








了 


VD 
Ww3 
= 


1 
2(1 + V2)’ 


i 语 
wvU 
5 
故 | 及 | = | = scdv5. 根据 82.8 定理 一 ， 注 1 知 (U,V) 的 联合 密度 g(wv) 如 下 式 所 示 . 
因 g(w,v) = (nn)-!e- 妆 /2(1 十 v2) 可 表 为 u 的 函数 与 v 的 函数 的 积 ，% 之 0, v 任意 ， 从 而 已 Y 独 
立 . 
18. 令 U=E+mV = 二 7, 则 UU.V 的 密度 为 


gl(u,v) = (In 0)20 ,0<v<u<o. 


而 U 的 分 布 密度 是 (in b)2ub-*，0 < wu < co. Y 的 分 布 密度 是 (In 90)9*，0 < u < oo. 故 UV 不 独立 . 
19. 解 . &,7 的 联合 分 布 密度 是 


f(z,y) = p(z)p(y) = { 





1 











e+)，0< zy < oo， 
0， 其 他 . 


v 人 
一 一 亿 
1—v —u 7 


令 4=€+n,€ = ww, |7|= 








v= Ee 7 = vu(l—2»), 
所 以 u,v 的 联合 分 布 是 
g(uv)=ue 0<u<oo0<u<1l. 

wu 的 分 布 密度 是 h(w) = 广 g(uu)du = ue ,0<u<o0. 

v 的 分 布 密度 是 h(v) = fo ve “du=1,0<v<l1. 

由 g(w,v) = hw)h(v) 成 立 ， 所 以 u,v 独立 . 
20. 提示 : 利用 概率 想法 ， 注 意 5(k,n,p) 是 n 次 试验 中 怡 好 成 功 k 次 的 概率 ， 而 B(k,n,p) 是 n 次 中 至 
多 成 功 k 次 的 概率 ， 利 用 前 式 以 证 明 后 式 . 
21. 提示 : 将 等 式 /?(p 一 2)*z"*-1dz =p"*t* 让 (1 一 z)*z"*-1dz 的 右 方 分 部 积分 得 


fe opr dz = pt (nk>0,a>0) (1) 
0 » ; 
将 此 关系 代入 所 要 证 明 的 等 式 的 左旋 ， 得 
! 大 一 上 
cr DR k+cgK 一 3 3 “(p _ £) )” 2 一 km—1 dr Im 一 2 Dk 一 a 


<0v0 


一 二 / (2 一 2) "zm" 1 dz(1— p)” A a/ -+ -也 


-ao k—1 gy /ee 一 了 
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其 次 , 在 (1) 中 取 p=1a = 则 和 和 于 二 所 (1 一 2)*e"*-1dw, 以 此 式 代入 上 式 分 母 ， 即 得 所 
欲 证 . 
22. 提示 : 注意 到 g = ab,p = -(c + 6), 利用 乘积 以 及 和 的 分 布 ， 即 得 p,q 的 分 布 密度 为 





_1log &, 0<z<1, 
2— zl |z| 2 2 
| 4 7 f(s)=4 -Llog(-s), -1<7s<0, 
0， lz| > 2. 2 
0， 其 他 . 


23. Et =a, Dé = “O 十 a). 
24. c= 2 ， Et = 产 ， Dé = 
25. (i) 0， 和 一 才 ; (ii) 0， 
26. 提示 : 参考 82.9(16). 


29. 提示 : 利用 Cauchy 不 等 式 . 


(fisar) < rar Jr 


30. 提示 : 先 算 





e zr [= al)2 一 2r(z 一 al)(y a2)+(y-a2)] 7 


元 二 从 
q = 一 一 一 
2rV1L 一 r”/ Js_o)(y-a2)<o 


31. 证 ， (é&,7) 的 联合 分 布 密度 是 


工 一 一 一 :一 [z2 一 2 尽 cy 十 93] 
DZ， 二 一 -一 e ?2(1-R’) 
1 人 人) 一 i 大 
1 — lg (z2 一 2Bzy 二 92) 
Emax(é,n) -|_/ (ny)e 2(1—R°) dzdy 
. 2xV1— R? 


-一 一 一 地 -| /. 三 (1~— 25 j (=? 一 TH 十 3 Day 
27 1 一 Vi—R? Zz dz e 2 2 2R 
十 1 一 二 -人 ( 2 ) 

/ yay 已 2(1 一 及) 2Rryt+y? 


ed 了 1 2_ 2 
-A |/ “ar 上 e RD evty ay 


(y—-Rz)2 


1 oo 2 TT 加 
-< 二/ Ze 3 dr e 20-P) dy 


IR oo vo 
I 2 一 
=- 工 | - ce 到 ee dy 十 工 ,/ 工 二 如 e+ 竺 各 )?” da 
开 本 _ 1+RJ_, 


一 22 一 1+RR —R 
_1 a/ 二 下 af 
TT 


T 
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32. 解 ， re， 一 2 二 BE-B 


VDEVD 

Eé = E(aX +BY)=0, 

En= E(aX ~ BY)=0, 

Eén= El(aX+BY)(aX ~ PY)= E(oX?— 82Y?) = (oz — B?)o’, 
Dé = E(aX + PAY) = (oa? 十 B2)c2， 

Dn = E(aX - BY) = (a? + 8?)o’, 


所 以 re = 2 了. 
33. 提示 : 令 上 = 羡 ，72222 得 max( Xi Xa) = a 十 omax(&,7), 然后 利用 31 题 . 
34. 证 : P(|X| >z)=POXD) > f(z)) & [f(z)]- ?fz FW dF(y) < ECF(IXN))/ F(z). 
35. 提示 : 利用 上 题 . ’ 
36. (i) 户 (z) = tfe(~log zx); 0< z<1. 
(过 


Fn(z) = Pltgé & x) = >》， P(teESm 一 工 +n <Ex& T+nr) 


Nn 二 ~o0 


oo arctg Tr 


一 >》 P(- 王 +mr<esarctgz+nr) = 2 / fe(u) du, 


工 
多 二 一 oo 一 oo 2+nn 


fn(z) = Ts >》， (arctgz 十 mT). 
(ii) /(z) = feltg 2)/ cos’ x. 
37. 提示 : 前 式 显然 ;后 式 由 $2.9 定理 1 (iv) 得 








41. 证 . 设 z; 的 分 布 是 FF. 


p(s > *) = ff urea) 


D2 


Ef / (ee)areo aem 


2 "I> 
< 支 广 / (> 2? )aFle) dF(zk)=— 计 D /sareo- 


或 者 直接 利用 马尔 科 夫 不 等 式 证 明 亦 可 . 

42. 提示 : 半 不 变量 是 矩 的 多 项 式 ， 而 奇数 阶 不 变量 每 一 项 都 含有 奇数 阶 矩 . 
43. f(t) = pette 十 (1 — p)e'™. 

44. f{t) = sin at/at. 
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45. f(t) = a2/(a2 十 刀 )， 
46. f(t0) = hr, BE = 1, DE 一 十 到. 


49. 解 .各 给 出 两 种 解法 ， (fs (一 ) 先 试 解密 度 函数 


1 oo 一 it 
= 二 dt. 
g(r) 二/ t 





考虑 复 变 函 数 积分 





被 积 函 数 在 z = 一 i 有 一 个 极点 . 
取 闭 路 Cr 如 图 ， 则 


© iTz -ER eizt 0 ‘oe i 
/ “= / - a+ | iR.e™ 
Ci 1~—iz R 1 一 丝 i 

















—R eizt Ce eizt 
Ro Rp 1—:i ww 工 一 让 
0 一 zz 吾 ei8 0 —ivReid 
, © 36 e 
R 一 一 一 ee do0<R 一 一 一 一 | db 
‘/ fe < 广 1 iRes 








所 以 当 xz > 0 时 ， 由 控制 收敛 定理 得 





另 一 方面 ， 对 任何 |RI > 1 


dz = 27i: c_1. 





1—iz 


一 下 


c-1 是 被 积 函数 在 z = 一 ; 的 残 数 ， c-1 = < 
所 以 ， 当 R 一 oo, zx 之 0 我们 得 到 














© 了 dt = —27i er = 27re ”, 
三 1 一 诗 一 4 ) Oy 
即 9g(z) = e™?. 
对 于 xz < 0, 只 须 在 上 半 平 面 取 闭路 Crr 积分 ， 因 为 被 积 函 数 在 上 半 
平面 没有 奇 点 ， 故 可 





于 是 g(z) = 0, z < 0, 这 样 得 到 的 g(z) 确实 是 密度 函数 ， /0 e™* dz 二 1. 
(二 ) 由 所 给 的 特征 聘 数 容易 直接 看 出 
e “”， Zz 之 0, 


本 izt ~—I 1 
a 二 一 一 一 一 "sh 工 ) 二 
/ ee 各 二 和 天 亦 可 知 g(z) 人 z < 0. 


(i) ir 
—itz 


(一 ) 先 试 解 9(z) = 去 六 全 才 
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类 似 于 (i) 考虑 复 变 函数 积分 


e 
一 一 一 一 一 dz. 
cy (1 ~— iz)" 


人 一 了 irz 


tn - Di dz [ce + 可 
in d"-! 





c_1 一 lim 
之 一 一 全 


一 Lm, (n—1)! der [e 





人 一 1_ 一 z 2 工 _ 一 
= iz) e ”一 ee 


m1) mr 








0 eizhe’® 
。 1 
/还 CE "0 zZ 之 0 Roo, 


故 得 ， 对 zy>0 ， 


9(z) = me 


同样 ， 考 虑 fo 得 g(x) = 0,z <0, 故 


一 了 


Zn 
g(z) = | CT 
0, 2Z < 0. 
既然 9g(z) dz = 1 于 是 g(z) 即 为 所 求 . 
(二 ) 如 果 利 用 (i) 的 结果 


两 边 对 t 求 n 一 1 次 导数 ， 得 


nl1f_1n—1 _ 1 oo ， 
( 2) ( 1) (n 1)! 一 21 zl -2 etitz dz， 
(1 — it)" 0 


1 Tie oy 
故 得 g(z) = 于 条， 之 0. 
50. 提示 : 为 了 证 明 f(t) = 1, 只 须 证 明 对 应 的 分 布 函 数 是 集中 于 零点 的 退化 分 布 ， 或 ， Et = Dé = 0. 
荐 六 z2dF(z) = 0. 
考虑 f(t) 在 t= 0 的 二 级 差 商 


pF) + 7(-24) -2f(0) 


四 1 ™ 2itz —2itr ” (到 经 ) 
= 三 fe« +e 2)dP(z) = 三 一 dR(z). 


利用 法 都 (Fatou) 引 理 , 当 t 一 0 时 , 右 端 趋 于 - /” z? dF(z), 而 左 端 趋 于 0, 故 得 证 六。 z? dF(z) = 


A?f(0) = 


0. 
51. 证 . 
如 果 € 的 分 布 函数 是 已 , 则 -: 的 分 布 函数 F(z) = 1- F(-z - 0). 设 特征 函数 是 实 值 ， 即 f(t) = 


f(t) = Bei*, f(-t)= Be ™. 
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故 & 与 -上 有 相同 的 特征 函数 ， 由 唯一 性 定理 知 它们 有 相同 的 分 布 函数 ， 即 F(z) = 总 z) = 1 一 
F(z 一 0), 故 分 布 对 称 . 


反之 ， 车 F(z) = FF(z), 由 唯一 性 定理 
f(t) = Ee'* = Be-it = f(-t), 
所 以 f(t) 是 实 的 . 
52. 证 . 


考虑 G(z)=2 [Fy dy= i/ Fr+y)dy. 
由 积分 定义 知 


k 二 1 
1 kh 
一 一 F 一 


而 F(z + 各) = Fi(w) 是 分 布 画 数 ， 从 而 ， 其 凸 线性 组 合 Gnz) 三 二 2 PP(= + 等 】 显然 亦 是 分 布 
函数 ， 从 而 ， G(z) 是 分 布 函 数列 Gn(z) 的 极限 函数 
如 果 能 证 明 G(z) 是 分 布 函 数 ， 则 由 特征 函数 列 的 极限 定理 知 : Gn(z) 的 特征 函数 


™ ht 四 ce iht 
oo 党 JJ lm 工人 





k=1 "mn 1 一 e 
1 1—e ihty 1 1 
= f(t) lim > 二 :一 = fe ) lin 一 一 一 一 7 一 一 一 
nn ei 尝 一 1 "一 on( 进 十 壤 沙 十 …)】 


= 和 .Jo 





其 中 g(t) 必 是 G(z) 的 特征 函数 ， 再 由 G(z) 的 连续 性 、 逆 转 公 式 以 及 积分 的 绝对 收敛 性 得 证 


! 一 ith “ 
1 一 上 
G(T + — G(T) = lim 元 / ee gt) dt 
一 ! 





1 1 eith\2 , 
= 元 ( ) 。 tT f(t) dt. 


最 后 我 们 证 明 G(z) 是 分 布 函数 ， 由 F(z) 的 非 负 性 ， G(z) 显然 是 非 负 的 ; 且 由 定义 知 G(z) 是 连 
续 函数 (积分 限 为 变量 的 定 积分 是 该 变量 的 连续 函数 ); 又 由 G'(z) = F(z +h) 一 F(z) >0 及 G 的 连续 性 
G(z) 单调 不 减 ; 再 由 |F(z 十 引 | < 1 对 任意 z 及 上 一致 有 界 ， 从 而 可 在 积分 号 下 取 极限 ， 有 
h 
lim G(x)= i/ lim F(z+t)dt=1, ,lim G(z) = 0. 
0 7 一 2 


T+ 二 oo 一 Ce 


故 G(z) 的 确 是 分 布 函数 ， 


53. 提示 : 先 证 对 一 个 区 间 上 的 均匀 分 布 成 立 ， 再 证 均匀 分 布 的 凸 线性 组 合成 立 ， 再 取 极 限 ， 即 知 对 一 般 
的 分 布 密度 也 对 ， 本 题 就 是 富 氏 变换 理论 的 Riemann-Lebesgue 引 理 . 
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54. 实 值 特征 函数 可 写 为 f(t) = /cos tz dF(z), 于 是 
— f(2t) = 2 sin2 zt dF (x)=2 广 (1 一 cos wt)(1 + cos zti)dF(z) 
< ‘f (1 ~ cos zt)aF(z) = 4 — 4f(t), 


1+ f(2t) = 广 (1 + cos 2ztjdF(z) = 2 cos2 zt dF (z) 


—o0 


oo 2 
之 :(/ cos zt rc)】 = 2[f (0)]>. 
55. 提示 : 由 46 题 ， > &: 的 特征 函数 为 


“(nm+t1) 
m! 








p(t) 一 p"(1l geit)™" 一 p” 2 1)™ n(—n 1) - (ge'*)™ 


-Ne mitm 


m!(n— 1)! 





由 此 可 见 P( 研 和 = 则 = 和 证 mo 
56. 提示 : G(z) 是 P(z) 与 (-h,h) 上 均匀 分 布 的 着 积 ; 并 利用 44 题 的 结果 ( 令 “= 门 . 
57. 证 ， 由 题 中 条 件 所 规定 的 函数 是 以 2a 为 周期 的 对 称 函 数 ， 将 f(t) 展 成 富民 余弦 级 数 
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一 工 -一 
其 中 Po 三 3, Pp2k 一 0, P (2k—1) = Pp2k 1 = 高 一 12 


De 


Do».- 


?1 一 一 oo 


故 f(t) 是 对 应 于 离散 型 随机 变数 


4 1 1 4 me 
tt 





I 一 


8 


1. 证 . 令 B= 站 4 又 玖 表 如 的 对 立 事件 ， 则 由 83.1 对 侦 原 则 得 
大 一 1 nn 二 大 


2 


oo 


1 一 P(B) = lim r( 门 元 = lim JITa — P(A,)). 


n=k 


oo 


由 假设 >)%_1 P(4") = co, 故 无 穷 乘积 (1 一 P(A4%)) = 0 从 而 上 式 右 方 的 极限 等 于 0, 亦 即 P(B) = 1. 
2. 证 ， 必 要 性 : 设 &% 的 分 布 是 配 


ELf(lén))] = / f(sDJdF,(s) = / Tar + / f(aDaF, 


Izl<e 


< sup f(z) / d+ iar 
2>0 lel>s jsl<e 


< cPllén| > =) + fle). 


对 任 给 的 ?7 > 0 由 于 f(z) 的 连续 性 ， 存 在 se > 0, 使 f(e)<3. 
由 于 &% 一 0,(p), 存在 NN, 使 %>N 时 


已 (| 如 | > 2) < 趟 : 


n> N 时 ， 恕 /en < 
充分 性 : 
Elf(lé"))] = flzDldFn(z) = fllzD)adFn 十 fllzDadF, 
/. / | / <e 


zl< 


> je / dh = f(t > o) 


既然 B[f(|é%)] -0, 而 且 对 任何 。> 0 f(e) > 0 故 


已 (| 人 | > E) 下 0， 即 如 下 0， (p). 


3. 提示 : 利用 特征 函数 的 逆 极 限定 理 . 
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4. 证 . ef 一 1 一 1(1+ f(t)+ 吉 f2( 引 十 … 十 十 f(t) +…). 
考虑 户 由 = 本人 +7 的 十 下 产 的 十 … 十 丰 f"()， 
其 中 Ks = 1 十 1 十 洁 十 … 十 十 . 由 于 f(t) 是 特征 函数 ， 故 f(t),f?(t),…,f"(t) 也 是 ， 而 1 也 是 特征 函 
数 ; 既然 fn(t) 是 它们 的 凸 线 性 组 合 ， 所 以 也 是 特征 函数 . 
另 一 方面 e109-! 是 连续 的 ， 且 
ef 1 一 lim fn(t). 
所 以 由 逆 极 限定 理 ef(0-! 是 特征 否 数 . 
5. 提示 : 如 有 参数 为 和 的 Poisson 分 布 ， 则 EE = DE = 和 ;én 可 看 成 n 个 独立 的 具有 参数 为 1 的 
Poisson 分 布 的 随机 变数 的 和 . 
6. 提示 : 由 第 一 章 题 14(iii),gk = CNM-*-2/CN+"-1, 故 
gk =(N-1nm—o1):.. .nk+i/(N+tn a1):...(N+n—-k—2+1) 


__wN-1l . nk+l 
“N+n-l 


万 二 7 二 3 N+n—~ko1 
注意 条 件 N 一 oo0, n 一 oo0, 先 一 入 即 得 gx 一 入/(1 十 和 )*+1. 

7. 提示 : 利用 车 贝 晓 夫 不 等 式 . 

8. 提示 : 利用 第 二 是 的 结果 ， 取 f(z) = js 即 可 . 

9. 提示 : 注意 如 有 N(0", /R/V3) 分布, 而 入 证 次 < oo. 

n=l1 
12. 柯 尔 莫 哥 洛 夫 条 件 不 满足 ， 但 马尔 科 夫 条 件 满足 . 
13. 提示 : 利用 不 等 式 ， 对 m <n 有 


1 n 1 7 n 2 
去 2 DXt < 二 > DX: + 》、，DXR/R2. 
天 = 了 k=] k=m+1 
14. 令 


，lés| < n6 
m= | < " (6 > 0) k= 1,2,...,n. 


0, | 全 | > nm6 
由 所 给 条 件 知 oo 
m= | lzl dF (xz) k= 1,2,3,..- 


—o0 


存在 而 且 bk 有 界 ， 设 其 界 为 M. 由 车 贝 晓 夫 不 等 式 : 


?| ED mx- TD) Emo 


天 一 工 k=1 
DO Ps #1m,s) = P(E] > n6) < 
二 1 k=1 


MSé 
> < a (1) 








[zlaF; (z). (2) 


max 
1&k<oo zl 之 n8 


综合 (1),(2) 式 易 推 知 








, 1|e 
lm 7 (3 2 — Et.)| > ze) =0, 
=1 


亦 即 & 服从 大 数 定律 . 
16. 能 直接 验证 馆 德 伯 尔 格 条 件 成 立 . 
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17. (成立 ， (六 i) 成 立 . 

8. 提示 : 利用 [0,1 上 的 独立 均匀 分 布 序列 服从 强大 数 定律 . 

20. 证 ， 考虑 {&%}, én 的 分 布 是 X2(1). 则 Be = 1, EE2 = 3, Dé = 2. 所 以 & 服从 中 心 极限 定理 .又 
和 的 分 布 是 x?(n). 


二 


1 n nn 
7( 碟 2 -1)< :) -7(De <n+t Vm) 


k=1 


1 nttv2n 
一 zs/ z2 -le ?dz 


2 

1+t 2 
-南国 [在 / 
(3) 


21. 提示 : 车 用 &; 表示 第 i 次 试验 的 结果 ， 即 P(&i = 1) = pi P( = 0) = gi 则 sn = 二 只 须 验证 
1 一 1 

{ti} 是 服从 中 心 极限 定理 的 即 可 . 

22. (i) 当 废品 率 为 0.005 时 ， 检 查 200 件 产品 ， 出 现 4 件 废品 是 一 小 概率 事件 (概率 约 为 0.015), 故 不 可 





(i) 13. 
(iii) 110. 
23. 1598700. 


第 四 章 


1. 三 个 状态 ， 是 遍历 的 ， 21 二 ,Pp2 三 撕 ,ps 一 总 ， 
2 也 二 (2 ,6); Pik 一 Bk >); Pik 一 £, (k= 7); Pik = 0,(k < 7); k,7 = 1,2,...,6. 


Plés, = ji Ey = jk; 0<t < <te) 





天 一 1 ， ， 
和 At 71e 一 Atl At 一 如 at _ _ . ， . 
0 II™ 村 eNet 如 0 jo 


(jut1 — ju)! 
0， ”在 则 
4. (上 ea) (0< 二 <… < tt) 的 联合 密度 为 
1 whl te 


2. 
5. Bn (t) 一 > aia; Be(7 十 Si 一 sj); Fr (7x) 一 三 _ | DS ares dF (N). 
i 上 


3 了 





第 五 章 
1 所 ;所 mm 1&i&n 


1. #( max zi min zi 较 有 效 . 
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2 3 ma mi 较 有 效 . 
3. k1 十 ，k2 二 3. 
5. 凡是 满足 不 等 式 | | 
1 
的 估计 值 6 都 是 最 大 似 然 估 值 ， 例 如 ， 去 ( ,ax zi 十 ,加 迟 ,zi) 就 是 一 个 
提示 : 直接 按照 最 大 似 然 估 值 的 定义 求 . 
6. max zi( 直 接 按 定义 求 ). 
7. OE {iiiy TE. 
(iv) 将 z1,… ,zn 按 大 小 排 成 Zz) & X02) 区 (1): 
当 n=2k 十 1 时， 日 = zw+n 是 最 大 似 然 估 值 ; 
当 n = 2k 时 ， 一 切 满足 zk) < 日 < zet1) 的 6 都 是 最 大 似 然 估 值 . 当 zt = zt 时 ， 令 人 = x(n) 
8. = min zi 02 = #2 (ei min zi). 











1&in 和 1 1&i&n 
9. 提示 : 要 检查 两 个 正 态 分 布 的 期 望 值 是 否 相等 ， 利 用 $5.5 (二 )3° 所 给 的 检验 法 . 
T nin2(ni + nz 一 2) . £7 = 0.312. 
y ni1 二 nz Vn1s? + nas? 痢 


自由 度 ni 十 n2 一 2 = 21. 查 自由 度 为 21 的 分 布 表 ， 信 和 度 取 1% 得 2.83 > 0.312, 所 以 按 1% 信 
度 ， 两 店 的 豆 可 以 看 作 是 同一 种 类 的 . 
10. 提示 : 用 85.5( 二 ) 1” 的 检查 法 . 


t= Vi -2.10. 
s 


取信 和 度 5%, 查 自由 度 为 23 的 t 分 布 表 ， 得 2.07 < 2.10, 故 不 能 认为 期 望 值 是 12100. 
11. 提示 : 解法 同 第 9 题 ， 令 
T = 4.42. 
查 自由 度 为 18 的 t- 分 布 表 ， 信 和 度 取 1%, 得 2.878 < 4.42. 故 二 品种 产量 有 显著 差别 : 
12. 提示 : 用 85.5( 二 ) 4° 的 检查 法 . 
F = 1.03. 
取 5% 的 信 度 ， 查 自由 度 为 5; 8 的 FF- 分 布 表 ， 得 3.69 > 1.03. 故 可 认为 二 种 口径 方差 无 差异 ， 
13. 提示 : 用 85.5( 三 ) 中 的 x?- 检验 法 
首先 算得 亏 = 0.805, 现 要 检查 过 路 汽车 的 辆 数 是 否 是 和 = 0.805 的 普 阿 松 分 布 
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供 正 态 分 布 查 用 ， > 
函数 (27) = 高 0 6 dz 数值 表 ! 
也 P(r) z P(r) z 

0.00 0.0000 
0.01 0.0040 0.31 0.1217 0.61 
0.02 0.0080 0.32 0.1255 0.62 
0.03 0.0120 0.33 0.1293 0.63 
0.04 0.0160 0.34 0.1331 0.64 
0.05 0.0199 0.35 0.1368 0.65 
0.06 0.0239 0.36 0.1406 0.66 
0.07 0.0279 0.37 0.1443 0.67 
0.08 0.0319 0.38 0.1480 0.68 
0.09 0.0359 0.39 0.1517 0.69 
0.10 0.0398 0.40 0.1554 0.70 
0.11 0.0438 0.41 0.1591 0.71 
0.12 0.0478 0.42 0.1628 0.72 
0.13 0.0517 0.43 0.1664 0.73 
0.14 0.0557 0.44 0.1700 0.74 
0.15 0.0596 0.45 0.1736 0.75 
0.16 0.0636 0.46 0.1772 0.76 
0.17 0.0675 0.47 0.1808 0.77 
0.18 0.0714 0.48 0.1844 0.78 
0.19 0.0753 0.49 0.1879 0.79 
0.20 0.0793 0.50 0.1915 0.80 
0.21 0.0832 0.51 0.1950 0.81 
0.22 0.0871 0.52 0.1985 0.82 
0.23 0.0910 0.53 0.2019 0.83 
0.24 0.0948 0.54 0.2054 0.84 
0.25 0.0987 0.55 0.2088 0.85 
0.26 0.1026 0.56 0.2123 0.86 
0.27 0.1064 0.57 0.2157 0.87 





























B(r) 


0.2291 
0.2324 
0.2357 
0.2389 
0.2422 
0.2454 
0.2486 
0.2517 
0.2549 
0.2580 
0.2611 
0.2642 
0.2673 
0.2703 
0.2734 
0.2764 
0.2794 
0.2823 
0.2852 
0.2881 
0.2910 
0.2939 
0.2967 
0.2995 
0.3023 
0.3051 
0.3078 














再 (z) 


0.3186 
0.3212 
0.3238 
0.3264 
0.3289 
0.3315 
0.3340 
0.3365 
0.3389 
0.3413 
0.3438 
0.3461 
0.3485 
0.3508 
0.3531 
0.3554 
0.3577 
0.3599 
0.3621 
0.3643 
0.3665 
0.3686 
0.3708 
0.3729 
0.3749 
0.3770 
0.3790 




















1 更 多 的 数值 表 见 参考 书 [33], [47]. 
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续 表 一 



































z 更 (z) 了 -ee | z B(x) zs | 亚 (z) 
1.21 0.3869 i- 1.56 0.4406 1.91 0.4719 pr | 0.4941 
1.22 0.3888 1.57 0.4418 1.92 0.4726 2.54 0.4945 
1.23 0.3907 1.58 0.4429 1.93 0.4732 2.56 0.4948 
1.24 0.3925 1.59 0.4441 1.94 0.4738 2.58 0.4951 
1.25 0.3944 1.60 0.4452 1.95 0.4744 2.60 0.4953 
1.26 0.3962 1.61 0.4463 1.96 0.4750 2.62 0.4956 
1.27 0.3980 1.62 0.4474 1.97 0.4756 2.64 0.4959 
1.28 0.3997 1.63 0.4484 1.98 0.4761 2.66 0.4961 
1.29 0.4015 1.64 0.4495 1.99 0.4767 2.68 0.4963 
1.30 0.4032 1.65 0.4505 2.00 0.4772 2.70 0.4965 
1.31 0.4049 1.66 0.4515 2.02 0.4783 2.72 0.4967 
1.32 0.4066 1.67 0.4525 2.04 0.4793 2.74 0.4969 
1.33 0.4082 1.68 0.4535 2.06 0.4803 2.76 0.4971 
1.34 0.4099 1.69 0.4545 2.08 0.4812 2.78 0.4973 
1.35 0.4115 1.70 0.4554 2.10 0.4821 2.80 0.4974 
1.36 0.4131 1.71 0.4564 2.12 0.4830 2.82 0.4976 
1.37 0.4147 1.72 0.4573 2.14 0.4838 2.%4 0.4977 
1.38 0.4162 1.73 0.4582 2.16 0.4846 2.86 0.4979 
1.39 0.4177 1.74 0.4591 2.18 0.4854 2.88 0.4980 
1.40 0.4192 1.75 0.4599 2.20 0.4861 2.90 0.4981 
1.41 0.4207 1.76 0.4608 2.22 0.4868 2.92 0.4982 
1.42 0.4222 1.77 0.4616 2.24 0.4875 2.94 0.4984 
1.43 0.4236 1.78 0.4625 2.26 0.4881 2.96 0.4985 
1.44 0.4251 1.79 0.4633 2.28 0.4887 2.98 0.4986 
1.45 0.4265 1.80 0.4641 2.30 0.4893 3.00 0.49865 
1.46 0.4279 1.81 0.4649 2.32 0.4898 3.20 0.49931 
1.47 0.4292 1.82 0.4656 2.34 0.4904 3.40 0.49966 
1.48 0.4306 1.83 0.4664 2.36 0.4909 3.60 0.499841 
1.49 0.4319 1.84 0.4671 2.38 0.4913 3.80 0.499928 
1.50 0.4332 1.85 0.4678 2.40 0.4918 4.00 0.499968 
1.51 0.4345 1.86 0.4686 2.42 0.4922 4.50 0.499997 
1.52 0.4357 1.87 0.4693 2.44 0.4927 5.00 0.49999997 
1.53 0.4370 1.88 0.4699 2.46 0.4931 
1.54 0.4382 1.89 0.4706 2.48 0.4934 
1.55 0.4394 1.90 0.4713 | 2.50 0.4938 | 











. 334 . 


于 X? 的 概率 为 p%. 


数值 表 


x 分 布 表 


设 Xx? 的 密度 由 82.8(30) 给 出 ， 对 已 给 的 p, 0 < p < 100, 满足 下 式 的 常数 X2 


由 下 表 可 以 查 到 ， 因 而 X2 大 


































































































2 2 p 
P(x > xp)= i600: 
自由 度 ， Xp 作为 n 与 p 的 函数 
n |p=99 95| 90| 80f 70 50 30 20 5 2 1[ 0 
1 |.0.000| 0.001| 0.004| 0.016| 0.064| 0.148| 0.455| 1.074| 1.642| 2.706| 3.841| 5.412| 6.635|10.827 
2 | 0.020| 0.040| 0.103| 0.211| 0.446| 0.713| 1.386| 2.408| 3.219| 4.605| 5.991| 7.824| 9.210|13.815 
3 0.115| 0.185| 0.352| 0.584| 1.005| 1.424| 2.366| 3.665| 4.642| 6.251| 7.815| 9.837111.341116.268 
4 | 0.297| 0.429| 0.711| 1.064| 1.649| 2.195| 3.357| 4.878| 5.989| 7.779| 9.488|11.668|13.277|18.465 
5 | 0.554| 0.752| 1.145| 1.610| 2.343| 3.000| 4.351| 6.064| 7.289| 9.236|11.070|13.388115.086|20.517 
6 | 0.872| 1.134| 1.635| 2.204| 3.070| 3.828| 5.348| 7.231| 8.558|10.645|12.592115.033116.812|22.457 
7 | 1.239| 1.564| 2.167| 2.833| 3.822| 4.671| 6.346| 8.383| 9.803|12.017|14.067|16.622|18.475|24.322 
8 | 1.646| 2.032| 2.733| 3.490| 4.594| 5.527| 7.344| 9.524|11.030|13.362|15.507|18.168|20.090|26.125 
9 | 2.088| 2.532| 3.325| 4.168| 5.380| 6.393| 8.343|10.656|12.242|14.684|16.919|19.679|21.666|27.877 
10 | 2.558| 3.059| 3.940| 4.865| 6.179| 7.267| 9.342|11.781|13.442|15.987|18.307|21.161|23.209|29.588 
11 | 3.053| 3.609| 4.575| 5.578| 6.989| 8.148|10.341|12.899|14.631|17.275|19.675|22.618|24.725|31.264 
12 3.571| 4.178| 5.226| 6.304| 7.807| 9.034|11.340114.011|15.812|18.549|121.026124.054|26.217132.909 
13 | 4.107| 4.765| 5.892| 7.042| 8.634| 9.926|12.340|15.119|16.985|19.812|22.362|25.472|27.688|34.528 
14 | 4.660|: 5.368| 6.571| 7.790| 9.467|10.821|13.339|16.222|18.151|21.064|23.685126.873|29.141|36.123 
15 | 5.229| 5.985| 7.261| 8.547|10.307|11.721|14.339|17.322|19.311|22.307|24.996|28.259|30.578137.697 
16 | 5.812| 6.614| 7.962| 9.312|11.152|12.624|15.338|18.418|20.465123.542|26.296|29.633|32.000|39.252 
17 | 6.408| 7.255| 8.672!10.085|12.002|13.531|16.338|19.511|21.615|24.769|27.587|30.995|33.409|40.790 
18 | 7.015| 7.906| 9.390|10.865|12.857|14.440|17.338|20.601|22.760|25.989|28.869|32.346|34.805|42.312 
19 | 7.633| 8.567|10.117|11.651|13.716|15.352|18.338|21.689|23.900127.204|30.144|33.687|36.191|43.820 
20 | 8.260| 9.237|10.851|12.443|14.578116.266|19.337|22.775|25.038|28.412|31.410|35.020|37.566|45.315 
21 | 8.897| 9.915|11.591|13.240|15.445|17.182|20.337|23.858|26.171|29.615132.671136.343138.932|46.797 
22 | 9.542|10.600|12.338|14.041|16.314|18.101|21.337|24.939|27.301|30.813|33.924|37.659140.289|48.268 
23 |10.196|11.293|13.091|14.848|17.187|19.021|22.337|26.018|28.429132.007|35.172138.968|41.638|49.728 
24 |10.856|11.992|13.848|15.659|18.062|19.943123.337|27.096|29.553133.196|36.415|40.270|42.980|51.179 
25 |11.524|12.697|14.611|16.473|18.940|20.867|24.337|28.172|30.675|34.382|37.652|41.566|44.314|52.620 
26 |12.198|13.409|15.379|17.292|19.820|21.792|25.336|29.246|31.795|35.563|38.885|42.856|45.642|54.052 
27 |12.879|14.125|16.151|18.114|20.703|22.719|26.336|30.319|32.912|36.741|40.113|44.140|46.963|55.476 
28 |13.565|14.847|16.928|18.939|21.588|23.647|27.336|31.391|134.027|37.916|41.337|45.419|48.278|56.893 
29 |14.256|15.574117.708|19.768|22.475124.577128.336|32.461|35.139|39.087|42.557|46.693|49.588|58.302 
30 |14.953|16.306|18.493|20.599|23.364|25.508|29.336|33.530|36.250|40.256|43.773|47.962150.892|59.703 
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数 值 表 三 :上 分 布 表 


设 寺 的 密度 由 82.8(33) 给 出 ， 对 已 给 的 p, 0 < p < 100, 满足 下 式 的 常数 tp 由 下 表 可 以 查 到 ， 因 而 t 的 绝对 
值 大 于 tp 的 概率 为 p%. 


p 








学 


tp 作为 n 与 p 的 函数 
p=90| 80[ 70| 60[ 50 40| 30 
0.158|0.325|0.510|0.727|1.000|1.376|1.963 
0.142|0.289|0.445|0.617|0.816|1.061|1.386 
0.137|0.277| 0.424|0.584|0.765|0.978|1.250 
0.134|0.271|0.414|0.569|0.741|0.941| 1.190 
0.267|0.408|0.559|10.727|0.920|1.156 
0.131|0.265|0.404| 0.553|0.718|0.906|1.134 
0.130|0.263|0.402| 0.549|10.711|0.896|1.119 
0.130|0.262|0.399|0.546|0.706|0.889|1.108 
0.129|0.261| 0.398|0.543|0.703|0.883|1.100 
0.129|0.260| 0.397| 0.542|0.700|0.879|1.093 





5 2 1 0.1 
12.706|31.821163.6571636.619 
4.303| 6.965| 9.925| 31.589 
3.182| 4.541| 5.841| 12.941 
2.776| 3.747| 4.604| 8.610 
2.571| 3.365| 4.032| 6.859 
2.447| 3.143| 3.707| 5.959 
2.365| 2.998| 3.499| 5.405 
2.306| 2.896| 3.355| 5.041 
2.262| 2.821| 3.250| 4.781 
2.228| 2.764| 3.169| 4.587 








So mownni8s 玫 
9 
i 
ww 
EG 











11 0.12910.26010.396|0.540|0.69710.876|1.088|1.363|1.796| 2.201| 2.718| 3.106| 4.437 
12 0.128|0.25910.39510.539|0.695|10.873|1.083|1.356|1.782| 2.179| 2.681| 3.055| 4.318 
13 0.12810.25910.39410.538|10.69410.87011.079|j1.35011.771| 2.160| 2.650| 3.012| 4.221 
14 0.12810.258|0.393|0.53710.692|0.868|1.07611.345|1.761| 2.145| 2.624| 2.977| 4.140 
15 0.128|0.258|0.39310.536|0.691|0.866|1.0741|1.341|11.753| 2.131| 2.602| 2.947| 4.073 





上 ” 
© 
呈 
二 
eC 
00 


0.25810.392|0.53510.690|0.86511.07111.337|1.746| 2.120| 2.583| 2.921| 4.015 
0.25710.39210.53410.68910.86311.06911.33311.740| 2.110| 2.567| 2.898| 3.965 
0.257|0.392|0.534|0.68810.862|1.067|1.33011.734| 2.101| 2.552| 2.878| 3.922 
0.257|0.391|0.533|0.68810.861|1.066|1.328|1.729| 2.093| 2.539| 2.861| 3.883 


PN 
Ee 
2 
请 
ko 
Oo 





上 
‘© % 
OD 
一 二 
to M 
| 




















20 0.127|10.25710.39110.533|0.687|0.860|1.064|1.325|1.725| 2.086| 2.528| 2.845| 3.850 
21 0.127|0.257|0.391|0.532|10.686|0.859|1.063|1.323|1.721| 2.080| 2.518| 2.831| 3.819 
22 0.127|0.256|0.390|0.532|0.686|0.858|1.061|1.321|1.717| 2.074| 2.508| 2.819| 3.792 
23 0.127|0.256|0.390| 0.53210.685|10.858|11.06011.319|1.714| 2.069| 2.500| 2.807| 3.767 
24 0.127|0.256|10.390|0.531|0.68510.857|1.059|1.318|1.711| 2.064| 2.492| 2.797| 3.745 


De 
名 
S 
i 
oe 
Ed 


0.256|0.390|0.531| 0.684|0.856|1.058|1.316|1.708| 2.060| 2.485| 2.787| 3.725 
0.256|0.390|0.53110.684|0.856|1.058|1.315|1.706| 2.056| 2.479| 2.779| 3.707 
0.256|10.389|0.531|0.684|0.855|1.057|1.314|1.703| 2.052| 2.473| 2.771| 3.690 
0.256|0.389|0.530|0.683|0.855|1.056|1.313|1.701| 2.048| 2.467| 2.763| 3.674 
29 0.127|0.256|0.389|0.530|0.683|10.854|1.055|1.311|1.699| 2.045| 2.462| 2.756| 3.659 
30 0.127|0.256|0.389|0.53010.683|0.854|1.05511.310|1.697| 2.042| 2.457| 2.750| 3.646 
40 0.12610.25510.38810.529|0.681|10.851|1.050|1.30311.684| 2.021| 2.423| 2.704| 3.551 
60 0.126|0.254|0.387|0.527|0.679|0.848|1.046|1.296|11.671| 2.000| 2.390| 2.660| 3.460 
120 | 0.126|0.254|0.386|0.526|0.67710.845|1.041|1.28911.658| 1.980| 2.358| 2.617| 3.373 
oo 0.126|10.253|0.385 0.524|0.674 0.842|1.036|1.282|1.645| 1.960| 2.326| 2.576| 3.291 
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论 随 机 性 
1. 随机 性 与 必然 性 的 相互 交替 


在 某 些 条 件 下 ， 一 定 出 现 (或 一 定 不 出 现 ) 的 事件 ， 称 为 必然 事件 ; 或 者 说 ， 这 事件 
具有 必然 性 . 在 某 些 条 件 下 ， 可 能 出 现 ， 也 可 能 不 出 现 的 事件 ， 称 为 随机 事件 (也 称 为 偶 
然 事件 ); 或 者 说 ， 这 事件 具有 随机 性 (偶然 性 ). 必然 与 偶然 ， 都 是 相对 于 条 件 而 言 的， 在 
101.325kPa 气压 及 100° 温度 时 ，“ 水 必 沸 腾 ” 是 必然 事件 ; “明年 某 河流 将 泛滥 成 灾 ” 是 随 
机 事件 . 

事物 的 发 展 ， 是 多 层次 的 随机 事件 与 必然 事件 相互 交替 和 相互 作用 的 过 程 . 有 些 人 
说 ， 发 展 过 程 中 必然 性 (或 决定 性 ) 是 主导 的 ， 随 机 性 是 次 要 的 ; 另 一 些 人 则 反之 . 二 者 皆 
失 之 偏颇 ， 不 符合 客观 实际 , 1 

种 子 随机 地 扎根 于 某 地 (1 层 ), 默默 地 度 过 一 段 时 间 后 ， 必 然 破土 而 出 (2 层 ), 这 时 它 
只 有 一 根 主干 .到 了 某 一 时 刻 ， 它 分 成 几 支 ， 分 支 的 时 刻 和 支 数 都 是 随机 的 (3 层 ). 每 一 
支 又 平静 地 生长 (4 层 ), 再 分 支 (5 层 ), 如 此 继续 ， 若干 年 后 ， 它 或 遭 意外 ， 或 者 枯萎 ， 这 
死亡 的 时 刻 和 原因 又 是 随机 的 . 

婴儿 吸 吸 哺 地 ， 他 的 出 生 充满 了 偶然 性 (1 层 ).. 他 平静 地 度 过 童年 (2 层 ).18 岁 时 ， 他 
站 在 人 生 道 路 的 分 支点 上 ， 在 就 业 和 升学 间 进 行 随机 选择 (3 层 ). 过 了 这 一 关 ， 他 可 以 安 
心地 工作 和 学 习 相 当 长 时 间 (4 层 ), 然后 又 一 次 站 在 分 支点 上 (5 层 ) ……: 直至 某 一 偶然 的 
时 刻 ， 来 到 偶然 的 地 点 ， 出 于 偶然 的 原因 ， 结 束 他 那 偶然 的 生命 . 

地 吉 尔 说 : “一 个 人 活 得 愈 长 ， 他 就 愈 认识 到 一 切取 决 于 机 会 .任何 人 哪怕 只 要 回顾 
一 下 10 年 前 的 经 历 ， 他 就 会 看 到 某 些 本 身 毫 不 重要 的 细小 事件 ， 实 际 上 都 左右 了 他 的 全 
部 命运 和 前 程 ，” 他 所 说 的 细小 事件 ， 大 都 集中 在 分 支点 上 ，“ 却 顾 所 来 径 ， 若 苍 模 翠微 
” 只 有 回 过 头 来 ， 才 能 认识 它们 的 巨大 作用 ， 于 是 大 吃 一 惊 而 感叹 万 干 . 

天 文学 家 还 不 能 确切 告诉 我 们 地 球 是 怎样 诞生 的 ， 行星 (甚至 太阳 ) 的 形成 有 很 大 的 
偶然 性 . 地 球 也 必定 经 历 了 许多 分 支点 . 地 质 学 家 说 地 球 至 少 发 生 过 6 次 生物 大 规模 灭绝 
电 , 最 著名 的 一 次 是 0.6 亿 年 前 的 恐龙 灭绝 ， 如 果 没 有 那 次 灾变 ， 今 天 的 地 球 也 许 还 是 恺 
龙 志 界 . 生物 灭绝 的 原因 有 种 种 假说 : 超新星 爆发 、 行 星 撞击 、 太 阳 炮 斑 爆 发 、 海 平面 变 
化 、 温 度 变化 等 等 ， 无 一 不 充满 偶然 性 ， 多 么 危险 的 地 球 ! 地 球 如 此 ， 极 而 言 之 ， 整 个 宇 
宙 也 是 偶然 的 . 导致 混沌 初 开 的 大 爆炸 ， 星 系 的 形成 与 分 布 ， 生 命 的 出 现 ， 行星 上 有 多 少 
种 动物 和 植物 ， 每 一 种 中 有 多 少 个 体 ， 都 含有 许 许多 多 偶然 的 因素 . 

每 个 国家 的 历史 也 有 许多 分 支点 ， 如 果 在 分 支点 上 换 另 一 种 选择 ， 历 史 便 当 另 写 . 设 
若 在 鸿 门 误 上 项 羽 杀 了 刘邦 ， 便 很 可 能 没有 汉 朝 ， 没 有 刘 皇 叔 (刘备 ), 没有 大 家 津津 乐 道 
的 诸葛 亮 ， 

说 了 这 么 多 的 偶然 性 ， 难 道 “ 人 是 要 死 的 "“ 明 天 太阳 还 会 升 起 ”也 有 偶然 性 吗 ? 否 ! 
这 是 千 真 万 确 的 必然 事件 ， 不过， 生命 之 于 身体 ， 正 如 飞 之 于 飞机 ， 飞 是 飞机 的 功能 ， 生 
命 也 是 身体 的 功能 . 生命 是 暂 存 的 ， 而 构成 身体 的 物质 是 永恒 的 ; 生命 只 是 这 些 物质 在 2 
个 分 支点 (出 生 与 死亡 ) 之 间 的 一 种 运动 形式 ， 而 在 这 2 点 之 间 ， 运 动 是 相对 平稳 的 、 缓 变 
的 ， 必 然 性 居 主 导 地 位 ， 它 必然 地 要 走向 下 一 分 支点 ， 即 死亡 . 但 这 分 支点 何 时 到 来 、 如 
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何 到 来 以 及 以 后 这 些 物质 如 何 继续 运动 ， 则 是 随机 的 . 同样， 太阳 东 起 西 落 ， 也 只 是 地 球 
在 2 个 分 支点 (从 稳定 运行 到 失 稳 ) 间 的 决定 性 运动 ， 在 失 稳 以 后 ， 还 能 说 太阳 明天 升 起 
码 ? 

关于 太阳 升 起 问题 ， 拉 兽 科 斯 做 过 研究 : 假设 太阳 已 接连 升 起 n 次， 问 它 还 会 升 起 1 
次 的 概率 是 多 少 ? 他 的 等 案 是 ，(5 十 DD/(n+2). 当 n 很 大 时 这 几乎 等 于 1 所 以 我 们 对 明天 
的 安全 可 以 放心 . 不 过 这 答案 只 和 运 四 于 地 球 处 于 上 述 2 个 分 支点 之 间 时 ; 不然， 若 n 一 co 
这 概率 -，1, 而 这 是 荒 雇 的 ， 因 为 太阳 系 决 不 会 永久 稳定 下 去 ， 总 有 一 天 它 会 瓦解 . 

上 述 众多 事实 说 明了 事物 发 展 的 一 般 法 
则 : 发 展 过 程 是 偶然 与 必然 的 相互 交替 和 相 
互 作用 .在 发 展 道路 上 有 许多 分 支点 ， 在 相 
邻 2 点 之 间 ， 发 展 是 相对 稳定 的 、 量 变 的 、 
合乎 逻辑 的 ， 必 然 性 起 着 主导 作用 ， 但 这 里 
也 可 能 有 次 要 的 分 支点 和 次 要 的 随机 因素 
分 支点 的 到 来 是 随机 的 ， 在 分 支点 上 ， 发 展 图 1 
前 途 面 临 多 种 选择 ， 必 须 选 择 其 一 而 尽 弃 其 余 ， 这 时 运动 是 不 稳定 的 、 突 变 的 ， 随 机 性 起 
主导 作用 .一 旦 选 定 以 后 ， 发 展 又 趋 于 稳定 ， 直 到 下 一 分 支点 ， 如 此 继续 ， 如 图 1 所 示 . 
事物 必需 从 AoA1B1C1,…,AohA1B3C7 7 条 道路 中 选择 1 条， 尽管 这 1 条 未 必 比 其 他 6 条 都 
优越 ， 由 此 可 见 ， 我 们 的 宇宙 史 、 国 家 史 、 家 庭 史 、 个 人 史 ， 都 只 是 许 许多 多 可 供 选 择 中 
的 一 种 ， 它 们 全 都 富 含 随机 性 ;如 果 说 得 偏激 点 ， 它 们 全 是 随机 的 . 

偶然 性 来 自 何方 来 自 事物 内 部 的 变化 , 来 自 外 环境 的 碰撞 . 构成 事物 的 各 种 物质 、 
各 种 因素 以 及 支配 它们 的 各 种 力 经 常 处 于 运动 之 中 . 如 果 各 自 的 运动 处 于 允许 范围 之 内 ， 
那么 事物 整体 的 发 展 是 稳定 的 、 缓 变 的 ; 一 旦 某 些 主要 部 分 的 运动 超越 甚至 远离 允许 范 
围 时 ， 整 个 事物 就 会 发 生 突变 ， 而 那些 部 分 超越 则 是 随机 的 . 可 以 设想 一 个 混乱 社会 最 后 
如 何 随机 转变 的 情形 以 增加 我 们 的 想象 力 . 事物 处 于 外 环境 中 ， 它 经 常 与 其 他 事物 发 生 关 
系 ， 称 之 为 碰撞 ， 其 作用 小 则 可 影响 事物 的 量 (如 速度 、 大 小 ), 大 则 可 影响 事物 的 质 (如 方 
向 、 性 质 ) 人 类 社会 是 一 个 极 富 于 随机 性 的 碰撞 世界 : 亲属 、 朋 友 、 师 生 、 同 事 的 结合 是 
随机 的 ， 人 与 人 ， 人 与 事 ， 人 与 物 的 相互 作用 ， 形 势 的 影响 ， 都 可 视 为 碰撞 .即使 是 站 着 
不 动 的 植物 ， 也 要 受到 自然 、 环 境 及 动物 的 种 种 碰撞 ， 不 过 有 些 碰 撞 (如 上 街 遇 到 的 许多 
行人 ) 未 起 作用 ， 为 人 们 所 忽视 ， 而 起 作用 的 (如 车 祝 ), 则 可 使 人 终生 难忘 . 外 部 的 碰撞 可 
以 促进 内 因 的 变化 ， 内 外 是 互 为 影响 的 ， 不 能 截然 分 开 . 

结构 单纯 ， 质 量 和 体积 巨大 的 物体 有 比较 稳定 的 内 环境 ， 如 果 它 又 远离 其 他 大 物体 ， 
从 而 外 部 磁 撞 其 少 ， 那 么 ， 相 对 于 这 种 物体 ， 偶 然 性 便 很 小 ， 分 支点 之 间 的 距离 便 很 长 ， 
这 就 是 为 什么 天 体 运 行 基本 上 遵循 必然 法 则 的 原因 . 如 果 我 们 寿命 长 达 百 亿 年 ,我们 就 会 
看 到 天 体 经 过 许多 分 支点 而 作 随机 运动 ， 那 时 就 不 会 说 天 体 运动 是 必然 的 了 , 另 一 方面 ， 
极 小 的 粒子 在 碰撞 下 极 不 稳定 ， 微 观 世 界 所 以 基本 上 是 偶然 的 世界 ， 这 是 原因 之 一 . 

以 上 讨论 了 偶然 与 必然 的 交替 ， 提 出 了 分 支点 的 概念 ， 还 谈 了 偶然 性 的 来 源 ， 下 面 考 
虑 偶然 性 与 必然 性 的 关系 . 

随机 性 大 都 出 现在 分 支点 附近 , 但 这 并 不 意味 着 二 相 邻 分 支点 间 没 有 随机 性 , 一 些 次 
要 的 偶然 事件 ， 次 要 的 分 支点 经 常 在 这 里 出 现 ; 此 外 ， 我 们 在 前 面 还 谈 到 正 是 在 这 段 时 间 
内 孕育 着 新 的 随机 性 .在 许多 场合 ， 偶 然 受到 必然 的 限制 .必然 性 给 它 划 定 了 一 个 范围， 
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随机 选择 只 能 在 此 范围 内 进行 ， 例 如， 婴儿 的 性 别 虽 是 偶然 的 ， 但 只 有 2 种 可 能 ， 


随 着 条 件 的 改变 ， 必 然 事件 与 偶然 事件 可 互相 转化 ,向 一 巨大 的 目标 射击 ， 击 中 是 必 
然 的 ; 现在 设想 上 且 标 不 断 缩 小 ， 起 初 击 中 还 是 必然 的 ， 但 小 到 某 一 限度 后 ， 击 中 且 标 便 成 
为 偶然 事件 了 . 这 提示 人 们 可 以 设想 有 一 临界 值 或 临界 区 存在 .这 是 必然 转化 为 偶然 的 
例 . 另 方面 ， 在 正常 交通 情况 下 ， 车 祸 是 偶然 的 ， 但 在 禁止 车 辆 通行 的 路 段 ， 和 车 祸 不 可 能 


彭 加 来 说 : “最 大 的 机 过 莫 过 于 一 个 伟人 的 诞生 ”外 . 其 所 以 如 此 ， 一 是 由 于 某 人 的 诈 
生 是 一 系列 随机 事件 的 复合 : 父母 ， 祖父母， 外 祖父 母 的 结合 ， 异 性 的 2 个 生殖 细胞 的 相 
遇 ， 而 这 2 个 细胞 又 必须 含有 某 些 产 生 天 才 的 因素 ， 另 一 是 婴儿 出 生 以 后 ， 各 种 偶然 遭遇 
在 整体 上 必须 有 利于 他 的 成 功 ， 他 所 处 的 时 代 ， 他 所 接受 的 教育 、 他 的 各 项 活动 、 他 所 接 
触 的 人 与 事 与 物 ， 都 需 为 他 提供 好 的 机 会 ， 所以， 某 个 特定 的 人 要 成 为 伟人 ， 可 能 性 是 极 
小 的 . 


虽然 如 此 ， 各 时 代 仍 然 伟人 辈出 . 一 个 人 成 功 的 概率 虽 极 小 , 但 儿 十 亿 人 中 总 有 佼佼 
者 ， 这 就 是 所 谓 “ 必 然 寅 于 偶然 之 中 ”的 一 种 含义 ， 数 学 中 称 之 为 “小 概率 原理 ”. 设 某 试 
验 中 出 现 事 件 4 的 概率 为 s, 不管。 > 0 如 何 小 ， 如 果 把 这 试验 不 断 独 立地 重复 下 去 ， 那 
么 4 迟早 必然 会 出 现 1 次 ， 从 而 也 必然 会 出 现任 意 多 次 ， 这 是 因为 ， 第 1 次 试验 中 4 不 
出 现 的 概率 为 1- se, 前 次 4 都 不 出 现 的 概率 为 (1 一)", 因 之 前 % 次 试验 中 4 至 少 出 现 
1 次 的 概率 为 1- (1-ej". . 当 n 一 oo 时 这 概率 趋 于 1, 这 表示 4 迟早 出 现 1 次 的 概率 为 
1. 出 现 4 以 后 ， 把 下 次 试验 当 作 第 1 次 ， 重 复 上 述 推理 ， 可 见 4 必然 再 次 出 现 ， 如 此 继 
续 ， 可知 4 必然 出 现任 意 多 次 . 应 用 此 原理 于 伟人 问题 ， 一 个 人 成 为 伟人 的 概率 = 固然 非 
常 小 ， 但 千 百 万 人 中 至 少 有 一 伟人 就 几乎 是 必然 的 了 . 


“必然 富 于 偶然 之 中 ”的 另 一 含义 是 大 数 定律 ， 它 的 特殊 情形 是 频率 的 稳定 性 ， 即 频 
率 趋 干 概率， 设 某 试 验 中 事件 4 出 现 的 概率 为 p > 0, 将 此 试验 独立 地 重复 n 次 ， 其 中 4 
出 现 了 m 次 ， 于 是 频率 为 邓 . 根据 大 数 定律 ， 当 n 一 oo 时， 必然 有 至 一 p. 因此 ， 当 nn 充 
分 大 时 ， 得 . mm Np. 


我 们 不 能 确切 预知 一 个 婴儿 的 性 别 ， 只 知 他 是 男性 的 概率 为 1/2; 但 由 上 述 定律 ， 我 
们 可 以 断言 ， 100 万 婴儿 中 ， 约 有 1/2 即 50 万 个 男 婴 ， 这 几乎 是 必然 的 ， 


2. 随机 试验 
每 个 随机 事件 都 联系 于 一 随机 试验 ; 后 者 完整 地 刻画 了 一 族 随机 事件 . 


固定 条 件 组 C = (ci1,cz,…,cn), 其 中 ci 代表 第 i 个 条 件 ， 如 前 所 述 ， 在 C 下 ， 一 定 出 
现 的 事件 4 称 为 (相对 于 C 的 ) 必然 事件 ， 其 模型 为 


C1 
一 > 4. (1) 


Cn 
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随机 试验 (简称 试验 ) B 的 模型 则 为 


C1 (A1, pi1) 
: -| G) 


n (Am, pm). 


它 表示 : 在 条 件 组 C = (ci,c2,…,cn) 下 ， 可 能 出 现 的 结果 是 41,…, hi 中 之 一 ， 一 次 试验 
中 出 现 4; 的 概率 为 pi,1 > pi > 0,pi 十 pz 十 … 十 pm = 1., 有 时 也 称 4; 为 状态 . 

由 于 4; 在 一 次 试验 中 可 能 出 现 (概率 为 p;), 也 可 能 不 出 现 (概率 为 1 一 pi), 所 以 4; 是 
一 随机 事件 ， (i = 1,…,m). 我 们 假定 m > 1 以 保证 的 随机 性 ， 如 果 允 许 m = 1, 这 时 
(2) 便 化 为 (1), 于 是 必然 事件 可 看 成 为 概率 是 1 的 随机 事件 . 

例 1 无 偏 傈 地 (条件 ci) 扔 一 枚 正常 的 (cz) 硬币， 登记 朝 上 的 面 ， 2 个 可 能 的 状态 
及 概率 分 别 为 

(41,p1) = ( 正 ,1/2); (42,p2) = (有 反 ,1/2). 


登记 婴儿 性 别 也 同 此 试验 ， 只 需 理 解 ” 正 ， 反 ”为 ” 女 ， 男 ”. 

例 2 军事 家 克 劳 塞 维 茨 说 : “人 类 的 任何 活动 都 不 像 战争 那样 给 偶然 性 这 个 不 速 之 
客 留 有 这 样 广阔 的 活动 天 地 ,因为 没有 一 种 活动 像 战争 这 样 从 各 方面 和 偶然 性 经 常 接触 .? 
天 气 ， 一 次 射击 的 效果 ,一 个 士兵 的 暴露 ,司令 官 选 择 策略 ，……: 都 有 偶然 性 , 我 们 可 能 
把 甲乙 双方 进行 的 战争 看 成 一 随机 试验 ， 条 件 C 由 双方 目前 的 军事 ， 经 济 等 情况 组 成 ， 
可 能 的 结果 有 和 4 


41 一 甲 胜 ; 4: 一 乙 胜 ; 4s 一 和 局 ; 44 一 两 败 俱 伤 . 


在 战争 初期 ， 很 难 确定 4; 的 概率 ， 它 随 事态 发 展 而 逐步 明确 ， 以 后 会 看 到 ， 这 是 归 一 型 
的 随机 试验 . 

条 件 C 决定 各 状态 的 概率 pj,j = 1,.…,m，pj, 可 看 成 C 的 泛 函 ,如何 从 C 求 出 p; 是 
一 非常 重要 而 一 般 又 很 困难 的 问题 ， 多 数 情 况 p; 是 C 的 非 线 性 泛 函 ， 除 了 “各 结果 等 可 
名 或 “几何 概率 ”等 几 种 特殊 情况 外 ， 并 无 求 p; 的 一 般 方法 ， 需 要 具体 问题 具体 解决 . 
但 对 可 重复 试验 ， 如 果 精 确 度 的 要 求 不 太 高 ， 如 前 面谈 过 的 可 以 用 频率 来 近似 地 求 出 pj 
由 于 频率 是 客观 的 存在 ， 所 以 对 可 重复 试验 ， 事件 的 概率 是 客观 的 ， 不 能 由 人 主观 地 任意 
赋予 [3] 

我 们 说 随机 试验 EB 是 可 重复 的 ， 是 指 在 相同 的 条 件 C 下 ， 可 将 不 断 地 独立 地 进行 
下 去 ， 上述 例 1 中 试验 是 可 重复 的 ， 人 们 可 将 此 硬币 不 断 扔 掷 . 所 谓 重复 可 如 下 理解 : 或 
将 已 在 C 下 独立 进行 n 次 ; 或 取 呈 个 与 妃 相 同 的 试验 轧 ,B2,…, En 在 C 下 同时 各 进行 
1 次 ， 或 取 L(< n) 个 与 已 相同 的 试验 在 C 下 各 做 若干 次 ， 使 总 次 数 为 n. 

引进 时 间 t, 便 得 到 随机 试验 的 动态 模型 : 


c1(t) (A1, p1(t)) 
: | 一 | (3) 
cn(t) (4m pm(t)). 
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其 距 > pi(t) > 0,p1() 十 … 十 pm() ==1. 又 ci(),pilt) 分 别 表示 在 时 刻 t 的 第 i 个 条 件 及 4 
的 概率 . 在 + 时， 也 许 减少 了 、 也 许 新 增 了 一 些 条 件 ， 所 以 nn 也 应 依赖 于 即 n= n(); 同 
理 ，m = m(t?). 不 过 为 了 记号 简单 ， 把 t 略 去 了 . 现在 还 允许 pi(t) = 0, 以 便 表示 在 t 时 4; 
不 可 能 出 现 ， 尽 管 在 别 的 时 刻 4; 可 能 出 现 . 

以 e 表示 试验 结束 的 时 刻 ， 0 <e < co. 全 体 随机 试验 可 分 成 互 不 相交 的 3 种 类 型 . 

a. 归 一 型 : 存在 一 个 状态 Ax, 使 

lim px(t) = | (4) 

这 表示 : 当 试 验 接近 尾声 时 ， A 出 现 的 概率 越 来 越 大 ， 最 后 成 为 必然 事件 ， 于 是 偶然 性 
逐渐 转化 为 必然 性 .存在 一 临界 时 刻 a, 使 


px(t) > 90%， 一 切 ie [a, e). 


这 表示 自 a 而 后 ， 出 现 hi 的 概率 已 不 小 于 0.9. 称 [a,e) 为 转化 区 间 ， 其 长 e-a 随 问题 而 
定 . 上 述 例 2 便 是 归 一 型 的 . 例如 ， 到 1944 年 冬 ， 二 次 大 战 中 日 本 失败 已 成 为 定局 , 许多 
比赛 也 是 归 一 型 随机 试验 . 
b. 分 散 型 : 存在 极限 
limpi(t) = qi>0, 一 切 (5) 
而 且 至 少 有 2 个 状态 44k, 4;, 使 
gx > 0, gq; > 0. (6) 


这 表示 ， 即 使 试验 临近 结束 ， 仍 然 不 能 断定 哪 一 状态 必然 出 现 ， 从 而 随机 性 贯彻 始终 例 
1 属于 分 散 型 ， 因 为 pi(t) = p2(t) = 1/2. 
又 如 : 在 群体 遗传 学 中 ， Hardy-Weinberg 定律 表示 : 对 3 种 基因 型 44，4a， aa, 第 t 
子 代 取 这 些 型 的 概率 分 别 为 
pi(AA) = 到，pi(4o) = 2pg > 0，pt(oa) = 时， 


它们 与 +=1,2,3,… 无 关 ，p,q 为 正常 数 ， 故 基因 型 试验 是 分 散 型 的 . 

一 般 地 ， 如 在 时 刻 t= 1,2,3,… 将 同一 试验 重 做 1 次 ， 假 定 这 些 试验 彼此 无 关 地 独立 
进行 ， 则 ma(b = gi 与 t 无关，i = 1,2,…,m. 因 试 验 是 随机 的 ， 至 少 有 2 个 非 0 的 qi, 于 
是 这 一 列 试验 是 分 散 型 的 。 由 此 可 见 ， 分 散 型 试验 非常 多 

c. 振动 型 : 至 少 有 一 状态 &, 使 极限 lim pr( 人 ) 不 存在 ， 也 就 是 说 ， 


lim pr (t) > lm pr 人. (7) 
ee te 


作为 一 例 ， 考 虑 飞机 飞行 ， 41 表 无 事故 ， 42 表 有 事故 ， pi(t) 是 第 上 日 飞行 无 事故 的 概 
率 . 由 于 天 气 影响 飞行 ， 好 日 子 事故 少 ， 以 si 表 好 日 子 ， 与 表 坏 日 子 ， 有 


lim pi (t) 一 lim pi(si) > lim pi (t;) = lim p1 (2), 
t— Si— ti tb 
因而 飞行 可 看 成 振动 型 随机 试验 . 
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上 述 3 种 类 型 已 穷尽 一 切 随 机 试验 ， 每 一 试验 必定 也 只 能 属于 三 者 之 一 . 下面 将 看 
到 ， 这 种 分 类 对 讨论 拉 普 拉 斯 的 次 定论 很 有 帮助 ， 
概率 分 布 P(t) = (pi 的 ,pn 的 ) 的 炳 定义 为 


I(P(W)) = — > pi(t) log pi(t). 
i—1 
它 是 此 分 布 的 偶然 性 大 小 (或 称 为 混乱 程度 ) 的 量度 , 也 可 把 它 看 成 定义 在 分 布 所 成 集合 上 
的 泛 溺 ，I(P()) 越 大 ，PQ) 的 偶然 性 也 越 大 . 可 以 证 明 , 当 P(t) 为 均匀 分 布 (1/m,…,1/m) 
时 ， 灶 取 极 大 值 log m. 容易 看 出 : 

对 归 一 型 试验 ， lim IT(P(D)) = 0; 

对 分 散 型 试验 ， lim7(P 的 ) > 0; 

对 振动 型 试验 ， jimT(CP(b) 不 存在 . 

故 用 炳 的 极限 ， 也 可 区 分 这 3 类 试验 . 

更 广泛 的 随机 事件 , 是 一 系列 随机 试验 串 
联 的 结果 ， 例 如 上 述 伟人 的 诞生 ;， 另 一 些 则 
是 由 许多 试验 并 联 而 产生 ， 如 碰撞 或 巧遇 . 
最 一 般 地 ， 可 以 同时 考虑 串联 与 并 联 ， 于 是 ! 

得 到 复合 随机 试验 的 图 式 (图 2): 图 中 每 一 五 
代表 一 随机 试验 . 图 2 

巧遇 是 一 种 复合 试验 ， 它 使 世界 丰富 多 采 ， 令 人 惊奇 不 已 . 巧遇 是 小 概率 事件 ， 它 一 
般 不 会 出 现 ; 而 一 旦 出 现 ， 就 可 能 创造 奇迹 . 例如 : 美国 有 15 人 将 参加 晚 7 时 15 分 的 排 
练 ， 他 们 都 因 不 同 原因 而 迟到 ; 那 晚 排练 室 被 人 放 了 定时 炸弹 ，7 时 25 分 爆炸 ， 这 15 人 
全 因 述 到 而 免 于 难 ， 真 是 幸运 之 至 . 又 如 : 地 球 上 生命 的 出 现 也 是 一 系列 巧合 的 结果 ， 它 
要 求 地 球 离 太 阳 不 远 不 近 ， 质 量 不 大 不 小 ， 恰 好 都 是 现在 那样 还 要 求 有 一 个 大 得 出 奇 的 
卫星 (月 亮 ), 等 等 ， 由 于 这 种 巧合 的 概率 太 小 ， 不 少 人 认为 人 类 在 宇宙 中 是 孤独 的 ， 不 存 
在 地 球 外 的 生命 人 的 一 生 有 许多 巧遇 ， 其 中 部 分 是 好 机 会 ， 另 一 些 则 是 倒霉 事 ， 聪 明 人 
善于 抓 住 、 利 用 甚至 制造 好 机 会 ， 同 时 尽量 避免 坏 机 会 衡量“ 巧 ”的 尺度 是 概率 的 “小 ”. 
统计 学 家 利用 小 概率 事件 来 作假 设 检验 : 在 假设 五 下 设计 一 个 小 概率 (譬如 1%) 事件 4， 
在 一 次 试验 中 ,这 事件 一 般 不 会 出 现 ; 但 如 果 它 居然 出 现 了 ， 便 使 人 不 得 不 怀疑 假设 互 的 
正确 性 ， 因 之 否定 五 . 在 一 些 复合 试验 中 ， 偶 然 性 的 后 果 可 被 屋 层 放大 . 例如， 某 甲 因 遇 
土 好 友 多 喝 了 酒 ， 上 公共 汽车 后 呕吐 ， 司 机 因 躲 避 呕 吐 使 车 失控 而 打 横 ， 这 时 后 面 紧 跟 上 
来 的 另 -… 辆 车 紧急 转向 道 旁 而 翻 入 河中 ， 造 成 惨案 . 





3. 偶然 性 的 客观 性 

偶然 性 是 客观 的 吗 ? 这 是 历史 上 长 期 争论 的 著名 问题 ， 爱 因 斯 坦 与 玻 尔 的 争论 实质 
上 也 与 此 有 关 . 一 些 人 认为 ， 世 界 是 决定 性 的 ， 偶 然 性 只 是 出 于 人 们 的 无 知 ， 如 果 我 们 能 
预知 一 切 情 况 ， 以 后 的 发 展 便 全 已 知 ， 关 于 这 点 1814 年 拉 普 拉 斯 说 得 很 明确 : “智慧 如 果 
能 在 某 -瞬间 知道 鼓动 着 自然 的 一切 力量 ,知道 大 自然 所 有 组 成 部 分 的 相对 位 置 ， 再 者 ， 
如 果 它 是 如 此 浩瀚 ， 足 以 分 析 这 些 材料 ， 并 能 把 上 至 宠 大 的 天 体 、 下 至 微小 的 原子 的 所 有 
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运动 悉数 训 括 于 一 个 公式 之 中 ， 那 末 ， 对 于 它 来 说 ， 就 没有 什么 东西 是 不 可 靠 的 了 ， 无 论 
是 将 来 或 过 去 ， 在 它 面 前 都 会 昭然 车 揭 ."( 拉 普 拉 斯 : 《概率 论 的 哲学 试验 》) 按照 这 种 观 
点 ， 宇 害 的 一 切 发 展 ， 早 在 混沌 初 开 时 就 已 决定 ， 2 次 世界 大 战 、 肯 尼 迪 遇刺 ， 某 和 人 手中 
所 拿 到 的 每 付 扑 克 牌 的 花色 ， 都 是 百 亿 年 前 就 已 注定 了 的 . 谁 也 不 会 同意 这 些 意见 ， 然 而 
这 竞 出 自 大 科学 家 之 手笔 不 能 不 令 人 深思 : 难道 他 毫 无 道理 吗 ? 

有 些 本 来 是 必然 的 问题 ， 由 于 无 知 ， 被 人 们 当 作 随机 问题 来 处 理 . 例如 : “存在 地 球 
外 的 生命 吗 ? ” 管 案 必然 是 “是 ” 或 “ 否 ”. 但 现在 ， 由 于 我 们 知识 的 贫乏 ， 只 能 作出 如 下 概 
素 式 的 回答 : “存在 球 外 生命 的 概率 超过 90%”. 类 似 地 ， 人 们 常 说 : “《 人 金瓶 梅 》 的 作者 
很 可 能 是 王 世 贞 ”,“ 很 有 希望 从 地 下 挖 出 王 疼 之 写 的 《兰亭 序 》” 等 等 . 对 于 这 种 人 造 的 伪 
随机 事件 ， 拉 普 拉 斯 的 观点 是 正确 的 . 

对 归 一 型 试验 ， 由 于 jim px(t) =1, 它 逐 渐 转 变 为 必然 试验 ， 因此， 只 要 观察 时 刻 落 入 
转化 区 间 ， 人 们 就 能 很 准确 地 预言 试验 的 结果 . 对 这 种 试验 ， 拉 普 拉 斯 的 论点 也 有 充分 理 
由 . 

然而 ， 对 于 分 散 型 试验 ， 情 况 就 不 同 了 ， 这 里 偶然 性 贯彻 始终 ， 直 到 试验 结束 ， 仍 然 
至 少 有 2 个 状态 都 可 能 出 现 ， 无论 知识 如 何 丰富 ， 决 不 能 唯一 地 、 决 定性 地 预言 试验 的 结 
果 ， 预 言 只 能 是 概率 式 的 : “出 现 4 的 概率 为 ps”. 例如 ， 无 论 怎么 聪明 ， 无 论 知识 和 经 
验 如 何 丰富 ， 谁 也 不 能 预知 玩 扑克 时 下 次 手中 牌 的 花色 .由 此 可 见 ， 至 少 对 分 散 型 试验 ， 
随机 性 是 客观 存在 的 ， 

再 考虑 振动 型 ， 不 妨 设 只 有 2 个 状态 4 与 4z( 如 果 有 m 个 ， 那 么 把 4s,…, Ahm 合 
并 到 hs 中 成 一 新 状态 ， 仍 记 后 者 为 42). 由 振动 型 定义 ， 存 在 2 个 不 相交 的 数列 si 一 e， 
ti 一 6, 使 当 i 一 oo 时 有 


pi(si) = 4 = limpi(t), pi(ti) = 6 = limp1(t), 
—e t—e 


其 中 1>a>5;0. 由 于 pi(t) 十 pz2(t)=1, 夯 
p2(si) = 1—a, p2(ti)— 1—b. 


共有 3 种 情形 : 
a.a 二 1,b6 二 0 于 是 
Pi(si) 一 1, p2(ti) = 1. 
从 而 沿 {si}, 41, 逐步 变 为 必然 状态 ， 而 沿 全 }, 则 42 变 为 必然 的 ， 于 是 在 此 二 时 间 序 列 
{si}, {ty} 上 ， 此 试验 分 别 化 为 二 不 同 的 归 一 型 试验 ， 其 一 最 终 必 出 现 41, 另 一 最 终 必 出 现 
42. 
b.a<1 这 时 
pi(si) > a >0, p2(si)—=1-a>d0, 
于 是 沿 {s;}, 此 试验 是 分 散 型 的 . 
c.b5>0 这 时 
pi1(ti) — b> 0, p2(ti) —1—b> 0, 


于 是 沿 {&}, 此 试验 也 是 分 散 型 的 . 
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复合 试验 ， 如 果 不 是 人 的 预谋 ， 大 多 数 是 不 能 准确 预测 的 . 因为， 只 要 其 中 包含 一 个 
分 散 型 的 子 试 验 ， 整 个 试验 的 结果 便 不 能 确切 地 唯一 地 决定 . 


4. 非 重复 随机 试验 

科学 需要 重复 ， 不 能 重复 的 一 次 性 现象 ， 科 学 中 一 般 不 予 研究 ， 因 为 缺乏 客观 的 检 
验 ， 然 而 实际 中 有 许多 问题 ， 意 义 非常 重大 ， 人 们 津津 有 味 地 议论 它们 ， 却 不 幸 是 非 重 复 
的 . 例如: 近期 能 再 爆发 世界 大 战 吗 ? 某 和 人 会 患 癌症 吗 ? 某 地 会 发 生 大 地 震 吗 ” 我 们 能 否 
计算 这 些 事件 的 概率 ? 

原则 上 说 ， 概 率 由 试验 的 条 件 决定 ; 只 要 给 出 了 随机 试验 ， 概 率 也 就 决定 了 ,但 在 实 
际 问题 中 , 情况 要 复杂 得 多 , 一 是 试验 的 条 件 有 时 难以 确切 地 叙述 , 例如 , 把 爆发 大 战 看 成 
试验 ， 条 件 应 该 是 那些 呢 ? 二 是 从 条 件 推算 出 概率 ， 也 往往 很 不 容易 ， 演 绎 推理 或 计算 ， 
有 时 非常 困难 . 

对 于 重复 试验 ， 如 果 精 度 要求 不 很 高 ， 总 可 以 用 频率 逼近 以 求 出 概率 的 近似 值 ， 但 对 
非 重复 试验 ， 已 无 频率 可 言 ， 那么 ， 有 无 其 他 近似 方法 呢 ? 

一 种 方法 是 适当 修改 条 件 ， 设 试验 的 条 件 组 为 C, 在 C 下 已 非 重 复 ; 今 适当 修改 
C 为 0', 而 在 C' 下 则 是 可 重复 的 ， 于 是 化 归 重 复试 验 ， 其 代价 是 要 牺牲 一 些 精度 采用 
此 法 时 ， 还 要 求 试验 结果 对 条 件 不 要 过 于 敏感 ， 即 要 求 试验 有 适度 的 稳定 性 ， 以 免 开始 条 
件 “ 差 之 毫 厘 "而 结果 却 “ 失 之 千里 ”出现 所 谓 “ 混 沌 现象 ” 

例如 ， 试 求 “地 球 以 外 存在 生命 "的 概率 ， 本 来 ， 每 颗 星球 的 情况 千差万别 ， 但 可 采 
用 下 述 近 似 方法 . 限于 目前 科学 水 平 ， 只 考虑 银河 系 . 银河系 中 恒星 数 约 为 3 x 10", 其 中 
生物 可 居住 的 行星 数 约 为 65 x 107. 这 些 行星 中 ， 设 每 颗 有 生命 的 概率 不 小 于 <; 于 是 每 颗 
星 无 生命 之 概率 不 大 于 1 - s; 于 是 65 x 107 颗 行星 都 无 生命 之 概率 不 大 于 (1 - e)”x10'; 于 
是 至 少 还 有 一 颗 行星 上 有 生命 的 概率 不 小 于 1 一 (一 es5x20 .不管 。 如 何 小 ， 只 要 它 大 于 
0, 最 后 一 概率 充分 接近 于 1 因此， 我们 对 存在 球 外 生命 其 有 信心 .在 这 里 ， 我 们 把 观察 1 
颗 行 星 当 作 1 次 试验 ， 并 把 它 重 复 65 x 107 次 . 

又 如 ， 要 求 出 病人 李 某 存活 期 的 分 布 ， 通 过 检查 ， 发 现 他 的 病情 与 其 他 一 些 人 相似 ， 
而 后 者 皆 已 作 十 ， 其 存活 期 是 有 案 可 查 的 ， 根据 记录 可 制 出 已 作 古 者 存活 期 的 经 验 分 布 ， 
于 是 人 们 便 以 此 分 布 作 为 李 某 存活 期 分 布 ,从 而 预测 他 还 能 活 多 少时 间 及 对 应 的 概率 . 其 
实 李 某 未 必 与 那些 人 情况 全 同 ， 只 是 大 体 相似 罢了 . 

保险 公司 也 可 采用 其 他 方法 ， 例 如 因素 评分 法 ， 列 出 影响 寿命 的 一 些 重要 因素 如 心 
脏 、 血 管 、 大 脑 的 病 化 程度 等 ， 把 每 因素 的 指标 分 成 若干 等 级 ; 给 每 一 等 级 评分 (相当 于 
“加 权 ”); 最 后 根据 李 某所 得 总 分 按照 菜 种 算法 以 求 出 其 存活 期 的 分 布 ， 此 法 既 有 一 定 的 科 
学 道理 ,但 也 有 主观 性 ， 因 为 评分 多 少 以 及 采用 什么 算法 都 有 选择 的 随意 性 .对 此 人 们 不 
必 大 惊 小 怪 ， 其 实 许多 社会 活动 如 选拔 ， 比 赛 ， 评 估 等 等 都 离 不 开 因素 评分 法 ， 它 常常 能 
在 很 大 程度 上 反映 实际 情况 . 

除 上 述 2 种 方法 外 ， 还 可 采用 模拟 方法 以 计算 非 重复 事件 的 概率 . 
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